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PRÉFACE. 


Le  présent  Volume,  qui  terminera  notre  Cours  d'Ana- 
lysej  a  pour  objet  l'étude  des  équations  différentielles  et  le 
Calcul  des  variations. 

Nous  nous  sommes  trouvé  conduit,  en  récrivant,  à  étendre 
sensiblement  notre  programme  primitif. 

La  théorie  des  équations  différentielles  a  été,  en  effet,  de- 
puis quelques  années  et  dans  des  directions  très  diverses, 
l'objet  de  travaux  considérables,  qui  Font  complètement 
transformée.  Le  moment  semble  venu  de  résumer  quelques- 
unes  de  ces  théories  nouvelles  en  vue  de  les  introduire  dans 
l'enseignement. 

On  trouvera  donc  dans  ce  Volume  de  nombreux  emprunts 
aux  travaux  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  Poincaré,  Darboux 
et  Kônigsberger  sur  les  équations  différentielles  ordinaires  ; 
de  MM.  Fuchs,  Halphen  et  Picard  sur  les  équations  linéaires  ; 
de  Jacobi  et  de  MM.  Lie  et  Mayer  sur  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  et  aux  différentielles  totales;  de  Hankel  sur 
les  fonctions  de  Bessel;  de  MM.  Clebsch  et  Mayer  sur  la  se- 
conde variation  des  intégrales. 

Bien  que  nous  ayons  encore  laissé  de  côté  plusieurs  théo- 
ries importantes,   ces   diverses  additions  ont  notablement 
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accru  les  dimensions  du  présent  Volume.  Nous  avons  donc 
dû  renoncer  à  notre  projet  primitif  d'y  joindre  un  Recueil 
d'exercices  et  des  Notes  complémentaires. 

Celles  de  ces  Notes  qui  se  rapportaient  aux  sujets  traités 
dans  ce  Volume  ont  été  fondues  dans  le  corps  de  l'Ou- 
vrage; mais  les  autres  ont  été  sacrifiées,  à  l'exception  de 
l'une  d'elles,  ayant  pour  objet  les  principes  du  Calcul  in- 
finitésimal, et  qu'il  nous  a  paru  indispensable  de  conserver. 

Nous  devons  tous  nos  remerciements  à  M.  Humbert  pour 
la  part  active  qu'il  a  bien  voulu  prendre  à  la  revision  des  dé- 
monstrations de  ce  Livre  et  à  la  correction  des  épreuves. 
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TROISIÈME  PARTIE. 


EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 


■•»< 


CHAPITRE  L 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES. 


I.  —  Notions  préliminaires. 

1.  Nous  avons  vu  dans  le  Calcul  différentiel  (Chap.  II) 
que,  lorsqu^on  a  un  certain  nombre  de  relations  entre  une 
ou  plusieurs  variables  indépendantes  x^^  x^^  • . .  et  des  fonc- 
tions y\ ,  ^2>  ...  de  ces  variables,  on  pouvait,  en  combinant 
ces  équations  avec  celles  qui  s'en  déduisent  par  dérivation, 
en  déduire  une  infinité  d'équations  difTérentielles  auxquelles 
satisfont  ces  fonctions. 

11  nous  reste  à  traiter  le  problème  inverse,  en  cherchant  à 
remonter  des  équations  différentielles  aux  relations  qui  exis- 
tent entre  les  variables  elles-mêmes. 

J.  —  Cours,  IlL  I 
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Nous  nous  occuperons  d'abord  des  équations  différentielles 
ordinaires,  où  ne  figure  qu'une  variable  indépendante  x. 

2.  Soit  proposé  un  système  de  m  équations  différentielles 
entre  x  et  m  fonctions  y^^  . . .,  y  m  de  cette  variable.  On 
pourra,  par  l'introduction  de  variables  auxiliaires,  ramener 
le  système  proposé  à  un  autre  système  équivalent,  où  ne 
figurent  que  des  dérivées  du  premier  ordre. 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  nous  ayons 
deux  équations  différentielles  simultanées 

dy    d^y    d^y        dz     d^^\  _^ 


/  dy    d^y    d^y        dz     d^z 

^\^^-^^  dx'  lÙ^'dx-'^'  dx'  dJ\ 


o. 


Posons 


'^y             y'           fy            y' 

dx'    -^  '     dx^      '    ' 

dz         , 
dx 

[nmeni 

dx      -^  '     dx      y  ' 

dx     "' 

—  O, 


dx     ^'  ^  '  dx 


Ces  cinq  équations  différentielles  forment  un  système  ma- 
nifestement équivalent  aux  deux  équations  primitives,  mais 
où  ne  figurent  plus  que  des  dérivées  du  premier  ordre. 

3.  Considérons  donc  un  système  simultané  de  m  équa- 
tions du  premier  ordre 

^  f  dy         dz         du         \ 

^  /  dy         dz         du         \ 
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entre  la  variable  indépendante  x  elm  fonctions  inconnues^, 

*t  y    Uy     •    •    •  • 

Si  parmi  ces  équations  il  en  figure  une,  F  =  o,  qui  ne  con- 
tienne pas  de  dérivée,  soit  y  une  des  variables  qu'elle  con- 
tient, l'équation  résolue  par  rapport  à  y  donnera  un  résultat 
de  la  forme 

(i)  j  =  <p(a7,5,M,  ...). 


On 

en 

déduit 

dy 
dx 

~  dx 

4- 

do 
dz 

dz 
dx 

d^  du 
du  dx 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 

F,=  o,      F,=:0, 


•  •   • 


on  aura  un  système  de  m  —  i  équations  différentielles  pour 
déterminer  les  m  —  i  variables  z,  u,  ...  ;  on  calculera  en- 
suite r  par  l'équation  (i). 

Supposons,  au  contraire,  que  l'équation  F  =  o  contienne 

au  moins  une  dérivée,  telle  que  —-  Résolvant  par  rapport  à 
cette  dérivée,  il  viendra 

dv        j.f  dz    du 

Substituons  cette  valeur  dans  les  équations  suivantes;  on 
obtiendra  un  système     . 

dx  ■■  •^' 
/  dz         du         \ 


équivalent  au  proposé. 

Si  l'une  des  équations  ^4  =  0,   ...  ne  contenait  aucune 
dérivée,  on  pourrait  s'en  servir,  comme  il  a  été  expliqué, 
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pour  éliminer  une  variable  et  ramener  l'élude  du  système 
proposé  à  celle  d'un  système  de  m  —  i  équations  différen- 
tielles seulement. 

ri" 

Si,  au  contraire,  l'équation  ^4  =  0  contient  une  dérivée  --^  > 
on  en  déduira 


=/i(^,7,-^,«,...,^---) 


et  l'on  substituera  cette  valeur  dans  les  équations  suivantes. 

Continuant  ainsi,  on  arrivera  à  mettre  le  système  sous  la 

forme 

^—  r     ^— /•       ^—  f 
dx~-^'     dx~'^''     dx-^^'     •••' 

-  ^      dv     j.  ,  dv     -  dz 

/ne  contenant  plus  -f^j  /<  ne  contenant  m  -f-  m  -7-, 

•^  *         ax  ax        ax 

Portant  maintenant  dans  chaque  équation  les  valeurs  des 
dérivées  fournies  par  les  équations  suivantes,  on  obtiendra 
un  nouveau  système  d'équations,  de  la  forme  suivante  : 


Un  système  d'équations  simultanées  du  premier  ordre, 
ainsi  résolu  par  rapport  aux  dérivées,  est  dit  ramené  à  sa 
forme  normale. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'étude  d'un  système 
quelconque  d'équations  différentielles  simultanées  peut  être 
ramenée  à  celle  d'un  système  normal.  Le  nombre  des  équa- 
tions de  ce  système  normal  équivalent  au  proposé  servira  de 
définition  à  Vordre  de  ce  dernier. 

En  particulier,  si  l'on  n'a  qu'une  équation  différentielle 

d^-'^\^^^^di'"''d^^^)' 
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elle  sera  équivalente  au  système  normal 


Son  ordre  sera  donc  ég^al  à  m, 

4.  D^un  système  de  m  équations  différentielles  entre  x 
et  les  m  fonctions  y-t  z,  u,  . . . ,  on  peut  déduire,  ainsi  que 
nous  allons  le  voir,  une  équation  différentielle  où  ne  figurent 
que  X  ely. 

En  général,  le  nombre  des  équations  données  n'est  pas 
suflisant  pour  éliminer  ^,  </,...  et  leurs  dérivées.  Mais,  si 
nous  prenons  la  dérivée  de  chacune  des  équations  données, 
nous  obtiendrons  m  équations  nouvelles,  en  introduisant 
m  —  I  inconnues  de  plus,  à  savoir  une  dérivée  nouvelle  de 
chacune  des  fonctions  Zy  u,  ....  En  répétant  cette  opéra- 
tion, on  arrivera  évidemment  à  se  procurer  assez  d'équations 
pour  effectuer  l'élimination. 

Considérons,  par  exemple,  un  système  de  trois  équations 

F==o,     Fi=o,     F,  =  o 

entre  or,  y^  z,  u.  Supposons  que  l'ordre  de  la  plus  haute  dé- 
rivée de  chaque  variable,  dans  chacune  de  ces  équations,  soit 
donné  par  le  Tableau  suivant  : 


(2) 


y 

u 

F 

m 

n 

P 

F. 

m^ 

«1 

Pi 

F, 

m, 

nt 

Pt 

Différentions  les  trois  équations  respectivement  A,  Â^, 
Aa  fois.  Nous  obtiendrons  ainsi  un  total  de  A  -h  A<  -|-  Aa  -+-  3 
équations,  entre  lesquelles  on  aura  à  éliminer  z  et  ses  B  pre- 
mières dérivées,  u  et  ses  C  premières  dérivées,  B  désignant 
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le  plus  grand  des  nombres  A  -f-  /i,  A^  -j-  /i| ,  A2  -H  /i29  et  C  le 

plus  grand  des  nombres  A -h/?,  A|H-^i,  A2-H/>2;  soit  en 

tout  B  -H  G  -h  2  inconnues. 

En  thèse  générale,  réllmination  ne  pourra  se  faire  que  si 

le  nombre  des  équations  surpasse  celui  des  inconnues.  On 

devra  donc  avoir 

A-f-A,  4-A,5B-t-C 

et,  comme  on  a 

35  Al -1-/1,,    Cr:As4-/?„ 

B  =  Aj-f-n„     C  =  A,-+-)9,, 

on  en  déduit 

A7/i,4-/?„     A  =  /i,-i-/>,. 

On  voit  de  même  que  A|  est  au  moins  égal  au  plus  grand 
des  deux  nombres  n  -\- P29  n^-hpy  et  A2  au  moins  égal  au 
plus  grand  des  nombres  n  -{-  pi,  n^-^- p. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  qu'en  prenant  A,  A| ,  A2  pré- 
cisément égaux  aux  limites  inférieures  trouvées  ci-dessus,  on 
aura  juste  le  nombre  d'équations  nécessaires  pour  l'élimi- 
nation. 

Soit  en  effet,  pour  fixer  les  idées, 

B  =  A  "f-  /<  =  A,  -h  «t  5  A,  -h  n,. 
On  en  déduira 

A  4-  /î  =  n  -+-  /i,  4-/7j  ^  A, -i-  /i|, 
d'où 

B  =  A-H/l=::Ai4-/li; 

et,  d'autre  part, 

On  trouvera  de  même 

Ai4-/?i<A,4-/7s     ou    ^  A -+-/?, 
suivant  que  A|  sera  égal  à  n  -h/>a  ou  à  1X2-^ p» 
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On  aura  donc,  dans  tous  les  cas, 

G=iAj4-/?î  =  Ai-i-/?,~A4-/?, 
et,  par  suite, 

B  H-  G  =z  A,  H-  /i,  -f-  As  -h/>s  —  A  -f-  A,  4-  A,. 

En  donnant  à  A,  A4,  A,  les  valeurs  ci-dessus,  on  aura  donc 
une  équation  de  plus  qu'il  n'est  nécessaire  pour  déterminer  >3, 
u  et  leurs  dérivées  au  moyen  de  y  et  de  ses  dérivées.  Ces 
valeurs,  substituées  dans  la  dernière  équation,  donneront 
une  équation  finale  ne  contenant  quejK>  et  ses  dérivées  jus- 
qu'à l'ordre  D,  D  désignant  le  plus  grand  des  nombres  A  +  m, 
A|  -r-  m^,  A2  4-  /Wj. 

Ce  nombre  D,  qui  représente  l'ordre  du  système,  sera 
évidemment  égal  au  plus  grand  des  nombres  /w  4- /i|  -|-/?t> 
mi-\-  n  -h/?a,  .  • .,  qu'on  obtient  en  associant  ensemble  trois 
nombres  du  Tableau  (2)  appartenant  à  la  fois  à  des  horizon- 
tales et  à  des  verticales  différentes . 

o.  Ce  résultat,  qu'on  étendrait  sans  difBculté  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  d'équations,  peut  se  trouver  en  défaut 
si  z^  u  et  leurs  dérivées  figurent  dans  les  équations  propo- 
sées de  telle  sorte  que  l'élimination  puisse  se  faire  avant 
qu'on  ait  formé  toutes  les  équations  auxiliaires  qui  paraissent 
au  premier  abord  nécessaires,  d'après  le  nombre  des  quan- 
tités à  éliminer. 

On  obtiendra,  même  dans  ce  cas,  une  équation  finale  en  y 

de  la  forme 

d'^v        J  dy  d^-'v 

mais  Zy  u,  au  lieu  d'être  immédiatement  donnés  en  fonction 
de  y  et  de  ses  dérivées,  pourront  être  déterminés  par  de  nou- 
velles équations  différentielles,  de  la  forme 

cP'z  [  dy  d^-'^z    d^-^u 

di^u  f  dy  d^-^z    d^-^  u 


dxv- 


(  dy  d^-^z    d^-^u\ 

^?>V"'''>''5:ï''"^-''"'-"Z^i'5:d^j 
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Éliminant  u  entre  ces  équations  par  la  répétition  du  même 
procédé,  on  arrivera  à  faire  dépendre  l'étude  du  système  pri- 
mitif de  celle  d'un  système  de  la  forme  suivante  ; 


dx? 

d^  u 
dxi 


y  î  l  ^iyy  •  •  •  >  -S,  .  .  . ,  u,  •  •  •  »  fi^y--\  } 


6.    Considérons,  en  particulier,  les  fonctions  déterminées 
par  une  équation  différentielle 


/  dy  d^r\ 


1  M  •  i  d^y 

algébrique  par  rapport  à  Xy  y,  . . . ,  -j-^  • 

Toute  solution  d'une  semblable  équation  satisfait  évidem- 
ment à  une  infinité  d'équations  analogues  résultant  de  la 
combinaison  de  F  et  de  ses  dérivées. 

Réciproquement,  soit  y  une  fonction  de  x  qui  satisfasse  à 
une  série  d'équations  différentielles  algébriques 

F  =  o,     Fi  =1.  o,     .... 

Toutes  ces  équations  résulteront  de  la  combinaison  de  l'une 
d'entre  elles  avec  ses  dérivées. 

Considérons,  en  effet,  parmi  toutes  les  équations  de  ce 
genre  auxquelles  j^  satisfait,  celles  dont  Tordre  est  minimum, 
et  parmi  celles-ci  choisissons  celle  où  la  plus  haute  dérivée 
est  élevée  à  la  puissance  minimum.  Soient  a  et  [x  cet  ordre  et 
ce  degré,  F  =  o  l'équation  correspondante;  F|  =  o  une  autre 
équation  quelconque  du  système. 

De  l'équation  F  =  o  et  de  ses  dérivées  on  pourra  déduire  les 

valeurs  de  -r—^y  •  •  •  et  des  puissances  de  -j^  de  degré  ^  [jl 

dy  d^Y  /c/"v\^'•~' 

en  fonction  rationnelle  dex^y,  --j-,  •  •  •>  -t-^j  •  •  •>  ( -7-^  ) 
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Substituant  ces  valeurs  dans  F4,  on  obtiendra  une  nouvelle 

dv 
équation  4>  =  o,  qui  ne  contiendra  plus  que  x^  y^  ~->  •  •  •> 

-T^i  ""'  \7r^)      '  ^^^^î  d'après  notre  hypothèse,  y  ne 

satisfait  à  aucune  équation  de  ce  genre.  Donc  Téquation 
4>=  o  est  une  identité. 

Nous  dirons  que  la  fonction^  est  une  solution  propre  de 
Téquation  F  =  o  et  une  solution  impropre  des  autres  équa- 
tions Fj  =  o,  ...  ;  et  nous  appellerons  ordre  de  la  fonction 
l'ordre  de  l'équation  F  =  o. 

D'après  cette  définition,  les  fonctions  algébriques  seront 
d'ordre  zéro;  les  fonctions  d'ordre  >o  seronl  transcen- 
dantes. 

Une  équation  difierentielle  algébrique  F  =  o  est  dite  irré- 
ductible,  si  elle  n'admet  que  des  solutions  propres. 

7-  Soient  ^,  .3,  . . .  des  solutions  des  équations  différen- 
tielles algébriques 

/   _/  dy  d<^y\ 

(3)  /  dz  d?z\ 

'     y 

.     j        ,                                              ,  d^y    d?z 
de  degrés  [x,  v,  . . .,  par  rapport  a  --r^y  3~û' 

Soient,  d'autre  part,  Y,  Z,  ...  d'autres  fonctions  satisfai- 
sant à  des  équations  analogues 

(4)  *=io,     *i  =  o,     

Supposons  qu'il  existe  entre  ces  diverses  fonctions  et  leurs 
dérivées  une  relation  algébrique 

Si  nous  éliminons  Y,  Z,  ...  entre  cette  équation  et  les 
équations  (4)^  nous  obtiendrons  une  équation  différentielle 
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G  =  o  entre  y,  z,  . . . ,  qui  représentera  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  ces  fonctions,  associées  à  des 
solutions  convenablement  choisies  des  équations  (4)*  satis- 
fassent à  Téquation  ^  =  o. 

Si  donc  Téquation  G  :=  o  n'est  qu'une  conséquence  des 
équations  (3)  et  de  leurs  dérivées,  tout  système  de  solutions 
de  (3),  associé  à  un  système  convenable  de  solutions  de  (4)7 
satisfera  encore  à  l'équation  ^^  =  o. 

Ce  cas  se  présentera  nécessairement  s'il  n'existe  entre  les 
solutions  y,  Zy  . . . ,  primitivement  données,  aucune  relation 
algébrique  de  la  forme 

(0)  11(^^,7,...,— ,.^...,^,...j=.o, 

où  -i-^y  — TJ  •••  figurent  avec  des  degrés  respectivement 

inférieurs  à  [ji,  v, 

En  effet,  au  moyen  des  équations  (3)  et  de  leurs  dérivées, 

on  peut  éliminer  de  G  les  dérivées    ^  ^_.  y  •••>  — ^>  ••• 

et  les  puissances  (  -^-^  j  ?   [  — r  1  ? Un  obtiendra  amsi 

une  équation  de  la  forme  (5),  laquelle  devra,  par  hypothèse, 
se  réduire  à  une  identité. 

8.  Comme  application  des  considérations  qui  précèdent, 
cherchons  la  forme  la  plus  générale  des  relations  algébriques 
qui  peuvent  exister  entre  des  intégrales  abéliennes  j'j,  ...,  J'w 
définies  par  les  équations  différentielles  algébriques 

Soit 

(6)  ^(^,7l,    ...,/;„)  =0 

une  semblable  relation.  Nous  pouvons  évidemment  admettre 
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qu'il  n'existe  aucune  relation  de  même  nature  entre  les  fonc- 
tions y^,  . . . ,  ym-i  et  la  variable  indépendante. 

L'équation  (6),  résolue  par  rapport  à  j^^?  pourra  s'écrire 

D'après  le  théorème  précédent,  cette  équation  subsistera 
si  l'on  y  remplace^!,  ...,  J'i»-*  par  des  solutions  quelconques 
des  équations  Fj,  ...,  F^-o  pourvu  qu'on  remplace  en 
même  temps  ym  par  une  solution  convenable  de  l'équation 
Fm-  Mais  il  est  clair  que  les  solutions  de  chacune  de  ces 
équations  s'obtiennent  toutes  en  ajoutant  à  l'une  d'elles  une 
constante  d'ailleurs  arbitraire.  On  aura  donc 

Cif  "  ' ,  Cm-i  étant  des  constantes  arbitraires,  et  Cm  une  autre . 
constante,  dépendant  de  celles-là. 

Prenant  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  la  con- 
stante C| ,  il  viendra 

de  m d^jx.y^A-  c^,  . . .)  _  d^(x,yx-\-  Cy.  . .  A 

de,  —  de,  "■  d/, 

et,  en  posant  c,  =  .  .  .  =  Cfn-\  =  o, 

-T  A,, 

A'i  désignant  la  valeur  constante  que  prend  dans  cette  hypo- 

de 
thèse  la  dérivée  -^  • 

de, 

Cette  dernière  équation  doit  se  réduire  à  une  identité, 
puisque  nous  supposons  que  x,  yi,  ...,  ym-t  ne  sont  liées 
par  aucune  relation  algébrique.  On  aura  de  même  identi- 
quement 

d?  _  .  dy     _  . 
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^2>  •  •  •  >  f^m-i  étant  des  constantes.  On  en  déduit 

?  =  ^1 7i  -H . . .  -h  Xr,„_,  7^_ j  H-  X , 

X  étant  une  fonction  algébrique  de  x,  La  relation  cherchée 
sera  donc  de  la  forme 

7m  =  ^1  ri  -i- . . .  -4-  k^.^ym-i  ■+-  X. 

9.  Ces  préliminaires  posés,  il  nous  reste  à  indiquer  les 
procédés  par  lesquels  on  peut  intégrer  une  équation  diffé- 
rentielle (ou  un  système  de  semblables  équations),  c'est- 
à-dire  déterminer  ses  solutions. 

Il  est  aisé  de  voir,  par  des  exemples,  que  ce  problème  est 
indéterminé. 

Considérons,  en  effet,  une  équation 

« 

(7)  ?(-3?,7,c)=o 

entre  la  variable  indépendante  ^,  la  fonction  j^  et  la  constante 
arbitraire  c.  On  en  déduit  par  différentiation 

Tirons  la  valeur  de  c  de  l'équation  (7)  pour  la  substituer 
dans  (8);  il  viendra,  en  représentant  par  des  parenthèses  le 
résultat  de  cette  substitution, 

Cette  équation  différentielle  admet  pour  solution  la  fonc- 
tion ^,  définie  par  l'équation  (7),  quelle  que  soit  la  con- 
stante c.  A  chaque  valeur  de  cette  constante  répond  une 
solution  particulière.  L'ensemble  de  ces  solutions  se  nomme 
la  solution  générale. 

Pour  reconnaître  s'il  existe  d'autres  solutions,  en  dehors 
de  celles  que  nous  venons  de  déterminer,  introduisons  une 
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variable  auxiliaire  c  définie  par  Téqualion  (7).  Cette  équation 
difierentiée  donne 

dx  dy  '^       de 

ou,  en  substituant  pour  c  sa  valeur  tirée  de  (7), 

ou  enfin,  en  tenant  compte  de  l'équation  (9), 


fê)*=». 


On  peut  satisfaire  à  cette  équation  de  deux  manières  : 
I  ^  £n  posant 

de  =  o,     d'où     c  •=.  const.  ; 

la  valeur  correspondante   de  y   étant  donnée   par  Téqua- 
tion  (7),  on  retombe  ainsi  sur  la  solution  générale; 
2°  En  posant 

m- 

Cette  équation  détermine  la  valeur  de^  en  fonction  de  x, 
L^nconnue  auxiliaire  c  sera  ensuite  déterminée  par  Téqua- 
lion  (7). 

La  nouvelle  solution  ainsi  obtenue  se  nomme  la  solution 
singulière  de  l'équation  différentielle. 

En  considérant  x,  y  comme  les  coordonnées  d'un  point, 
chaque  solution  particulière 

où  c  est  supposé  constant,  représente  une  courbe. 

La  solution  générale  représente  l'ensemble  de  ces  courbes. 
Enfin  la  solution  singulière,  définie  par  l'équation 


m=- 
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résultat  de  rélîmination  de  c  entre  les  équations 

(.0)  <p  =  0,       ^=0, 

représentera  l'enveloppe  de  ce  s^^stème  de  courbes. 

Il  arrivera  parfois  que  les  deux  équations  (lo)  soient  in- 
compatibles, auquel  cas  il  n*y  aura  pas  de  solution  singu- 
lière; ou  que  la  valeur  de  c  en  fonction  de  x^  déduite  de  ces 
équations,  se  réduise  à  une  constante;  dans  ce  cas,  la  solu- 
tion singulière  se  confondra  avec  l'une  des  solutions  particu- 
lières contenues  dans  la  solution  générale. 

10.   Les  considérations  précédentes  peuvent  aisément  s'é- 
tendre à  des  systèmes  d'équations  différentielles  simultanées. 
Soient,  par  exemple, 

(u)  ?i— o,     ?î~o 

deux  équations  entre  la  variable  indépendante  x^  les  deux 
fonctions  j^i , ^2  et  deux  constantes  C|,  C2;  on  en  déduira,  en 
différentiant  et  éliminant  c*,  C2,  les  deux  équations  différen- 
tielles 

dont  les  équations  (11)  représentent  la  solution  générale. 

Pour  obtenir  les  autres  solutions  s'il  en  existe,  prenons 
pour  inconnues  auxiliaires  les  quantités  C|,  c^  définies  par 
les  équations  (11). 

La  différentiation  de  ces  équations  donnera 
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OU,  en  éliminant  C|,  Cs  et  tenant  compte  des  équations  (12), 

On  peut  satisfaire  à  ces  équations  : 

i^  En  posant 

dcx^^o,    c?Cj— -.0, 

d'où 

Cl  =::  CODSt. ,      Cj  :=  COnSl.  ; 

on  retombe  ainsi  sur  la  solution  générale  ; 
2°  En  posant 

'=(t)fê)-fê)(£)=- 

auquel  cas  les  équations  (i3)  se  réduisent  à  une  seule  d'entre 
elles,  par  exemple  à 

'■«      (©''«■*(è)*.=<- 

Cela  posé,  des  trois  équations 

on  pourra  déduire  les  valeurs  de  C|,  C2,  y^  en  fonction  de  x 
et  àey^.  Substituant  ces  valeurs  et  leurs  différentielles  dans 
Téquation  (i4))  ^Ue  prendra  la  forme 

X  dx  -+-  Y  dyi  =  o, 

«• 

où  X,  Y  sont  des  fonctions  de  x  et  de^i . 

Toute  solution  y^  de  celte  équation,  combinée  avec  la  va- 
leur correspondante  de  ^2  tirée  de  A  =  o,  donnera  une  solu- 
tion singulière  des  équations  différentielles  (12). 

3**  Enfin,  si  les  équations 

(è)=-  (©=».  m-  (è)=° 

étaient  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs  de  jKi  ,  J^'a, 
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elles  fourniraient  une  nouvelle  solution;  mais  le  système  de 
ces  équations  est  généralement  surabondant. 

11.  Le  problème  de  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles (ou  des  systèmes  d'équations  différentielles)  peut  être 
envisagé  sous  deux  points  de  vue  différents. 

On  peut  se  proposer  d'obtenir  une  solution  générale. 
Celle-ci  trouvée,  les  solutions  singulières  s'en  déduiront 
immédiatement  si  l'on  a  affaire  à  une  seule  équation,  ou 
s'il  s'agit  d'un  système  d'équations  différentielles,  par  l'inté- 
gration d'un  nouveau  système  d'ordre  moindre  que  le  pro- 
posé. On  pourra  ainsi  former  le  tableau  de  toutes  les  solu- 
tions possibles. 

Mais,  dans  les  applications  du  Calcul  intégral,  la  question 
de  l'intégration  se  présente  autrement.  Les  fonctions  incon- 
nues sont  assujetties,  non  seulement  à  satisfaire  aux  équa- 
tions différentielles  données,  mais  à  d'autres  conditions  acces- 
soires qui  achèvent  de  les  préciser,  de  telle  sorte  que  le 
problème  ne  présente  plus  rien  d'indéterminé. 

Considérons,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  point  dans 
l'espace.  D'après  les  principes  de  la  Mécanique,  ce  mouve- 
ment sera  définf  par  les  six  équations  suivantes  : 

idx         ,  dy         ,  dz         , 

dt~  '  dt~^'  dt~^' 

dx'       „  dv'       ,,  dz'        _ 

dt  '  dt  dt  ' 

où  m  désigne  la  masse  du  point;  x^y^  z  ses  coordonnées  à 
l'époque  ^^  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  le  sol- 
licite. 

Il  est  clair  que  la  question  ainsi  posée  est  encore  indéter- 
minée. Mais  on  pourra  achever  de  la  préciser  en  se  donnant, 
par  exemple,  la  position  du  point,  et  les  composantes  de  sa 
vitesse  à  l'instant  initial  t^.  Le  problème  deviendra,  en  géné- 
ral, déterminé,  et  pourra  se  formuler  ainsi  : 

Trouver  six  fonctions  Xy  y^  z,  x\y\  z  de  la  variable  t, 
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qui  satisfassent  aux  équations  différentielles  (i5),  et  qui 
prennent  des  valeurs  données  Xq,  y^y  Zq,  x'^y  y^^  z'^  pour 
l  =  to. 

La  question  ainsi  posée  sera  facile  à  résoudre  si  Ton  peut 
déterminer  la  solution  générale  du  système  (i 5).  Cette  solu- 
tion sera,  en  effet,  donnée  par  un  système  de  six  équations 

?i  =  o,      . . . ,     <?e  —  o 

entre  x,  y^  z,  xl ^  y^  z\  t  et  six  constantes  arbitraires  a,,  ..., 
ae.  En  exprimant  que  ces  six  équations  sont  satisfaites  lors- 
qu'on y  pose  t  =  tQy  X  =  Xot  .  • . ,  z'=  z^^  on  obtiendra  six 
équations  de  condition  pour  déterminer  les  valeurs  de  a^  •  •  ^ 
ae  correspondantes  à  la  solution  particulière  que  Ton  cherche. 
Mais  ce  n'est  que  dans  des  cas  très  spéciaux  qu'on  sait 
obtenir  la  solution  générale  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles. On  se  trouvera  donc  réduit  le  plus  souvent  à  étu- 
dier la  solution  particulière  qui  satisfait  au  problème  déter- 
miné que  l'on  a  en  vue.  Il  existe  pour  traiter  cette  nouvelle 
question  des  procédés  d'approximation  numérique  que  nous 
exposerons  plus  tard,  et  qui  seraient  inapplicables  au  pro- 
blème plus  étendu,  mais  plus  vague,  de  la  recherche  de  la 
solution  générale. 


II.  —  Équations  du  premier  ordre. 

12.   Considérons  une   équation  différentielle  du  premier 
ordre  ramenée  à  la  forme  normale 

dy  _  ^ 
dx       ' 
ou 

(i)  dy  —  Xdxz=:o, 

Au  lieu  de  cette  équation,  on  peut  considérer,  avec  Euler, 

J.  —  Court,  III.  V      2 
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la  suivante 

(2)  {f-^f  —  \J.X  d,r  ^=z  o, 

où  |JL  est  une  fonction  de  x^y  choisie  à  volonté. 

L'équation  (2)  est,  en  effet,  équivalente  à  (i),  tant  que  [jl 
n^est  ni  nul  ni  infini.  La  seule  différence  est  qu'elle  pourra 
admettre  la  solution  nouvelle  [jl^o,  ou  perdre  la  solution 

I 

-  =  o. 

Supposons  le  facteur  (x  choisi  de  manière  que  le  premier 
membre  de  Téquation  (2)  soit  une  différentielle  exacte.  On 
pourra  déterminer,  par  de  simples  quadratures  (t.  Il,  n"  16o), 
une  fonction  ç,  telle  que  Ton  ait 

do^=i  ]}.  dy  —  U.X  dx. 

Lors  même  que  ces  quadratures  ne  pourraient  s'effectuer 
exactement,  il  sera  toujours  possible  de  déterminer,  avec  telle 
approximation  que  l'on  voudra,  la  valeur  de  (f  pour  chaque 
système  de  valeurs  de  Xyy, 

Cela  posé,  l'équation  (2)  se  réduit  à 

do  :=:.  o 

et  donne  immédiatement 

o  rzz  const. 

Le  problème  de  l'intégration  sera  donc  résolu  dès  qu'on 
aura  déterminé,  soit  la  fonction  (p,  soit  le  multiplicateur  [jl, 
d'où  (f  peut  se  déduire  par  quadrature. 

13.  L'équation 

doz=i  [kdy  —  (iX  dx 

se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

do  do  -^ 

or  o.v 

* 

Éliminant  [jl,  on  obtiendra  l'équation   aux  dérivées   par- 
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lielles 

L'intégration  de  cetle  équation  aux  dérivées  partielles  et 
celle  de  l'équation  (i)  sont  deux  problèmes  entièrement  équi- 
valents. 

En  effet,  soit  çune  solution  (ou  intégrale)  quelconque  de 
Téquation  (3).  On  aura 

^îp  =  i^-  dx-\-^dyz=i^{dy  —  X dx). 
dx  dy    -^        dv^  -^ 

L'équation 

e/^  —  X  dx  ■=.  o 

sera  donc  équivalente  à  rfç  =  o  et  admettra  la  solution  gé- 
nérale 

©  z=i  const. 

Réciproquement;  supposons  que,  par  un  procédé  quel- 
conque,  on  ait  obtenu  une  solution  générale  de  réquation(i), 

telle  que 

/(«2^»J,c)  =  o, 

c  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation,  résolue  par 
rapport  à  c,  prendra  la  forme 

Différentiant,  il  viendra 

dx  oy    ^ 

Cette  équation  devant  être  équivalente  à  l'équation  primi- 
tive (i),  les  coefficients  de  dx  et  de  dy  doivent  être  propor- 
tionnels ;  d'où  la  relation 

Donc  (fi  est  une  intégrale  de  l'équation  (3). 
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Cette  intégrale  une  fois  connue,  on  pourra  en  déduire 
toutes  les  autres.  Soit,  en  effet,  <p  une  autre  intégrale  quel- 
conque; des  deux  équations  (3)  et  (4)  on  déduit 


d^ 

d^ 

dx 

ày 

dcpi 

^?i 

dx 

dy 

=  o, 


équation  qui  exprime  que  (p  est  une  fonction,  d'ailleurs  arbi- 
traire, de  (fi. 


14.   Quant  au  multiplicateur  [x,  il  doit  satisfaire  à  la  condi- 
tion d'intégrabilité 

dx        ày 


(5) 


=  0, 


et  réciproquement,  toute  solution  de  cette  équation  donnera 
un  multiplicateur. 

Connaissant  un  multiplicateur  ^  et  l'intégrale  cp  corres- 
pondante, on  en  déduira  aisément  tous  les  autres.  Soit,  en 
effet,  jjl'=  [jlv  un  autre  multiplicateur;  on  aura 


0  = 


dx  dy 


\dx 


Donc  V  sera  une  intégrale  de  l'équation  (3),  et  l'on  aura 
V  =  F((p),  F  désignant  une  fonction  arbitraire. 

15.    Si,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  différen- 
tielle 

dy  —  X  dx  zn  o, 

nous  remplaçons  x  ely  par  x  -^  z\^  y  -^  t7\j  e  désignant  une 
constante  infiniment  petite  et  $,  t)  des  fonctions  de  x  et  de  jk, 
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nous  obtîendroDS  Téqualion  transformée 

a  r  4-  e  -r-  flf  J7  -4-  E  -T-^  a  r 
dx  dv 

ou,  en  développant  et  négligeant  le  carré  de  e, 

Si  cette  équation  transformée  reproduit  à  un  facteur  près 
l'équation  primitive,  nous  dirons  que  cette  dernière  admet  la 
transformation  infinitésimale  Ç,  t). 

Cette  condition  est  exprimée  par  la  relation 

X-^-  -f-f  ~  -f-T  ^  —  —  —  x/^  — — -X  — ^  — 
dx      ^  dx        ^  dy       dx  \dY  dy ) 


Posons 


T^i 


=  XÇh-^; 


celte  équation  se  réduira  à 


d'- 


^  ^X       dz       Y  ^^  "« 

^  ày       dx  dy      ^  \dx 

Cette  relation  montre  que,  lorsque  z  n'est  pas  nul,  son  in- 

I             I  1-1* 

verse  -  = ^7-^  est  un  multiplicateur. 

^         r,  —  XÇ  ^ 

On  voit  donc  que  la  recherche  des  multiplicateurs  et  celle 
des  transformations  infinitésimales  de  l'équation  difTéren- 
lielle  en  elle-même  ne  constituent  au  fond  qu'un  seul  et 
même  problème. 

16.  Les  équations  différentielles  que  les  principes  précé- 
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(lents  permettent  d'intégrer  se  ramènent  pour  la  plupart  aux 
trois  types  fondamentaux  suivants  : 
1°  Les  équations  de  la  forme 

dy  —  XY  djc  =  o, 

où  X  est  une  fonction  de  ^  et  Y  une  fonction  de  y.  Ces 
équations  admettent  le  multiplicateur  ^î  caries  deux  termes 
de  l'expression 

ne  contenant  chacun  qu'une  seule  variable,  sont  des  différen- 
tielles exactes. 

17.   a**  Les  équations  homogènes 


^7  — T^Jj^-^^o- 


Leur  premier  membre  se  reproduisant  à  un  facteur  près 
quand  on  y  remplace  x^  y  par  (i  -f-  t)x^  (i  -\-  t)y,  elles  ad- 
mettront comme  multiplicateur  la  quantité 


7-?l  J)^ 


On  peut  le  vérifier  aisément  par  un  changement  de  va- 
riable. Posons,  en  effet, 

y  =  ujCy     d'où     dy  =1  u  dx  -\-  xdu\ 

l'équation  deviendra 

u dx  -h xdu  —  ^{u)  dx  =  o^ 

et,  si  nous  la  divisons  par  le  facteur 


7  — T^y^^^C'^-TC")]» 


il  viendra 

dx  du 

X        U  —  <p(w) 
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équation   dont  le   premier  membre   est    une    difTérentielle 
exacte,  les  variables  étant  séparées. 

Soient  Uq  une  valeur  particulière  de  la  variable  auxiliaire  u  ; 
Xo  la  valeur  correspondante  de  x,  laquelle  pourra  être  choisie 
arbitrairement.  L'équation  précédente,  intégrée  de  Uq  à  w, 

donnera 

,       a:        /•"       du 

Icfî h  / =  o  ; 

d'où 


x  —  jc^e     "• 


On  aura  donc  exprimé  je  et  y  =  ux  en  fonction  de  la  va- 
riable auxiliaire  u  et  de  la  constante  arbitraire  x^, 

18.   3**  Les  équations  linéaires,  de  la  forme 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  de  x  seul. 

L'équation  ne  change  pas  si  Ton  y  remplace^  parj^  +  vr^. 
T|  étant  une  fonction  de  x  définie  par  Téquation 

(6)  £=:P.. 

Elle  admet  donc  le  multiplicateur  -•  On  a  eflectivement 
Intégrant,  il  viendra 


d'où 


y  z=C7i  -HT]  /      ^dx. 


La  fonction  auxiliaire  7^  qui  figure  dans  cette  formule  est 
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une  solution  choisie  à  volonté  de  Téquation  (6),  qui  ne  dif- 
Tère  de  la  proposée  que  par  la  suppression  du  dernier  ternie, 
(jette  équation  s'intègre  immédiatement  en  séparant  les  va- 
riables. Il  viendra 

cir^ 


=  P  d.r, 

T. 


d'où 


'ogT,  =  /     Pdx-{-\o^Ci, 


r 


/ 


Ci  désignant  une  constante  arbitraire. 

19.  Un  grand  nombre  d'équations  différentielles  peuvent 
se  ramener  aux  types  précédents  par  des  changements  de 
variables. 

Considérons  d'abord  l'équation 


dr  /  aa:  -+-  by  ~\- c  \ 

dx  ~~^\a' X  -^  ^'7 -H  dj 


Si  aV —  hd  n'est  pas  nul,  posons 

d*où 

a  dx -h  b  df  =z  diy     d  dx -h  b' dy  :=i  dii, 

dxT=Adi~^b  dr^,     dy  =  A'  ^Ç  +  B'  dr,. 


L'équation  transformée 

A^  ^  -h  D^  ^T) 


/ 


a) 


sera  manifestement  homogène. 
Soity  au  contraire, 

ab' —  ba':=^  o, 

d'où 

a'x  -h  b'y  H-  c':r=  m{ax  -\-  by  -^  c)  -h  n. 
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Le  second  membre  de  l'équation  proposée  sera  de  la  forme 

ç(aa7  -h  by  -h  c). 

Prenons  ax  -{-  by  -^  c=^  pour  variable  nouvelle,  à   la 
place  de  x  par  exemple.  On  aura 

a  dx  -{-  bdf  =1  di^ 
dx=^{di^bdy), 

el  l 'équation  transformée  deviendra 

ady 


d^  —  bdy 


=  ?(?) 


ou 

,  _  ^a)di  ■ 

^       a-^bo(^)' 

Les  variables  sont  séparées.  On  obtiendra  doncj^  en  fonc- 
tion de  Ç  par  une  quadrature,  et  l'équation 

ax ~h  by  -hc^r^^ 

donnera  la  valeur  correspondante  de  x, 

âO.  L'équation  de  Bernoulli 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x,  peut  s'écrire 

I       dy^-"" 


I  —  ni     dx 


—  p^l-m_^Q 


et  se  changera  Immédiatement  en  une  équation  linéaire^  si 
l'on  prend  j'*""'"  pour  variable  à  la  place  dejK. 


21.  L'équation      (  A.t^tS  / 


^^=P  +  Qr-HRr' 


peut  être  Intégrée  complètement  dès  qu'on  en  connaît  une 
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solution  particulière.  Soit,  en  effet,  J^^  cette  solution  :  po- 
sons 

Téquation  transformée  sera 

et,  comme  Ton  a  par  hypothèse 

elle  se  réduit  à 

^  =(aR7,4-Q)s  +  R-'. 

C'est  une  équation  de  Bernoulli. 
2â.  L'équation 

où  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  homogènes  dont  les  deux  pre- 
mières sont  du  même  degré,  se  ramène  également  à  l'équa- 
tion de  Bernoulli,  en  posant 

y  =  «07,     dy  -r  u  dx  -+-  x  du. 

On  a,  en  effet, 

X  =  ^'»cp(w),     Y  — a;'"<Ka),     Z  =  x^y{u). 
Substituant,  et  divisant  par  a?"*,  il  viendra 

^{u)dx  -h  4'(")  {^du  H-  udx)  -h  j;'*~'"-^*)r(w)  du^=^o 

ou 

dx  ^{u)  7{u) 

du  tfiu)-hu^{u)  o{u)  -\-  u^{u) 

23.  Considérons  encore  l'équation 

oLx  dy  -\-^ydx-^  x'^y"^ {ax  dy  -^  by  dx)  z=z  o. 

On  a 

(a j?  dy  -h  ^y  dx)x?-^y^'^  —  d{x?y^). 
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L'expression  générale  des  multiplicateurs  qui  rendent  iiité- 
grable  olx  dy  -h  ^y  dx  sera  donc 

On  voit  de  même  que  l'expression  générale  des  multiplica- 
teurs de  x^y^l^ax  dy  4-  h  y  dx)  sera 

Il  résulte  de  là  que  x^y^  rendra  séparément  intégralité 
chacune  des  deux  moitiés  du  premier  membre  de  l'équation 
proposée,  et,  par  suite,  sera  un  facteur  intégrant,  si  l'on  a 

X  =1  a — I -h  a$  :=  a  —  i  —  m  H- «tj, 

Ces  équations  simultanées  détermineront  aisément  S,  7|,  \ 
jji,  si  le  déterminant  a 6  —  ^a  n'est  pas  nul. 
Si  ce  déterminant  était  nul,  on  aurait 

et  l'équationfse  réduisant  à 

(i  -H  kx"^y'*)  {oLX  dy  -i-  ^y  dx)  =i  o 
serait  intégrable  sans  didiculté. 

24.  Considérons  enfin,  avec  M.  Darboux,  les  équations 
différentielles  de  la  forme 

kdX~[-BdY^C{YdX  —  XdY)  =  o, 

où  Af  B,  C  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  X  et 
de  Y. 

Ces  équations  prendront  une  forme  plus  symétrique  si  l'on 
remplace,  comme  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques,  les 
variables  X,  Y  par  des  coordonnées  homogènes,  en  posant 

ax-^^y  ~h-(Z   ^         ""     OLX  -^^y  -h^(Z 


28  TROISIËXB   PARTIE.  —   CHAPITRE  I. 

On  en  déduira  sans  peine  pour  rfX,  rfY,  Y  rfX  —  X  d\  des 
expressions  de  la  forme 

aiy  dz  —  zdy)  -H  b{zdx  —  x dz)  -h  cix dy  — y  dx) 


"  \i 


Ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  proposée,  donne- 
ront une  transformée  de  la  forme 

(7)  L{ydz  —  zdy)  -^M{zdx  —  xdz)  -hN{x dy —y  dx)^=Oy 

L,  M,  N  étant  des  fonctions  homogènes  en  x,  j',  z,  et  d'un 
même  degré,  que  nous  désignerons  par  m. 
Cette  équation  peut  encore  s'écrire  ainsi 

(8)  Pdx-^Qdy-hRdz  —  Oy 

en  posant 

P  =iMz  — Nr, 

Q  —  Nx  —  Lz, 

R  "-Ly  —  Mx: 
d'où 

(9)  Px-hQy-hRzzzzo.  ^ 

25.  Pour  chaque  point  x,  y,  z  du  plan,  la  direction  de  la 
tangente  à  la  courbe  qui  représente  géométriquement  l'inté- 
grale sera  donnée  sans  ambiguïté  par  l'équation  (8).  Il  y  a 
toutefois  exception  pour  les  points  où  l'on  a  simultanément 

P— o,     Q  =  o,     R  — o, 

pour  lesquels  l'équation  (8),  étant  identiquement  satisfaite, 
n'établit  plus  aucune  relation  entre  dx^  dy^  dz. 

Ces  points  singuliers  sont  évidemment  les  seuls  par  les- 
quels puissent  passer  plusieurs  branches  de  courbes  dis- 
tinctes satisfaisant  à  l'équation  différentielle.  On  peut  donc 
affirmer  que  tout  point  multiple  d'une  courbe  intégrale  ou 
tout  point  d'intersection  de  deux  courbes  intégrales  est  né- 
cessairement un  point  singulier. 

Cherchons  le  nombre  Ç  de  ces  points  singuliers.  Nous  re- 
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marquerons,  à  cet  efiet,  que  les  points  communs  à  P  =  o, 
Q=  0,  en  nombre  (m  -+-i)^,  satisfont  en  vertu  de  (9)  à  la 
relation  Rz  =  o.  On  aura  donc 

(m-Hi)*=iÇ-hTî, 

7,  étant  le  nombre  des  points  communs  à  P  =  o,   Q  =  o, 

z  =  o. 

D'autre  part,  les  m-hi  points  communs  à  P  =  o,  z  =  o 

satisfont  à  la  relation  Q j^  =  o.  D'ailleurs,  un  seul  d'entre 

eirx,  savoir  5  =  o,  ^  =  o,  satisfait  à  jk  =  o.  Les  m  autres 

donneront 

Q  =  o; 

donc 

Ti=zm     et     Ç  = /n*-4- m -h  I. 

26.  Cherchons  maintenant  la  condition  pour  qu'une  courbe 
algébrique 

soit  une  intégrale  de  l'équation  différentielle.  On  trouvera,  en 
diffiérentiant  l'équation  ci-dessus, 

df   ,         âf   ,         àf  , 
ox  ay  oz 

On  a  d'autre  part,  pour  tout  point  de  la  courbe. 

df  df  df         , 

dx      y  dy         dz      ^-^         ' 

p  désignant  le  degré  de  la  courbe /=  o. 

Des  deux  équations  précédentes  on  déduit  celle-ci 

àl  dl  df 

dx         dy  dz 

y  dz  —  zdy       z  dx  —  x  dz       x  dy  — y  dx 

dont  la  combinaison  avec  l'équation  différentielle  (7)  don- 
nera 

T  àf       , ,  df       ^  àf 
dx  dy  dz 
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Le  premier  membre  de  cette  équation  est  un  polynôme 
entier.  Puisqu'il  s'annule  pour  tout  système  de  valeurs  de  x^ 
r,  5,  tel  que  Ton  ait/=  o,  il  sera  divisible  par/;  on  aura 
donc  identiquement 

dx  ÙY  dz         -^ 

K  étant  un  polynôme  entier,    de   degré  évidemment  égal 
à  m  —  I. 

Telle  est  donc  l'équation  de  condition  cherchée,  laquelle 
peut  encore  s'écrire  ainsi 

27.  Pour  tout  point  singulier  de  l'équation  différentielle, 

on  aura 

P  =  o,     Q  =  o,     R  =  o, 

d'où 

L       M  _  N 

X        y        z 
Soit  X  la  valeur  commune  de  ces  rapports.  On  aura 

L:=z\x,      M^Xj,      ^z=z\z. 

Substituant  ces  valeurs  dans  (lo),  il  viendra 

Les  points  singuliers  seront  donc  de  deux  sortes  : 
1°  Ceux  qui  sont  sur  la  courbe/:^  o;  "    * 

2°  Ceux  qui  ne  sont  pas  sur  celte  courbe,  et  pour  lesquels 
on  aura  nécessairement 

fA  —  K=:  o. 

Dans  le  cas  où  la  courbe /n'a  pas  de  point  multiple,  il  est 
aisé  de  déterminer  le  nombre  des  points  singuliers  de  la  pre- 
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mière  sorte.  En  effet,  ~-y  -^>  -~  ne  pouvant  s*annuler  simul- 
ai*   âf    ôz       ^ 

tanément,  l'équation  (lo)  donnera,  d'après  un  théorème 
d'Algèbre  connu  (Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathé~ 
matiques,  a*  série,  t.  II\ 

p  oy  âz 

p  OZ  ôx 


p  dx  dy 


et,  par  suite, 


^^[^2%-^N^\z-(y^-\2^\y 


:)=-( 


dz  dx  j  \    dx  dy 

Q=p\/-  (U^  +  Vj  +  W^)  ^A 
■  R  =/>W/-  (Ux  -f-  Vj  -t-  Ws)  ^•{, 

U,   V,  W  étant  des  polynômes  de  degré  évidemment  égal 
à  m  — p-h  i. 

Ces  équations  montrent  immédiatement  que  les  points  sin- 
guliers cherchés  sont  les  intersections  de  la  courbe /==  o  avec 
la  courbe  de  degré  m  — />  -+-  a 

Ux  H- VjH-Ws  =1:0. 

Leur  nombre  sera  donc 

♦♦  • 

/?(/n— />-f-2). 

28.  Cela  posé,  nous  allons  établir  que,  si  l'on  connaît  un 
nombre  suffisant  d'intégrales  particulières  algébriques,  on 
pourra  en  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  pro- 
posée. 

Soient /=  o,  /»  =  o,  ...  ces  intégrales  particulières;  /?, 
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/>!,  ...  leurs  degrés  respectifs.  En  posant,  pour  abréger, 

(7J?  Of  ÔZ 

on  aura  (26) 

La  fonction  cp  =  y«yj*«,  . . .  satisfera  à  une  équation  ana- 
logue; on  a,  en  effet, 

Aq)  =  a-^  A/-hai  -|-  A/j -+-...=:  (aK -h  «iKi  H- .  .  .  )?• 
/  /i 

Si  les  constantes  a,  ai,  ...  peuvent  être  déterminées  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

^  ox       ôy        ÔZ 

et 

(12)  ^p  -\-  i^p^-f . .  .=-  —  m  —  2, 

l'expression  cp  sera  un  multiplicateur  qui  rend  différentielle 
exacte  le  premier  membre  de  l'équation  différentielle. 

En  effet,  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  qu'on  ait  les  trois 
équations  de  condition 

(^^(M^  — Nr)  _  d«p(N^  — L^) 
dy  dx 

Développant  et  remarquant  qu'en  vertu  de  l'équation  (12) 
çp  est  une  fonction  homogène  de  degré  —  m  —  2,  d'où 

d'9  d^  d^ 

dx      ^    dy         âz       ^  '  •  ^ 

ces  trois  équations  se  réduiront  à  l'équation  unique 


que  nous  supposons  satisfaite. 

Les  deux  membres  de  l'équation  (11)  étant  des  polynômes 
homogènes    de   degré    m  —  i,    leur   identification    donnera 
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— ^^ ~  équations  de  coDdition  distinctes,  linéaires  en  a, 

a,,  ....  Le  nombre  total  des  conditions  à  remplir  sera  donc 

m{m-hi)              ^  .,       pp               /    /     1     1»       •    m(m-hi) 
h  I ,  et  11  siillira,  en  général,  d  avoir  — ^^ 4-  i 

intégrales  particulières  pour  obtenir  un  multiplicateur  et  en 
déduire  par  quadrature  l'intégrale  générale. 

29.  Ce  résultat  serait  en  défaut  si  le  déterminant  des  équa- 
tions de  condition  était  nul;  mais,  dans  ce  cas,  on  pourrait 
déterminer  les  quantités  a,  de  telle  sorte  qu'on  eût 

(  aK4-a,K,-f-...  =  o, 

('3) 

(  ap  -+-  a,/?,   -h  ...  =1  o. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que,  si  ces  conditions  sont  satisfaites, 
'^  =  const.  sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 
En  effet,  cp  étant  homogène  et  de  degré  zéro,  on  aura 


do           do 

do 
""dz 

o. 

D'aulre  part, 

,   do 

0       As       L  V-  -+- 

d^v 

M? 

^      dz' 

d'où 

do                   do 
dx        _        dv 

dîp 
dz 

M5  — N/       Nj7-L5       Lj  — Mo? 

De  ces  relations  combinées  avec  l'équation  différentielle 

on  déduit 

<H    .         do    ,         d^f  j  , 

o  :=z  '^  dx  -f-  -,-  ay  h -dz-^  do. 

dx  dv   "        Oz 

d'où 

o  ^  const. 

i 

w  ,  '  /    O  \      »         •       1  ,     /W  (  //î  -h  1  ^  , 

Les  équations  (lo)  équivalant  a hi  équations 

linéaires  et  homogènes  en  a,  a,,  .  .  .  pourront  toujours  être 

satisfaites  si  le  nombre  de  ces  quantités  est  au  moins  égal  à 

J.  —  Cours,  III.  { 
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m  (m  -h  i) 


2.  Mais,  dans  la  plupart  des  cas,  les  équations 

de  condition  ne  seront  pas  distinctes,  ce  qui  réduira  le 
nombre  des  solutions  algébriques  nécessaires  pour  Inapplica- 
tion de  la  méthode. 

En  effet,  pour  que  le  polynôme   aK-4- a|K|  4-. . .  soit 

identiquement  nul,  il  suffit  qu'il  s'annule  pour  — 

points  J^^  J^t  2]   Xty  y^,    ^<  ;  .  . .  ;   car  on  obtiendra  ainsi 

— ^^ équations  linéaires  et  homogènes  entre  ses  coef- 

ficients.  Ceux-ci  seront  donc  nuls,  à  moins  que  le  détermi- 
nant de  ces  équations  ne  soit  nul  (ce  qui  aurait  lieu  dans  le 
cas  où  les  points  considérés  seraient  tels  que  toute  courbe 
d'ordre  m  —  i  qui  passe  par  quelques-uns  d'entre  eux  passe 
nécessairement  par  les  autres). 

Cela  posé,  soit  j:,  r,  z  un  point  singulier  qui  n'appartienne 
à  aucune  des  courbes/, /<,  ....  On  aura,  pour  ce  point, 

d'où 

L'équation  de  condition  aR  -+-  ai  K^  -|-  . . .  =  o,  relative  à  ce 
point,  fera  donc  double  emploi  avec  l'équation 

a/? -h  «i/^i-H. .  .^o. 

Si  donc  il  existe  q  points  singuliers  qui  n'appartiennent  à 
aucune  des  courbes  f^f\t'-'  (et  qui  ne  soient  pas  tels  que 
toute  courbe  d'ordre  m  —  i,  qui  passe  par  quelques-uns 
d'entre  eux,  passe  nécessairement  par  les  autres),  on  pourra 
les  prendre  dans  la  série  des  points  ^,  ^',  5  ;  ^i ,  yi ,  ^i  ;  . .  . , 
pour  lesquels  on  doit  exprimer  que  aK  -|-  a,  Ki  4-  ...  s'an- 
nule, et  le  nombre  des  équations  de  condition  distinctes  se 

réduira  à  — ^^ f-  i  —  q.W  suffira,  pour  y  satisfaire,  d'à- 

' .    mini  -\-  \)  .     ,       ,  •     1  •  X  1    M    • 

voir 4-2  —  q  mtégrales  particulières  algébriques. 
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30.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  connaisse  }x  inté- 
grales algébriques  /=  o,/i  =  o,  ...  sans  points  multiples, 
ne  se  touchant  mutuellement  nulle  part,  et  telles  que  la 
somme  /> -r/?i-h...  de  leurs  degrés  soit  égale  à  m-\-2. 
Nous  pourrons  construire  Tintégrale  générale.  Il  suffit  en 
effet,  pour  cela,  qu'on  ait 

_  m(m  -h\) 

:-. +3-7- 

Pour  vérifier  que  cette  équation  est  satisfaite,  nous  remar- 
querons que  chacune  des  courbes  données,  telle  que/,  passe 
par  />(/n-f-2 — />)  .points  singuliers,  qui  sont  précisément 
ses  points  d'intersection  avec  les  autres  courbes  du  système. 
Chacun  de  ces  points  se  trouvant  sur  deux  de  ces  courbes, 
leur  nombre  total  r  sera 


i 


2  2 


Le  nombre  q  des  points  singuliers  qui  ne  sont  sur  aucune 
de  ces  courbes  sera  donc 


m'-h  m  -h 


(mH-2)* 

2 


Substituant  dans  Téquation  de  condition  précédente,  elle 
devient 

Le  cas  le  plus  défavorable  pour  l'existence  de  l'inégalité  ci- 
dessus  est  celui  où  tous  les  nombres  p  sont  égaux  à  l'unité. 
En  effet,  si  nous  remplaçons  un  de  ces  nombres  p  par  deux 
autres  /?'  et  /?'',  tels  que  l'on  ait  p^-\~p"  =  p^  |jl  sera  accru 
d'une  unité,  et  |2/>2  sera  diminué  de  ^(p*  —  p'^ — p^)  —  p^p\ 
quantité  au  moins  égale  à  i . 

Or,  si  tous  les/?  sont  égaux  à  l'unité,  on  aura 

et  les  deux  membres  de  l'équation  sont  égaux. 
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31.  Considérons,  comme  application,  Téquation  de  Jacobi 

{ax  4-  by  -+-  cz)  {y dz  —  z dy) 
-h  (a'x  -+-  b'  y  -h  c'  z)  {zdx  —  x  dz) 
4-  (a" X  -+-  b''y  -^c" z)  {x  dy  —  ydx)  =  o. 

Cette  équation  admet  trois  droites  comme  solutions  parti- 
culières. En  effet,  la  condition  pour  que  la  droite 

y*=z  ux  -h  i\y  -h  wz  =n  o 

soit  une  solution  sera,  d'après  la  théorie  précédente, 

(ax-\-  by  -}-cz)u  -\-  {a' x  ~i-  b' y -i- c' z)  v  -h  {a" x  -i-b\y  -hc"  z)\\ 
=ik{ux  ~h  rr  -+-  wz), 

k  étant  une  constante. 

Cette  équation  donne  les  trois  suivantes 

[  au  -h  a'  r  -+-  a" m*  =;  A//, 

[  eu  -h  c'  c  -h  c"  M'  ~  hv, 

d'où  Ton  déduit  pour  A'  Téquation  du  troisième  degré 

a  —  k        a'  a" 

b        b'—k        b' 

c  d        c"  —  A 


--0. 


Soient  A*!,  A'a,  k:^  ses  trois  racines.  A  chacune  d'elles  Ap 
correspond  une  droite /p,  pour  laquelle  les  rapports  des  coef- 
ficients II,  (^,  cv  seront  déterminés  en  fonction  de  A*p  parles 
équations  (i4)* 

Cela  posé,  l'intégrale  gént^rale  sera 

/"l'/ï'/a'^const., 

a,,  aj,  a3  étant  déterminés  par  les  relations 

ttj  A*!  4- a.  A-, -}-  ajA,=:^o, 
ai4-ai4-ai=0, 
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auxquelles  on  satisfera  en  posant 

3â.  Les  équations  diOTérentielles 

OÙ  la  dérivée  y  se  trouve  à  un  degré  supérieur  au  premier, 
exigent,  pour  être  traitées  par  les  méthodes  qui  précèdent, 
la  résolution  préalable  de  Téquation  par  rapport  à  y  y  ce  qui 
peut  présenter  de  graves  diflicultés.  Mais  on  pourra,  dans 
certains  cas,  se  dispenser  de  cette  opération  par  Tintroduc- 
tion  de  variables  auxiliaires. 

33.    1°  Considérons  d'abord  les  équations  qui  ne  contien- 
nent que  la  dérivée  y  et  une  seule  des  variables  x^  y. 
Ces  équations  sont  des  deux  formes  suivantes 

suivant  qu'elles  contiennent  la  variable  indépendante  x  ou  la 
fonction  inconnue  y.  Mais  ces  deux  types  d'équations  se  ra- 
mènent immédiatement  l'un  à  l'autre  en  prenant  la  fonction 
pour  variable  indépendante,  et  réciproquement. 

Nous  nous  bornerons  donc  à  considérer  les  équations  de 
la  forme 

(i5)  /(/,/)  =  0. 

Si  l'on  sait  exprimer  j-  et^  au  moyen  d'une  variable  auxi- 
liaire u  par  deux  équations 

dont  le  système  soit  équivalent  à  l'équation  unique  (i5),  l'in- 
tégration sera  ramenée  aux  quadratures.  On  aura,  en  effet, 

dx--^-''^^du 
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d'où 

/""t'(«^  j 

x^=  \      .  ,    .  du  -(-  const. 


) 


0 

avec 

J  =  ?(«)• 

Ce  cas  se  présentera  en  particulier  si  l'équation  (i5)  repré- 
sente une  courbe  unicursale,  lorsque  l'on  y  considère  y^  y' 
comme  les  coordonnées  d'un  point.  Les  fonctions  <p  et  <}^  sont 
alors  rationnelles,  de  telle  sorte  que  les  intégrations  pour- 
ront se  faire. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

/»  —  /*+ 7*  =::0. 

Posons  j  z=:uy';  substituant  et  supprimant  le  facteur ^^^,  il 
viendra 


1  — 3w«  ^ 
^  du 


y'=zi  —  U',     y  —  u  —  u}, 

=  /  (  3  H ]du=z3u  -h  los; h  c. 

34.  2°  Il  existe  une  classe  assez  étendue  d'équations  diffé- 
rentielles qu'on  peut  intégrer  à  l'aide  d'une  différentialion 
préalable. 

Considérons,  en  effet,  l'équation 

fi^^yyf)—^' 

On  en  déduira,  par  la  différentialion, 

df=  -J-dx-^--^-  dy  -+-  %^,  4v  =  o. 
''       dx  dy  "^       dy'  " 

Prenons^'  pour  variable  auxiliaire;  nous  aurons  la  nouvelle 

équation 

dy  — y'  dx^=:  o 

qui,  combinée  à  la  précédente,  donnera  un  système  de  deux 
équations  simultanées  pour  déterminer j^,  y. 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES.  Sg 

Supposons  qu'on  soit  parvenu  à  déterminer  des  multipli- 
cateurs M,  N,  tels  que  l'on  ait  • 

d^  étant  une  différentielle  exacte. 

Les  équations /=  o,  dy — ydx  =  o  seront,  en  général, 
équivalentes  aux  deux  suivantes  : 

/=  o,     d^  —  o 
ou 

On  n'aura  plus  qu'à  éliminer  j'  entre  ces  deux  dernières 
équations  pour  avoir  la  relation  qui  lie  x^y  et  la  constante 
arbitraire  c. 

Les  deux  systèmes  d'équations  cesseraient  toutefois  d'être 
équivalents  pour  les  valeurs  de  x^y^y^  qui  rendraient  N  nul 
ou  infini,  ou  M  infini.  De  là  peuvent  naître  des  solutions  sin- 
gulières. 

3o.  Considérons,  par  exemple,  l'équation 

y  =  xf{y')^^{y) 

linéaire  en  x  et  y. 

On  en  déduit,  par  différentiation, 

(i6)       ydx=z/{y)dx-^[x/'iy)-i-^'{y)]dy. 

dx 
Cette  équation  étant  linéaire  en  x  et  -i-^>  on  peut  en  déter- 
miner un  multiplicateur,  et  son  intégration  donnera  x  en 
fonction  de  la  variable  auxiliaires^.  Cette  valeur,  substituée 
dans  l'équation  primitive,  donnera  la  valeur  de  j^. 

Un  cas  particulier  digne  de  remarque  est  celui  de  l'équa- 
tion de  Clairaut, 

y  =  xy-^^{yy 

L'équation  auxiliaire  (16)  se  réduit  dans  ce  cas  à 
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En  égalant  à  zéro  le  facteur  dy^  on  aura 


y'^=^c 


et,  en  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  primitive, 

y  —  cx-\-^{c). 

La  solution  générale  représente  donc  un  système  de  droites. 
On  aura  une  solution  singulière  en  posant 

Cette  équation,  associée  à  Téqu^tion  primitive,  représente 
évidemment  l'enveloppe  des  droites  fournies  par  Tinlégralo 
générale. 

36.  L*équation  dififérentielle 
(17)  ^yy'^-^  (x*— /«—  A  4-  B) /—  xy  —  o 

peut  se  ramener  à  Téquation  de  Clairaut,  en  posant 

d'où 


IX  dx      duy     '^ydy 

:  dç\ 

Y dy       dv         , 
X dx       du          ' 

^     y 

y 

X 

successivement 


Substituant  dans  la  proposée  et  multipliant  par  —  >  il  vient 


x*ç'^-h  (x^  —  y*—  A  -+-  B)ç'—y^—  o, 
uv'^-h  (a  —  r  —  A-h  B){>'  —ç  z=zo, 

,      B-A    , 

Ç=i  UV'-\ Y   Ç'. 

I  -h  V' 


LMntégrale  générale  sera 


B-A 

ç=^cu-\ c 

I4-C 
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OU 

B  — A 

^  i-h  C 


Posons  maintenant 

B-4-X 

A-f-X 

\  étant  une  nouvelle  constante.  L'équation  précédenle  de- 
viendra 


4-  î>- — r  =  ï 


A-hX        B4-X 

et  représentera  un  système  de  coniques  homofocales,  ce  qui 
concorde  avec  un  résultat  trouvé  dans  le  Calcul  différen- 
tiel {y.  I,  n°Dl). 

37.  Supposons  qu'en  intégrant  par  divers  procédés  une 
même  équation  difTérentielle 

on  ait  obtenu  deux  solutions  générales,  de  la  forme 

«p  =::  const.^ 
©i^z:  const. 

On  aura,  comme  nous  l'avons  vu  (13),  une  relation  de  la 
forme 

On  peut  déduire  de  cette  remarque  une  démonstration 
nouvelle  des  propriétés  fondamentales  de  plusieurs  fonctions 
transcendantes. 

38.  Considérons,  en  effet,  l'équation  différentielle 

dx       dy 
h  -^  —  o. 

^      y 

L'intégration  directe  donnera 

log^  4-  log/  =  const. 
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D*autre  part,  Téqualion  peut  s*écrire 

o  ^=  r  dx  —  X  dv  rrzd.xr 
et  donne 

XY  :=z  CODSt. 

On  aura  donc 

logxf  logv  =  5(j-v). 

Pour  déterminer  la  forme  de  la  fonction  ^,  posons 

il  viendra 

logx  =  ^(x). 

On  aura  donc,  en  général, 

logx  -h  log  V  =  logxv. 

39.  Considérons  en  second  lieu  l'équation 

dx  dy 

—-^^ 1 =^i:r-  —  O. 

V'i  — X»       V'— J' 
LMntégration  directe  donne 

arc  sin  j?  -+-  arc  sin^-  =  const. 

D'autre  part,  chassons  les  dénominateurs  et  intégrons  ;  il 
viendra 

/  dx  \J\  —  j'  -f-  /  dy  y^i  —  x^  —  consl. 
et,  en  intégrant  par  parties, 
xsfi  —  Y^-^Y  v/i  —X'  -\-  l  XY  i  -  -=^  H •         )  =  const. 

L'intégrale  qui  reste  ayant  tous  ses  éléments  nuls,  en  vertu 
de  réquation  différentielle,  on  aura  simplement 


x\Ji  — /*-+-/ v^i  —  x'rzr  const. 
et,  par  suite, 

arcsin.r  h-  arc  ûu y  =i  ^{x  sj i — ■y^-\-y^i  —  j?'). 
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Posons 

celte  équation  se  réduira  à 

arcsîn^  =:  <p(x). 

Donc  la  fonction  <p  est  un  arc  sinus,  et  l'on  obtiendra  la  for- 
mule fondamentale 

arcsinj7  -h  arcsîn/  =  arc  sin  (  a:  y^  i  — /*-h  ry^i  —  x-j, 

40.   Considérons  enfin  Téquation  difTérentielle 

dx  dv 

-o, 


où  ^ 

£i{x)  z=  v/(i  -  J^*)  (  1  -  A-^^i^'  -  •  * 

I/intégration  directe  donne 

F(x)  -h  F(/)  r=  consl., 

F  désignant  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

Mais  Euler  a  montré  qu'on  peut  obtenir  l'intégrale  de  celte 

même  équation  sous  forme  algébrique.  Cet  important  résultat 

a  été  retrouvé  depuis  par  des  méthodes  très  variées.  Voici 

celle  de  M.  Darboux. 

Posons 

dx    dv    , 

t  étant  une  variable  auxiliaire.  On  en  déduira  successivement 
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et,  en  dérivant  par  rapport  à  /, 


dt^ 


=  aA:»jr»— (f  4-^*):r, 


d'^Y 


dt^ 


puis 


^__      d^ 
^  dt^       '^'d^  2k*'XY 


^  'dt^  ~'^'di}  _ 

dx  dY  I  —  A:'j7*v* 

^   dt  dt 


,.       /    dx  dy\ 


et,  en  intégrant, 


logf  J  ^  —  0?  ^  j  1=  log(i  —  k}x^y^)  4-  const., 


dx  dy 

y j^  .y 

•^   dt  dt 


et  enfin 

r  A(.r)-h.rA(r) 

On  aura  donc 


=  const. 


F(^)  +  F(j)  =  y|^-^    ,-yt'^V^     J 


Posons 

cette  équation  se  réduira  à 

F{x)zii^{x), 
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Oq  aura  donc 

Cesl  la  formule  fondamentale  que  nous  avions  déduite  du 
théorème  d'Abel  (t.  II,  n«  3oO). 


III.  —  Systèmes  d'équations  simultanées. 

41.  Tout  sjrstème  d'équations  diOerentielles  simultanées, 
entre  /i  +  i  variables  Xq,  . . .,  x„,  peut  être  ramené,  comme 
on  l'a  vu,  au  type  normal 

X|,  . . . ,  X/,  étant  des  fonctions  de  JCo,  . . , ,  x„. 
Ces  équations  étant  mises  sous  la  forme 

(i)  Fx  =  t/j^A  —  X^ é/a7o  —  o     (A  ==i,  ...,/0, 

cherchons  à  en  déduire  une  combinaison 


1 


k 

dont  le  premier  membre  soit  une  différentielle  exacte  d'^. 
L'identité 

donnera 

Éliminant  les  ^,  on  aura,  pour  déterminer  f ,  Téquation 
aux  dérivées  partielles 


•»  =.' r»î  r  I r ,  •»^.  •»  -. «7  -■  1  z '  ?-i  ir*: .  *  ^i- r^>  •; r . .  on  en 

L-^;:i*.  :2.     i  -    F-^,t«   c*.  -fa   -fc-îf!-   l-ff   •!^♦^-lv;■a5     3-   par 


D*t:Il«r  ir?.  Irrt*  f  •*?^-'rri  =iT^cr»î-5  s z^  de  ces  équations 

?^ror.l  d-es  r^/ac^i.r:^  i-jri-.'-v.i   ie  -r, jt,,  c'est-à-dire 

qiVIIes  ce  5^p:::1  llr'f^  pir  i-cune  r*?'.i:;oa:  car,  si  une  sem- 
Llàble  relit:-:  n  e-viî'U::,  I-f>  €  r-ii'^>2.5  4  ^^  '^*  équations 
équî\alentt*>  3  *eriî«rtit  îno?:^pa*:b'e>,  sauf  pour  les  sys- 
tèmes de  \aleur>  des  c  q^-ii  5ati>î.>nt  à  cette  même  relation, 
et,  p*»ur  ces  systèmes  de  \iîcar^,  elle^  cesseraient  d'être  dis- 
tinctes. 

O-la  posé,  les  é-jujtions    4     d-^nnenl,  par  ditlerentiation, 

</^i  =:  o </i,  ^=^  o. 

Ce  système  devant  être  équivalent  au  svslème(i),  on  aura 
des  équations  de  la  Torme 

Donc  ^1,  . . .,  ^„  seront  des  intégrales  de  Téquation  (2). 

Soit  maintenant  j^  une  autre  fonction  quelconque  de 
.ro,  . . . ,  x„,  qui  soit  distincte  des  précédentes.  Si  nous  trans- 
formons Téquation  (ss),  en  prenant  pour  variables  indépen- 


(')  On  verra  dans  la  Section  V  qu*il  existe  toujours  de  semblables  solu- 

tiorifi. 
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(lantes JK9  ?f ?  •  •  •  ?  f/o  ^Ue  prendra  la  forme 

Mo  3^  -H  M,  -r^  H- ...  -h  M„  -7^  =0. 

Mais  elle  admet  pour  intégrales  cpi ,  . . . ,  (p^  ;  donc 

Ml  =  o,     . . . ,     M„  =:  0. 

L'équation  se  réduira  donc  à  —^  =  o.  Donc,  pour  qu'une 

fonction  ç  =  F(j^',  ...,cp;,)  satisfasse  à  cette  équation,  il 
est  nécessaire  et  sufBsant  qu'elle  ne  contienne  pas  y.  La 
forme  générale  des  intégrales  cherchées  sera  donc 

où  F  est  une  fonction  arbitraire. 

Réciproquement,  supposons  que  nous  ayons   déterminé 
n  intégrales  distinctes  cpi,  . . .,  f;,  de  Téquation  (2);  on  aura 

[jl\j  . . . ,  |x"  étant  des  fonctions  de  Xq,  . . . ,  Xny  dont  le  dé- 
terminant n'est  pas  nul,  car  il  ne  doit  exister  aucune  rela- 
tion linéaire  entre  âftpi,  . . .,  dfn'  Le  système  (i)  sera  donc 
équivalent  (*)  au  système 

ch^  1:^0,     . . . ,     d^n  -o 
dont  on  obtient  immédiatement  la  solution  générale 

43.  Nous  appellerons,  d'après  Jacobi,  multiplicateur  le 
déterminant  [jl  des  coeflGcients 


(')  Sauf  pour  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  qui  rendraient  infinis 
1rs  coefficients  {lou  qui  annuleraient  leur  déterminant.  Ces  systèmes  devront 
/•ire  considér<^s  à  part. 
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Si  l'on  remplarajt  le  svslème  des  intégrales  ^,,  .  • .,  ç»  par 
un  autre  svstème  d'ioléerales  distinctes  i,*  ;5|,  . . .,  s-V  . . ., 
'//i^^f  <  -  •  •*  ^a)^  on  obtiendraîl  évidemmenl  un  nouveau 
multiplicateur  jxj,  J  désignant  le  jacobien  de  i,,  .  . .,  4^  par 
rapport  à  9|,  •  •  -,  ^n- 

Ce  jacobien  est  une  fonction  de  Ç|,  ...,:?a,  qui  peut 
d'ailleurs  être  arbitraire.  En  effet ,  F  désignant  une  fonction 

arbitraire  de  ^i 'Zn^  que  nous  supposerons  contenir  c;, 

par  e^Lcmple,  il  suffira  de  poser 


ri  —  r« 


pour 


av 


oir  J  ^n  F. 


4i.   Soit  ^  Tun  des  nombres  i ,  . . . ,  /t.  Désignons  par  Dc( 
ce  que  devient  le  déterminant 

-             •  •  •  ■  ■  ^ 

dx^  dx„ 

UL  ^H^          •••            •■•  ••• 

lorsqu'on  v  remplace  les  éléments  —^  (/i:^  i,  2,  . . . ,  /i)  par 
les  éléments  -~-  •  Comme  on  a 


I 


il  viendra  évidemment,  en  supprimant  les  termes  qui  se  dé 

truisent, 

Dp=-— |xXp. 

On  en  déduit 
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Or  le  second  membre  de  celte  «égalité  est  nul  ;  car,  en  eflec- 
luant  les  calculs,  on  voit  immédiatement  que  c^est  une  fonc- 

lion  linéaire  des  dérivées  secondes  ^ — 5 — j  ••  •>  et  que  l'une 

quelconque  de  ces  dérivées,  telle  que  -7 — '-  y  a  pour  coef- 

Hcient  la  somme  de  deux  déterminants  qui  ne  diffèrent 
que  par  l'échange  de  deux  colonnes,  et  qui,  par  suite, se  dé- 
liai sent. 

Le  multiplicateur  tx  satisfait  donc  à  Téqualion  aux  déri- 
vées partielles 

Réciproquement,  toute  solution  jx'  de  celle  équation  est 
un  multiplicateur.  Posons,  en  effet,  [a'=  [jlv.  L'équation  de- 
\iendra,  par  la  substitution  de  cette  valeur  de  [x', 

~~     \àx^      2uk  àxk  )       ^\dx^      Zàk    ^  àxj 


\àxfs      Zdk      àxk^ 


Donc  V  est  une  intégrale,  et  [J«-'=  [J«-v  un  multiplicateur. 

4o.  Supposons  que  nous  ayons  réussi  à  déterminer  seule- 
ment i  intégrales  distinctes  9|,  ...,  '^/  de  Téqualion  (u), 
i  étant  <C  n.  Soient  ;'o,  . . . ,  j'/i-i  des  fonctions  de  Xq,  . .  . , 
JT/,,  qui,  jointes  à  celles  là,  forment  un  système  de  /i  4- 1 
fonctions  distinctes.  Si  nous  prenons  les  es  et  les  y  pour  va- 
riables indépendantes,  les  équations  F^  prendront  la  forme 

(a  r=  o,  . . . ,  «  —  «  ;    p  =:  I,  2,  .  .  .  ,  /). 

En  les  résolvant  par  rapport  à  dy^^  ...,c/(pi,  ...,  on  ob- 
J.  —  Cours,  III.  4 
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tiendra  un  nouveau  système  équivalent 

•  ••••• • t 

,  G,    =a',F,    -+-... -h a^ F„    =:d<fi=zo, 

G,v,  =  ai*'  F,  -+-...  -t-  a^*'  F„  =  rfj,    -  Y, dy,    -=  o. 

G„    =<F,    H-...-ha;F^    —  û(r„-,--Y„_/drvo  — o, 

Les  i  premières  équations  de  ce  nouveau  système  donnent 
immédiatement 

Oj^^const.,      ...,     cp;,  ^=:  const. 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  intégrer  le  système  d'ordre 
n  —  i  formé  des  équations 

(7)  ,  0/4.1  ~o,     •••>    Grt~o, 

où  Çi,  ...,  cp„  doivent  être  considérés  comme  des  con- 
stantes. 

Les  multiplicateurs  jjl'  du  système  (6)  s'obtiennent  évi- 
demment en  divisant  ceux  du  système  (i)  par  le  déterminant  A 
des  coefficients  a. 

D'ailleurs  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  les  caracté- 
rise, se  réduisant  à 

àro         àVi        ■"'        âr„-i 

montre  qu'ils  sont  des  multiplicateurs  du  système  (7).  Si 
donc  on  connaît  un  multiplicateur  [xdu  système  primitif,  on 

en  déduira  un  multiplicateur  ^  du  système  réduit  (7). 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  connaît  n  —  i  intégrales  et  un 
multiplicateur  du  système  (i),  la  fin  de  l'intégration  s'ob- 
tiendra par  de  simples  quadratures  ;  car  la  question  se 
ramène  à  intégrer  une  seule  équation  du  premier  ordre,  dont 
on  connaît  un  multiplicateur. 
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46.  On  a  souvent  à  étudier  des  systèmes  d^équalions  diffé- 
rentielles dont  on  peut  déterminer  facilement  un  multipli- 
cateur. Le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  important  en  même 
temps  est  celui  des  systèmes  d^ordre  an  et  de  la  forme  sui- 
vante 

(M/  d^ 

(8)       dxi—^dt,    dpi  —  ^^dt    (i  =  i,2,...,/i), 

où  ^  désig;ne  une  fonction  connue  des  2  n  variables  X| ,  . . . , 

^n ^  Pij   •  •  •  )  Pa • 

Ces  systèmes  sont  connus  sous  le  nom  de  systèmes  cano- 
niques. Ils  se  rencontrent  dans  les  plus  importantes  questions 
de  la  Mécanique. 

D'après  la  théorie  précédente,  leurs  intégrales  ^  et  leurs 
multiplicateurs  |x  seront  déterminés  par  les  équations  aux 
dérivées  partielles 


df      V"/  à^ 
àt       Jui  \djri 


â"^         d^    d^     


=:  o. 


àpi       àpi  dxi 

_^  _        <^-^/  ) 
dxi  dpi   ) 

11  est  clair  qu'on  satisfera  à  cette  dernière  équation  en  posant 
simplement  [x  =  i . 

Parmi  les  intégrales,  nous  distinguerons  de  préférence 
celles  qui  sont  indépendantes  de  t\  elles  seront  données  par 
l'équation 

^'-^^  Zi  \àxi  Wi  ~  àpi  ~dyj  ~  ""' 

laquelle  admet  2/1  —  i  solutions  distinctes,  en  fonction  des- 
quelles toutes  les  autres  peuvent  s'exprimer. 

Si  l'on  a  déterminé  2/1  —  2  de  ces  solutions,  ç,,  . . .,  'faw-a, 
on  pourra  achever  l'intégration  par  de  simples  quadratures. 
En  effet,  soient^,  y^  deux  fonctions  quelconques  des  x«.  ..., 
jTnj  p\y  •  . .,  />/i,  distinctes  de  Çi,  . . .,  Ça/i-o-  Prenons  pour 
variables  indépendantes  les  ^  et  les  j'  a  la  place  des  x  et  des  y?. 
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Il  Q005  restera  à  iniézr^r  an  ** oléine  de  deux  éi]ualion5. 
de  U  forme 

dr.  z=  Y.  '/r. 
'/r    z=Yj'/r, 

et  lioDt  nous  coDnaîlnjQS  aa  mulLlpIî^ateur. 
Ce  mullipiicateur  'jf  s^Ali^fera  À  iV«:|uâtion 

Mais  tous  les  éléments  qui  entrent  dans  le  calcul  de  u.',  Y|, 
Yj  sont  indépendants  de  /:  donc  l'éijuation  précédente  se 
réduira  à 

et  u'  sera  un  multipiicateur  de  l'équation 

dr.  zz:  Y,  dv. 

On  pourra  donc  intégrer  celte  équation  par  quadrature,  et 
obtenir  ainsi  >■  en  fonction  de  v.  Substituant  celte  valeur 
dans  la  seconde  équation^  on  aura  /  par  une  dernière  qua- 
drature. 

47.  L^expression 

qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  ('9  ),  se  reprcsriiU* 
ordinairement  par  (i,  o).  De  la  détinition  de  ce  symbole 
résiiltent  plusieurs  propriétés  importantes,  parmi  lesquelles 
nous  signalerons  les  suivantes  : 

Cio)       (Cf  ^)  -   o     (c  étant  une  constante), 

(11)        {'l,  '^)  :.-  o     (si  ^  et  4*  sont  indépendants  des  p), 

(l'A)  ('f-,  'V)    --—  ('^z,  ^), 

(i3;        ('f,  'f)    -o, 

ôF  ôF 

(l|)        (l'('Vn'h>  •••),?)  ^-^^^(4^17?)-+-  ^;j;^C^'i»?)    -•- 
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Les  formules  (lo)  à  (i4)  résultent  immédiatement  de  la 
définition  du  symbole  (^,  cp).  Pour  vérifier  la  relation  (i5), 
on  remarquera  que  son  premier  membre  développé  est  formé 
de  termes  dont  chacun  est  le  produit  d'une  .dérivée  du  second 
ordre  de  Tune  des  fonctions  (pi,  fj,  ^  par  des  dérivées  du 
premier  ordre  de  chacune  des  deux  autres  fonctions. 

Considérons,  par  exemple,  les  termes  qui  contiennent  les 
dérivées  du  second  ordre  de  ^;  ils  seront  de  Tune  des  formes 


ôxidxk  dpi  dpk    dpid^>k  àxf  dx^ 

et  proviendront  exclusivement  des  deux  derniers  termes  de 
Téqualion  (i5). 

On  vérifie,  d'ailleurs,  aisément  que  chaque  terme  de  Tune 
des  formes  ci-dessus  provenant  du  second  terme  de  l'équa- 
tion est  détruit  par  un  term:^  correspondant  provenant  du 
troisième. 

i!^.  De  la  proposition  que  nous  venons  d'établir  découle 
celte  conséquence  importante,  connue  sous  le  nom  de  théo- 
ntme  fie  Poisson  : 

Soient  Çi ,  Oj  deux  intégrales  quelconques  de  V équation 
aux  déris^ées  partielles 

(où  'i  est  une  fonction  donnée);  l'expression  (<?mÇj)  sera 
une  nouvelle  intégrale. 

En  efiet,  des  identités 

(4^,:p,)  — o,    (4/,(p,)^o> 

que  Ton  suppose  satisfaites,  on  déduit  immédiatement 

((4',?i),?i)  =  (o,«pi)  =  o, 

((?«)  *)>  ?t)  =:—  Ul',  ?î),  ?l)  —  (o,  <Pi)  =  o 
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et,  par  suite, 

i^j  (?i,  ?î))  -  —  ((?i,  ?t),  ^)  =  o. 

Supposons  donc  que  Ton  connaisse  un  certain  nombre 
d^intégrales  distinctes  ^ i,  . .  . ,  '^^^  de  Féquation  proposée,  on 
en  déduira  de  nouvelles  intégrales  (<pi,  Ça),  . . .,  (ça-uÇa). 
Si  ces  nouvelles  intégrales  sont  des  fonctions  de  ç, ,  .  . . , 
^kf  cela  n'apprendra  rien  de  nouveau  ;  mais,  si  quelqu'une 
d'entre  elles  y^+i  est  distincte  des  précédentes,  on  pourra  la 
leur  adjoindre,  puis  refaire  la  même  opération  sur  le  système 
Çi,  cp2,  . . .,  cpA+i,  et  ainsi  de  suite,  tant  qu'on  trouvera  de 
nouvelles  intégrales  distinctes  de  celles  déjà  connues. 

49.  Revenons  à  la  théorie  générale  des  systèmes  d'équa- 
tions simultanées  de  la  forme  (i).  Si,  dans  un  semblable  sys- 
tème 

(i6)  Fi^o,     ...,     F„~o, 

nous  changeons  a:©,  . . . ,  Xn  en  Xq-I-  sço?  •  •  • .  J^Vi-H-  £$«, 
io7  '  ")  i/i  étant  des  fonctions  de  Xq,  .  .  . ,  x„f  et  e  étant  une 
constante  infiniment  petite  dont  nous  négligerons  le  carré, 
nous  obtiendrons  de  nouvelles  équations 

(17)  Gi  =  o,     ...,     G„=o. 

Si  ces  équations  transformées  sont  des  combinaisons 
linéaires  des  équations  primitives,  telles  que 

(18)  Gi—a^^i¥^-i-.,.^ai^n^n     (/  =  i, . . . , /i), 

nous  dirons  que  le  système  (16)  admet  la  transformation  infi- 
nitésimale Çoi  •  •  •?  i/i* 

L'étude  de  ces  transformations  infinitésimales  se  lie  inti- 
mement à  celle  des  intégrales  et  des  multiplicateurs  du  sys- 
tème proposé.  Nous  remettrons  l'examen  de  cette  question  à 
la  Section  suivante,  où  elle  se  présentera  sous  une  forme  plus 
générale.  Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  montrer 
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que  l'ordre  du  syslème  peut  être  abaissé,  si  l'on  connaît  une 
transformation  iniSnitésimale  Çq)  •  •  •)  ^ny  telle  que  l'équation 
aux  dérivées  partielles 

puisse  être  intégrée. 

Soient,  en  eflet,^4,  ...,^;,  les  /i  intégrales  distinctes  de  cette 
équation.  Lorsque  Xo,  ...,^rt  seront  changés  en  :ro4-eio»  •••♦ 
JTn-t-  sç/ii  J^'n  •  •  •>  ^«  resteront  invariables;  car  j,-  se  trouve 
accru  de  la  quantité 


s 


Soit,  d'autre  part,  r^  ce  que  devient  Çg  lorsqu'on  l'exprime 
en  fonction  de  Xo,  j'i,  • .  .,^«)  *^  posons 


=/ 


dx 


K,,  .  .  .,^„  étant  traitées  comme  constantes  dans  l'intégra- 
tion. 

La  transformation  infinitésimale  donnée,  accroissant  Xo  de 

£7j  sans  altérer^, ,  . . . ,  ^«,  accroîtra  j^o  de  er,  -^  =  s. 

Si  donc  nous  prenons  pour  variables  indépendantes  j^o> 
Vf,  . . .,  ^„,  le  système  transformé  ne  variera  pas  quand  on 
accroîtra  ^0  de  £,  sans  changer  les  autres  variables. 

Cela  posé,  les  équations  de  ce  nouveau  système,  résolues 
par  rapport  aux  différentielles  rf^*,  . . .,  dj^n-i  donneront  un 
résultat  de  la  forme 

dfo-Y: y;' 

Pour  que  ce  système  se  reproduise  quand  on  accroît  yo 
d'une  constante  e  sans  altérer  les  autres  variables,  il  faut 
évidemment  que  Y|,  . . . ,  Y;,  soient  indépendants  de  yo' 
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Il  suffira  dès  lors,  pour  intégrer  ce  système  : 
1°  D'intégrer  le  système  dWdre  n  —  i 

dy^  _  dy„ 

ce  qui  donnera  >'2,  . . . ,  i'„  en  fonction  de  V|  ; 
a**  De  substituer  ces  valeurs  dans  Téquation 

,  dv, 

d\\  =  -y- , 

laquelle  donnera  y^  par  une  simple  quadrature. 

KO.  Parmi  les  cas  d'intégrabililé  de  l'équation  (19),  le  plus 
simple  est  celui  où  les  variables  sont  séparées,  $0  dépendant 
de  Xq  seulement,  Ç|  de  x^  seulement,  etc.  Le  système 

(20)  -.    ■   =...—  -.-  , 

d'où  dépend  l'intégration  de  l'équation  (19),  s'intègre  alors 
par  de  simples  quadratures,  et  l'équation  (19)  admettra  les 
intégrales  suivantes  : 


_  r  dx,        r  d.ro 


_  r  dr,.         r  d.r, 

1°  Supposons,  par  exemple,  que  io?  •  •  •  >  ?«  soient  des  con- 
stantes. U  faudra,  pour  réduire  le  système,  prendre  pour 
nouvelles  variables  les  quantités 

Xi  Xq  Xf^  Xq 

et 


2°  Supposons,   en   second   lieu,    Ç„=— ,   ...,$„=—, 
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a^,  .  .  .,  a«  étant  des  constantes.  Les  équations  (20)  devien- 
dront 

a^d-tf^       a^dxx  OndT,, 

On  en  déduit 

aologJTo  —  a/logj:,=  const.     (1  :=  i, . . .,  /i) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

— ^  m  const. 
Il  faudra  donc  prendre  pour  nouvelles  variables 

51.  Lorsqu'on  a  une  équation  unique 

^      ^  du"*       -^  \    '  ^  '  djL-  dx"-^ ) 

il  est  généralement  avantageux  de  la  remplacer  par  le  syslèmr; 
simultané 

dx       ^  dx       "  dx         -^  ^    '.    * 

Ce  système  est  susceptible  d'abaissement,  d'après  ce  qui 
précède  : 

I**  Si  Féquation  primitive  (21)  est  homogène  par  rapport 
à  V  et  à  ses  dérivées;  car  le  système  (22)  admettra  évidem- 
ment la  transformation  infinitésimale  qui  remplace j)',)*',  ... 
par  jy  -j-  s^,  JK-f-  e^>'',  • .  . ,  sans  altérer  x'^ 

2°  Si  Féquation  primitive  se  reproduit  à  un  fadeur  près, 
lorsqu'on  y  change  x  et  j^  en  x-\-ex,  J'-+-sj';  car  le  sys- 
tème (22)  admettra  la  transformation  infinitésimale  qui  rem- 
place  Xj  jr,  y,  y,  ...,  r"""*    par  ^4-Êj',  ,r4-ev,  j^S 
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3°  Si  l'une  des  deux  variables  Xy  y  ne  figure  pas  explici- 
tement dans  Téquation  primitive;  car  celte  variable  ne  figu- 
rera que  par  sa  différentielle  dans  le  système  (22)  et  pourra 
se  déterminer  par  une  simple  quadrature,  quand  on  aura  in- 
tégré le  système  d'ordre  n  —  i,  obtenu  par  l'élimination  de 
celte  différentielle. 

52.  Si  nous  supposons  que,  non  seulement  y^  mais  ses 
k  —  I  premières  dérivées  ne  figurent  pas  explicitement  dans 
l'équation  primitive,  on  n'aura,  pour  déterminer  j-*, ...,  j^'"~', 
qu'à  intégrer  un  système  d'ordre  n  —  k 

Ayant  ainsi  déterminé  j'*,  on  trouvera,  par  une  série  d<î 
quadratures, 

puis 

y^-'^^fdxi'fy^'dx), 

expression  que  nous  représenterons  par  la  notation  suivante  : 

y^'-'^  —  fy^dx^. 
On  trouvera  de  même 

yk-%  -—  Jy^-^  dx  =1  fy^  dx^ 
et  enfin 

y — fy^  dx^' 

53.  Ces  quadratures  successives  peuvent  être  remplacées 
par  une  quadrature  simple. 

Soit,  en  effet,  f{x)  la  valeur  trouvée  pour  y^  en  fonction 
de  a:.  On  aura,  pour  déterminer  j',  à  intégrer  l'équation 

d^  Y        ..    . 
Or  on  reconnaît  aisément  que  cette  équation  admet,  comme 
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solution,  l'intégrale  définie 

Prenons,  en  effet,  les  dérivées  successives  de  cette  expres- 
sion par  rapport  au  paramètre  x;  il  viendra,  en  remarquant 
que  /{t)  (x  —  /)*"*  et  ses  A*  —  a  premières  dérivées  par  rap- 
port à  X  s'annulent  pour  t=^x, 


dx        1,1. .  .{k  —  2) 


dx'' 


^'  =/  /(^)  '''' 


Posons  maintenant  y  :=  y^-^  z  dans  Téquation  proposée  ; 
il  viendra 

^^z=io,     dou     ;:r=P^._„ 

Pa_i  désignant  un  polynôme  arbitraire  de  degré  k  —  i . 

La  solution  la  plus  générale  de  Téquation  proposée  sera 
donc 

j^ri  +  p^-p 

54.  Ce  résultat  fournit   une   démonstration  nouvelle  de 
la  série  de  Maclaurin.  Posons,  en  effet, 

/{x)  =  F^(x), 

La  fonction  F(x)  étant  une  solution  de  Téquation 

sera,  d'après  ce  qui  précède,  une  expression  de  la  forme 
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Les  coefGcienls  A©,  A|,  ...  s'obllendront  aisément  en 
posant  x  =  o  dans  cette  équation  et  dans  ses  dérivées  suc- 
cessives. On  trouvera 

V  T7/    ^  A  F^-»(o) 

Ao  =  r(oj,     ...,     ^*-i— — -^yr.  _-|^» 
et  le  reste  se  trouvera  exprimé  par  une  intégrale  définie. 

53.  Considérons  l'équation  du  second  ordre 

d}y        J  dy\ 

On  aura  le  système 

dy  ,       dy'        .,  , 

d.v       *  djT       J  ^    '  ^     ^    ^ 

Sous  cette  forme,  il  est  aisé  de  voir  que  l'intégration  peut 
être  ramenée  aux  quadratures,  toutes  les  fois  que  la  fonc- 
tion /  ne  conlient  qu'une  seule  des  trois  quantités  Xy  y,y - 

i"  Si  /  ne  dépend  que  de  a:,  la  seconde  équation  donnera 


y'-j    f{J^)dx-^c, 


et  l'on  trouvera  ensuite 


y  rzz  I     y'djr-hc':^l     dx\    1     /{x)  dx\ -{-ex  -h  c'. 

2**  Si/  ne  dépend  que  de  j',  on  déduira  des  équations  ci 
dessus  la  suivante 

et,  en  intégrant, 

y'=z  f  :i/(y)dy-hc, 


-Vf. 


/  =  i/    /     3/(7)  «O'  +  c, 
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et  enHn 

d'où 

dv 


J   y      1         I  rr 


\'i  ■'J'y' 


dy-^c 


3"  Si  /  ne  dépend  que  de  y\  on  aura 

dxz=  -xj—r.y      dy—  -.7-7;» 

d^où 

'^'    dy^ 


__  r^  ydy 


^  v'dy' 

.0   7(7") 


c, 


V  -"  I      •..    ,>  -h  c'. 


On  aura  donc  x  et  j',  exprimés  lous  deux  en  fonction  <lc 
la  nouvelle  variable  y . 

06.  Comme  autre  application,  cherchons  à  déterminer  les 
courbes  dont  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point  est  pro- 
portionnel à  la  portion  de  la  normale  interceptée  par  Tuxt; 
des  X, 

Le  rayon  de  courbure  R  est  donné  par  la  formule 


R-r 


[■-(£ï 


d^Y 

si» 


D'autre  part,   en  désignant  par  a  Tangle  de  la    tangente 
avec  l'axe  des  jr,  on  aura 


N=,z,=,y,.(;<ry. 


cosa 
Lis  courbes  cherchées  auront  donc  pour  équation  dille- 
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rentîelle 


dx* 


ou 


ûfx*       /ij  L       \dx J  J 


Cette  équation  du  second  ordre  équivaut  aux  deux  sui 
vantes  : 

dx        ny^        ^    '       dx 
On  déduit  de  leur  combinaison 

y'  dy'         dy 


•  • 


et  en  intégrant, 


I  -H  /'       ny 


A  log(i  -4-  /*)  =  -  log/  -^  const., 


ou 


I  -4- 


y=(SJ- 


el  enfin 


rdv      r^       rfv 

\/(-0'- 

Parmi  les  cas  d'intégrabilité  de  cette  expression,  on  doit 
signaler  particulièrement  les  suivants  : 
i«  /i  =  — I,  d'où 


X 


/y  dv  /-i 5       , 

vc^  —  y* 

(x  — c')*  -+- j'  —  c*. 
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La  courbe  est  un  cercle  ajant  son  centre  sur  Taxe  des  y. 
a*»  72  =  I ,  d'où 

/cdv           1     r  H-  v^y*  -—  c*        , 
, '.  -■■  3=  c  log  • 5^^^^ h  c\ 

d'où 


et  enfin 


c 


T  —  C'  X~  c' 


e    ^    -h  e       *' 
y~^ ^ 


équation  d^une  chaînette. 
3^  n  =—  2,  d'où 


dy^i 


cdv 


J-O'-ï 


cy 


.    r 


—  1, 


=  —  ycr  — ^•*  H —  arc  sin* — p-^ h  c  , 


2  ^c 


équation  d'une  cycloïde; 
4*»  72  =  2,  d'où 


j:i= 


y  \/ yri  '^^'  "^  ^  ^''^•^'  -<^)-^  ^'» 


équation  d'une  parabole. 

57.  Proposons-nous,  comme  dernière  application,  de  dé- 
terminer le  mouvement  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe 
par  une  force  égale  à  m/(r),  r  désignant  le  rayon  vecleur 
et  m  la  masse  du  point  mobile. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  attirant, 
et  pour  plan  des  xy  celui  de  la  vitesse  initiale.  D'après  les 
principes  de  la  Mécanique,  la  loi  du  mouvement  sera  donnée 
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par  les  deux  équations 


/    rf.r  (1y\ 


On  déduit  de  ces  équations  les  combinaisons  intégrablcs 

suivantes 

d}x  d-v        d 

-^  dt^  dt^        dt 

et 

dx  d^.r       dy  d*v  ,rd.r-^-ydy 

^~  dt    dl^  ~^  Tt   di*'^  ^^''^         7dr  ' 

i    d  d.r-  -h  dy-  dr 

~  2  di        dt^~~  '^^^''^di' 

dont  rintégration  donne  deux  équations  du  premier  ordre 


dx  dy 

^  dl  dt 


> 


I   dr^  -h  dy^        ^  ..    .    , 

Remplaçons  les  variables  j^,  y  par  des  coordonnées  po- 
laires 

x^rcosoi),     v:^/*siiiw; 

ces  équations  deviendront 

d'où,  en  résolvant  par  rapport  à  diù  et  dt  et  intégrant, 

/cdr 
r\i—c''—'ii'^JJi^r)dr 

t=  f '-'"'■      -■ 

J   \  —  c^—ir^JJ\r)dr 

Le  problème  est  ainsi  ramené  aux  quadratures. 

Les  formules  précédentes  contiennent,  comme  cela  devait 
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être,  quatre  constantes  arbitraires,  à  savoir  c  et  les  trois  con- 
stantes introduites  par  les  intégrations. 

58.  Appliquons  ces  formules  au  cas  de  l'attraction  newto- 
nienne,  où  /(r)  =  —j-y  k  désignant  une  constante,  et  M  la 
masse  du  point  attirant;  on  aura 

d'où 

cdr 


(i> 


J  rsT 


I      ,             au 
ou,  en  posant  r=  ->  ar  = ,  > 


du 


Cl) 


/cdu 
)J —  2  c'  -h  2  /:M  «  —  c*u* 

-f 


V/A-*M*—  2c'c*  —  (c»M  —  A:M)* 

c^u  —  A:  M  _ 

=  arc  ces    .  h-  c". 


c*tt  =1  Â:M  4-  sJk^W —  2c'c*  cos(a)  —  c") 


ou 


(a5) 


( 


C» 


r  = 


Â:M  4-  v/ A* M*  —  2 c' c*  cos((o  —  c'') 


I  -f-  ecos((o  —  c'') 
en  posant,  pour  abréger, 


c*  /        2c'c* 


kM  ~~^'     V  '       ^*M» 
On  aura  enfin 

(26)  c?^=-r«û?(o  — -^:— — ^ — ^ — -, 

^       '  c  c[l-HeCOS(a>  —  c  )Y 

équation  qui  déterminera  t  par  une  quadrature. 
J.  —  Cours,  m. 
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Le  problème  deviendra  complètement  déterminé  si  Ton 
donne  à  un  instant  quelconque  t^  les  coordonnées  Fq,  <i>o  du 
mobile,  sa  vitesse  initiale  (^o  et  l'angle  a©  qu'elle  fait  avec  le 
rayon  vecteur.  On  a,  en  effet,  en  appelant  i^  la  vitesse  à  un 
instant  quelconque,  a  l'angle  qu'elle  fait  avec  le  rayon  vec- 
teur 

dîi ^''    "- Te  ^ '''"''"'■ 

Les  équations  (28)  et  (24)  peuvent  donc  s'écrire 

n^  sina=:  c, 

'  r 

On  aura  donc,  en  posant  ^  =  o, 

c  —  roÇQsmoLQj     d— \v\. 

On  déterminera  ensuite  (f  en  posant  t  =  o  dans  l'équa- 
tion (aS);  enfin,  l'équation  (26),  intégrée  de  Cq  à  ^,  don- 
nera 


-  '•=X.  Jiï 


e  ces  (  CD  —  cf)] 


n\^t 


L'équation  (aS)  entre  r  et  to  fait  connaître  la  trajectoire 
du  mobile.  C'est  une  conique  ayant  un  foyer  à  l'origine. 
Ce  sera  une  ellipse  si  d>o,  une  parabole  si  c'=o,  une 
hyperbole  si  (/<  o. 

On  a,  d'autre  part,  en  désignant  par  A  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  et  les  rayons  vecteurs  r  et  r©, 

\r^d^:=idk. 
L'équation  (aS)  peut  donc  s'écrire 

dk 
^W=^' 
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d*où,  en  intégrant  de  êq  à  t, 

Les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  sont  donc  pro^ 
portionnelles  aux  temps  correspondants. 

Supposons  la  trajectoire  elliptique,  et  cherchons  la  durée  T 
d'une  révolution.  L'aire  A  correspondant  à  cette  période  de 
temps  sera  l'aire  totale  tzab  de  l'ellipse.  On  aura  donc 


'Kab  1=  -T. 
2 


D'ailleurs 


c  =  \JkWp  =  UkU^' 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vien- 
dra 

1 

La  durée  de  la  révolution  est  donc  indépendante  de 
l'excentricité  de  l'ellipse,  et  proportionnelle  à  la  puis- 
sance  f  de  son  grand  axe. 

Nous  avons  ainsi  retrouvé  toutes  les  lois  fondamentales 
énoncées  par  Kepler. 

IT.  —  Équations  linéaires  aux  différentielles  totales. 

59.  Les  systèmes  d'équations  différentielles  simultanées 
étudiés  dans  la  Section  précédente  ne  sont  évidemment 
qu'un  cas  particulier  des  systèmes  d'équations  linéaires  aux 
différentielles  totales,  de  la  forme 

(i)  Yk=dxk-S  yJtcdxn^o 

(^  =  1,  2;  ..  .,m;  A:=:7n4-i,  . . .,  m-H  n). 
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Cherchons  à  déduire  de  ces  équations  une  combinaison 
intégrable 

0=\   [X;fcF*=:ûr<j>. 

On  aura  évidemment 


Éliminant  les  [jl,  on  voit  que  cp  sera  une  intégrale  commune 
aux  m  équations  aux  dérivées  partielles 

(A:=i,2,  ...,m;  A:^/»-hi,...,m-i-/i). 

Supposons  que  ces  équations  admettent  n  intégrales  com- 
munes distinctes  fi,  ...,  cp^  (nous  verrons  plus  loin  dans 
quel  cas  il  en  est  ainsi).  Soient  y^^  ...,  y  m  de  nouvelles 
fonctions  des  x^  formant  avec  les  ^  un  système  de  fonctions 
distinctes.  En  prenant  les  f  et  les  jk  pour  variables,  les  équa- 
tions (2)  prendront  la  forme 

et  seront  manifestement  équivalentes  aux  suivantes  : 

La  forme  la  plus  générale  des  fonctions  qui  satisfont  à  ces 
équations  est  évidemment 

<p=:F(<p,,  ..  .,<p„), 

F  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Les  fonctions  (fi ,  . . . ,  Ç;,  étant  des  intégrales  du  sys- 
tème (2),  on  aura  des  relations  de  la  forme 


d'^i=^A^k, 


ÉQUATIONS   DIFFÉRSNTIBLLBS   ORDINAIRES.  69 

et  le  système  (i)  équivaudra  au  suivant 
d'où  Ton  déduit 


çp,=z:const.,     ...,     <p^=:const. 


d^i 


60.  Le  déterminant  p.  des  coefiicients  1^^=  ^-^  se  nomme 

le  multiplicateur  correspondant  aux  intégrales  f  i,  . .  • ,  cp/i. 
En  remplaçant  ce  système  d'intégrales  par  d'autres  systèmes 
d'intégrales  distinctes,  on  obtiendra  une  infinité  de  multipli- 
cateurs, et  Ton  voit,  comme  au  n^  43,  qu'ils  ont  pour  forme 
générale  (xF(ç4, . . .,  (fn). 

Soient  a  l'un  des  nombres  i,  a,  ...,  m;  ^  l'un  des 
nombres  /n  4-  i ,  •  •  •  7  /n  +  n.  Désignons  par  Dp  ce  que 
devient  le  déterminant  [i.  lorsqu'on  y  remplace  les  éléments 

^(i  =  i,a,...,n)parleséiéments^=-^^X?^; 

on  aura  évidemment 

Dpt=— jxXp. 

On  en  déduit  par  différentiation,  comme  au  n^  44, 

Réciproquement,  toute  solution  commune  [x'  des  équa- 
tions (3)  est  un  multiplicateur;  car,  en  posant  [jl'=|xv,  on 
verra  que  v  est  une  intégrale  des  équations  (2);  donc  v  sera 
de  la  forme  F(«p,, . .  . ,  ç„),  et  [jl'  sera  un  multiplicateur. 

61.  Si  l'on  a  réussi  à  déterminer  i  intégrales  distinctes 
0|,  . . .,  cp{-  du  système  (a),  on  pourra,  comme  au  n°  45,  en 
les  prenant  pour  variables  indépendantes  avec  d'autres  fonc- 
tions ^1,  . . .,  ymj^^i  choisies  à  volonté,  remplacer  le  sys- 
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tème  (i)  par  un  système  équivalent,  de  la  forme 

(4)  û^?i  =  o,     ...,    d^i=Oy 

h  =  m 

(5)  rf/;fc— \  YjûfjA^io     (A:  =  /n-hi,...,m-4-/i— i). 
On  en  déduit 

tpj  r=:  COnSt. ,       ...,      «pi=::  COnst., 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  le  système  des  n  —  i  équa- 
tions (5). 

D'ailleurs,  si  l'on  connaît  un  multiplicateur  du  système  (i),  ' 
on  en  déduira,  comme  au  n°  45,  un  multiplicateur  de  ce  nou- 
veau système. 

Si  donc  on  a  réussi  à  déterminer  n  —  i  intégrales  et  un 
multiplicateur  du  système  (i),  il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer 
une  seule  équation,  dont  on  connaîtra  un  multiplicateur.  Le 
problème  sera  donc  ramené  aux  quadratures. 

62.  Les  considérations  qui  précèdent  nous  conduisent  à 
chercher  les  intégrales  communes  à  un  système  d'équations 
aux  dérivées  partielles  de  la  forme  (2).  Mais  il  conviendra 
de  généraliser  la  question^  en  cherchant  les  intégrales  com- 
munes à  un  système  d^équations  de  la  forme  plus  symétrique 

Xt^-h...-hX5,^„^— î— =  0    (A  =  i,2,  ...,/n). 

Si  nous  désignons  par  X^  l'opération 


ces  équations  pourront  s'écrire  ainsi 

X^<p  =  o    (A:=i,  2,  . . .,  m). 

Cela  posé,  toute  solution  commune  à  deux  de  ces  équa- 
tions 

X'çp  =  o,    X*^  =  o 
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satisfera  à  Téquation  nouvelle 

,=x.x.,-x.x.,=SX(x^gf-xf^)À 

(p  =  i,...,m-ï-/i;  <j  =  i,...,/n4-w); 
car  on  a  séparément 

X'X*?  =  X'(o)=:o,    X*X'ç  =  X*(o)  =  o. 

Si  d'ailleurs  nous  désignons  pour  plus  de  clarté  par/>4,  ..., 
Pm^n  les  dérivées  partielles  -t-^j  ••  •>  ;> >  on  aura 

X  cp  =Xj/>j-h.  .  .-H  ^m+nPm-hn9 

et  le  symbole  (X*ç,  X*ç),  défini  comme  au  u?  47,  aura  pour 
valeur 

I,I,('^  if  -'^  «),,=x.x.,  -x.x.,. 

Ainsi,  toute  intégrale  commune  aux  équations 

X'ç=:o,     ...,    X'"<p  =  o 

satisfera  en  outre  aux  équations 

X'X*<p  —  X*X'cp  =  (X'^,  X*(p)  =  o 
(/=:i,  2, . . .,  m;  A:  =  i,  2,  . . ., /n), 

lesquelles  sont,  comme  les  précédentes,  linéaires  et  homo- 
gènes par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  <p. 

Si  parmi  ces  équations  nouveUes  il  en  est  qui  soient  linéai- 
rement distinctes  des  équations  primitives,  on  pourra  les  leur 
adjoindre  et  recommencer  les  mêmes  opérations  sur  le  sys- 
tème ainsi  complété.  En  continuant  à  suivre  cette  marche, 
deux  cas  pourront  se  présenter  : 

i^  On  arrivera  à  un  système  contenant  m  + /i  équations 
distinctes  ;  on  en  déduira 

;,— -  =  o,     -r-^  =  o,     . . . ,     d  ou     cp  =  const. 
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En  dehors  de  cette  solution  banale,  les  équations  proposées 
n'auront  donc  aucune  intégrale  commune. 
2°  On  arrivera  à  un  système 

X*ç  =  o,     ...,     X'<p=:o    (/<m-+-/i), 

tel  que  toutes  les  nouvelles  équations  que  Ton  peut  en  déduire 
soient  des  combinaisons  linéaires  des  précédentes.  Ce  système 
satisfera  donc  à  des  relations  de  la  forme 

X'X*ç  —  X*X'<p  =:  (X'>,  X*cp)  =.  ocfX^cp  -h. .  .H-  aJ*X'(p 
(i  =  I,  2, . . . ,  t;  a:  =  ly  2, . . . ,  c), 

où  les  a  sont  des  fonctions  des  x. 

Un  semblable  système  se  nomme  un  système  complet. 

63.  Si  dans  un  système  complet  nous  prenons  pour  va- 
riables à  la  place  de  ^r^  ^a,  ...  de  nouvelles  variables  ^,, 
y 2}  . . .,  le  système  transformé 

sera  encore  un  système  complet;  car  les  opérations  Y*,  • . . , 
Y'  n'étant  autre  chose  que  les  opérations  X* ,  . . . ,  X',  diffé- 
remment exprimées,  on  aura  encore 

et  il  ne  restera  qu'à  exprimer  les  quantités  a  en  fonction  des 
nouvelles  variables  y. 

D'autre  part,  tout  système 

A'<p  =  a'iX*«p-h...4-aJX'(p  =  o    (t  =  i,  2, . . .,  /) 
équivalent  au  système  complet 

est  lui-même  un  système  complet. 
En  effet,  l'expression 

(A'cp,  A*<p) 
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est  une  somme  de  termes  de  la  forme 

-h  «*(«!,  Xï*^)X^(p  4-  (ai,  af  )X^çXl*(p. 

Or  (a^,  a|[)  est  évidemment  nul,  puisque  les  a  ne  contiennent 
pas  les  variables  jE?;  d'autre  pari,  (ax,Xi*{p),  (X^ç, aj)  se 
réduisent  à  des  fonctions  des  x\  enfin  (X^cp,  XJ*<p)  s'exprime 
linéairement  au  moyen  des  X*  <p,  . . . ,  X'ç.  Donc  ( A'cp,  A*ç) 
est  une  fonction  linéaire  de  ces  quantités,  qui  sont  elles- 
mêmes  des  fonctions  linéaires  de  A*  cp,  . . . ,  A^cp. 

64.  Étant  donné  un  système  complet,  contenant  m  équa- 
tions, par  exemple,  où  figurent  m-h  n  variables  Xt,  . . . , 
^m+fiy  on  obtiendra,  en  résolvant  ces  équations  par  rapport 

à  -5-^>  •  •  •  >  -T-^>  nn  système  équivalent,  de  la  forme 

|/iZ*|  OJCffi 

(6)  P-+S  Xj^==X\  =  o 

ÔXh        ^k  OXk 

(A=:i,  2, . . .,  m;  A:  =  m  4-1, . . .,  m  H- /i). 

D'après  ce  qui  précède,  ce  nouveau  système  sera  encore 
complet. 

Les  systèmes  complets  de  la  forme  (6),  auxquels  nous  pou- 
vons dorénavant  borner  notre  étude,  ont  reçu  le  nom  de  sys- 
tèmes jacobiens. 

Pour  ces  systèmes  particuliers,  les  équations  de  condition 

(X'<p,X*(p)  :=rai*X*cp  4-ai*X«ç) -f-.  .  ., 

qui  caractérisent  en  général  les  systèmes  complets,  se  ré- 
duisent à  la  forme  plus  simple 

(X'<p,X^cp)  zno. 

En  effet,  (X'cp,  X*^)  est  évidemment  indépendant  de  ^  ->  •  •  •  > 

ox^ 

-r-^,  tandis  que  a'*X*ç  4-  a'^^X^©  +  . . .  contient  ces  déri- 
vées  respectivement  affectées  des  coefficients  a,*,  a'^*,  . . . , 
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Ces  expressions  ne  pourront  donc  être  identiques  que  si  les  a 
sont  tous  nuls. 

60.  Théorème.  —  Un  système  jacobien  formé  de  m  équa- 
tions entre  m-^-n  variables  admet  n  intégrales  distinctes. 

Nous  avons  admis  provisoirement  dans  la  section  précé- 
dente la  vérité  de  ce  théorème  pour  le  cas  d'une  seule  équa- 
tion; et  nous  pourrons  évidemment  supposer  dans  la  démon- 
stration qu'il  ait  été  reconnu  vrai  pour  les  systèmes  formés 
de  moins  de  m  équations. 

Soit 

(7)  X*<p=::0,     ...,X'"cp=0 

le  système  proposé.  La  première  équation,  considérée  isolé- 
ment, admet  m-^-  n  —  i  intégrales  distinctes  y^^  . . . ,  ym^n' 
Soit^i  une  autre  fonction  quelconque,  distincte  de  celles-là. 
En  prenant  les  j^  pour  variables  indépendantes,  nous  obtien- 
drons un  système  transformé 

X'^ç^iM?^-^  +M5  3^  +...=:  o     (A  1=1,  2,...,  m), 
dy^  dyt 

dont  la  première  équation,  admettant  ^2,  . . . ,  ym^n  pour 
intégrales,  se  réduira  à  son  premier  terme 

Ces  équations,  résolues  par  rapport  à  -—t  •  •  •>  -t-^>  don- 

^y\  Ofin 

neront  un  système  jacobien 
(8)  Y.,  =  ^=o. 


(9^  ^*^=^^S 


\k      àyk 
(Az=  2, . . .,  m;  A:=i:m  4-1, . . ., /n -h  1) 
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Or  on  a  évidemment 

V   àYi   do 


et,  pour  que  cette  quantité  s^annule  identiquement,  il  faut 
qu'on  ait 


ày\ 


mO. 


Les  équations  (9)  sont  donc  entièrement  débarrassées  de 
la  variable  j^«.  Elles  forment,  d'ailleurs,  un  système  jacobien 

de  m  —  I  équations  à  m -h  n  —  1  variables  ^2»  •••»J^m+«> 
lequel  système  admettra  par  hypothèse  /t  intégrales  distinctes. 
Ces  intégrales,  ne  dépendant  pas  de  j^i ,  satisferont  encore  à 
Féquation  (8).  Il  ne  restera  plus  qu'à  remplacer  dans  leur 
expression  y 2^  -  •  • ,  ym^n  par  leurs  valeurs  en  Xj ,  . . . ,  Xm^n 
pour  obtenir  les  intégrales  correspondantes  du  système  pri- 
mitif. 

66.   Soit 

Oi(a?i,  ...,a?;»+»)     («~i,2,  ...,/i) 

le  système  d'intégrales  distinctes  du  système  (7),  dont  l'exi- 
stence vient  d'être  démontrée.  Ces  intégrales,  considérées 
comme  fonctions  de  Xm+%y  •••9^m+;i  seulement,  seront 
encore  distinctes. 

Admettons,  en  effet,  qu'elles  satisfissent  à  une  relation  de 
la  forme 

L'opération  X*,  appliquée  à  cette  identité,  donnerait 

(car  <jp,,  . . . ,  «Pu  sont  des  intégrales  de  l'équation  X^y  =  o). 
La  fonction  F  serait  donc  indépendante  de  a?j ,  . . . ,  Xmi  et  les 
fonctions  f  1,  . . . ,  (p;2  ne  seraient  pas  distinctes,  résultat  con- 
traire à  leur  définition. 
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Posons  maintenant 

C|,  ..  .,Cm  désignant  des  constantes  arbitraires.  Les  quan- 
tités ^i,  .  . . ,  ^,1,  définies  par  ces  équations,  seront  des  fonc- 
tions distinctes  des  intégrales  primitives  ^/(^i,  . .  .,^7n+/i)- 
Elles  formeront  donc  un  nouveau  système  d'intégrales  dis- 
tinctes. Elles  jouiront  d'ailleurs  de  la  propriété  caractéris- 
tique de  se  réduire  respectivement  à  ^m^i,  ...,  Xm^^^t 
lorsqu'on  donne  simultanément  kx^,  ...,  Xm  les  valeurs  par- 
ticulières C\y  . . . ,  Cm* 

Cela  posé,  remplaçons  les  m  premières  variables  X|,  . . . , 
Xm  par  de  nouvelles  variables  J^i,  . .  •^ymf  définies  par  les 
relations 

(10)  ^A  =  c/i-f-(^i  — Ci)7/t     (/i=ii,2,  ...,m), 

et  résolvons  les  équations  transformées  par  rapport  à  -—y  •••» 
-5-^'  Nous  obtiendrons  un  nouveau  système  jacobien 


Ik        OXfc 


(/i  =:z  I,  2,  . . .,  m;  A:=im  H-i, . . .,  m -h  n). 


Les  fonctions  <{/|,  .  • .,  ifn^  exprimées  au  moyen  des  nou- 
velles variables,  donneront  un  système  d'intégrales  distinctes 
des  équations  (11).  Elles  se  réduiront  d'ailleurs  respective- 
ment à  J7m+i»  •  •  'fXm^n  lorsquc  jKi  =C|,  qucls  que  soient 
JK2)  •  •  •?  J^/»;  car,  pour  j^^  =  c«,  les  équations  (lo)  donnent 

Xi  =  C< ,  •  •  >  ,  Xm  ==  Cm' 

67.  Pour  intégrer  le  système  transformé  (11),  il  suffira, 
comme  l'a  montré  M.  Mayer,  d'intégrer  l'équation  unique 

(12)  Y>a)  =  o. 

A  cet  efiet,  nous  remarquerons  que  cette  équation  admet 
les  intégrales  ^4,  • . .,  <{/„,  lesquelles,  jointes  aux  intégrales 
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évidentes  j'j,  . . . ,  y^t  donneront  un  système  de  /n  4-  n  —  i 
intégrales  distinctes.  Toute  autre  intégrale 

de  cette  équation  sera  donc  une  fonction  de  celles-là,  telle 
que 

Si  dans  l'égalité 
nous  donnons  à  y^  la  valeur  constante  C|,  il  viendra 

et,  par  suite, 

/(Cl,  "-,ym'Aty  ...,']'«)— F(7„  ...,7,„;'^i,  ...,4'/»)- 

On  voit  par  là  qu'une  intégrale  quelconque  /  de  l'équa- 
tion (12)  étant  supposée  connue,  on  obtiendra  immédiate- 
ment son  expression  en  fonction  de  y^^  • .  *}  ymi  ^d  •  •  •>  ^m 
en  remplaçant  dans  la  fonction  /  les  variables  y^ ,  Xm+i 9  •  •  •} 
^/if+«  par  Ci,<^,,  .. .,  ïp/i- 

Cela  posé,  admettons  que  nous  soyons  parvenus  à  intégrer 
l'équation  (12),  en  y  considérant  j^i ,  Xm+\j  •••,  ocm^n  comme 
seules  variables,  et  ^29  •  •  m  ^m  comme  des  paramètres  (ce 
qui  revient,  comme  nous  l'avons  vu,  à  déterminer  une  solu- 
tion générale  d'un  système  de  n  équations  difierentielles  or- 
dinaires). Soit  Z^,  ...,/;,  un  système  d'intégrales  distinctes 
de  cette  équation  ;  on  aura,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir, 

Fi,  ..-,  F«  étant  des  fonctions  connues  de  y^^  ...,  ym\ 
6i,  . .'. ,  tj/n;  et  il  suffira  de  résoudre  ces  équations  par  rap- 
port à  <]/|,  .. .,  ^12  pour  déterminer  ces  fonctions,  lesquelles 
forment  un  système  d'intégrales  des  équations  (11).  D'ail- 
leurs, la  résolution  de  ces  équations  ne  sera  jamais  impos- 
sible, car  les  fonctions ^2,  ...,JKm;/o  ••  1//1  étant  distinctes, 
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/f?  '  •  "ifn  sont  nécessairement  des  fonctions  distinctes  par 
rapport  à  tj^j,  .  • .,  ifn* 

68.  On  peut  aller  plus  loin  et  montrer  que  la  connaissance 
d'une  seule  intégrale /i  de  l'équation  (12)  permet  de  déter- 
miner une  ou  même  plusieurs  intégrales  du  système  (11)-  On 
aura,  en  effet, 

F|  étant  une  fonction  connue.  Résolvant  cette  équation  par 
rapport  à  ^{,  on  aura  une  relation  de  la  forme 

où  0|  est  une  fonction  connue. 

Effectuons  sur  cette  identité  l'opération  Y^,  h  désignant 
l'un  quelconque  des  nombres  i,  2,  •••,  m.  Il  viendra,  en 
remarquant  que  ^1,  . . .,  ^^  sont  des  intégrales  de  Y^^  =  o, 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
connue  de  ^1,  . . . ,  Xm^n\  ^29  •  •  •  y  ^n*  S'il  ne  s'annule  pas 
identiquement,  il  contiendra  l'une  au  moins  des  quantités  <{/, 
par  exemple  i(2 î  car  les  variables  y^^  . . . ,  Xm^n  sont  indé- 
pendantes. En  résolvant  par  rapport  à  ^2,  on  obtiendra  une 
relation  de  la  forme 

Effectuons  sur  cette  équation  l'opération  Y*,  on  en  déduira 
une  nouvelle  équation  pour  déterminer  tj^s,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  une  dernière  équation  qui  donnera  i/n-  Le  système  (11) 
sera  dès  lors  intégré. 

On  ne  pourra  se  trouver  arrêté  dans  cette  suite  d'opéra- 
tions que  si  l'on  arrive  à  une  équation 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES   ORDINAIRES.  79 

pour  laquelle  on  ait  identiquement 

Y^6/=:o    (A=ii,  2,  . . .,  m). 

Mais  alors^  en  remplaçant  dans  6|  les  fonctions  inconnues 
^i+i  ,...,^11  par  des  constantes  quelconques,  on  obtiendra 
une  fonction  f  /  qui  satisfait  évidemment  aux  mêmes  équa- 
tions, et  qui  sera,  par  suite,  une  intégrale  du  système  (i  i). 

69.  Nous  pouvons  énoncer,  comme  résultat  de  cette  étude, 
le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'un  système  d'équations  aux  différentielles 
totales 

(i)  Yk'-^dxk--S  y^\dxt,  —  o 

(A  =z  I,  2,  . . .,  m;  A:  =  m-l- I,  . . .,  m-f-n) 

admette  n  intégrales  distinctes 

îpi  :zi  const.,     ...,     cp„:=const,, 

il  faut  et  il  suffit  que  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles 

forment  un  système  jacobien. 

Cette  condition  étant  supposée  remplie^  la  recherche 
des  intégrales  du  système  dépend  de  Vintégration  d'un 
système  de  n  équations  différentielles  simultanées. 

Chaque  intégrale  de  ce  dernier  système  fournira  au 
moins  une  intégrale  du  système  proposé. 

70.  Soit  S  un  système  d'équations  aux  différentielles  to- 
tales, de  la  forme  (i)  et  admettant  n  intégrales  distinctes 
^,, ...,  (p„.  Si  nous  y  changeons  x^, ...,  x„,^n  en  ^i  +  eÇi, ..., 
^m+A  +  sim+/i9  s  étant  une  constante  infiniment  petite,  dont 
nous  négligerons  le  carré,  et  Ç|,  . . .,  ^m+n  des  fonctions  de 
x^^  .  •  •,  Xm.^y  nous  obtiendrons  un  autre  système  S'. 


8o  TROISIÈXE   PÀBTIB.  —    CHàPITEB   I. 

A  toute  intégrale  f  du  système  S  correspondra  évidem- 
ment pour  le  système  S'  une  intégrale 

en  désignant  par  A  l'opération 


A^    -4-  .  .  .  -f-  ^/n-f-n  V^" 


Cette  opération  est  complètement  définie  quand  Çf ,  . . . , 
im+it  sont  donnés,  et  réciproquement.  Soient  d'ailleurs 
yi't  •  •  M  ym+n  de  nouvelles  variables  quelconques,  fonctions 
des  X.  Lorsque  â7|,  •••^Xm^n  s'accroissent  respectivement 
de  £^1, ...,  eim+n)  yi  s'accroîtra  de 


quantité  que  nous  désignerons  par  vr\i.  D'autre  part,  on  a 

évidemment 

d        dvx     à        dVi    d 

•  j  *-__  ^       t 

%  I     •   •  •  • 


On  déduit  immédiatement  de  là  l'égalité 
,     d  ,  d      _      ^ 

<7^1  OX,n+n  Ofi  Ofm-i-n 

L'opération  associée  à  la  transformation  infinitésimale  con- 
sidérée reste  donc  la  même,  lorsqu'on  change  de  variables 
indépendantes. 

Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  A^  la  transformation 
infinitésimale  qui  correspond  à  l'opération  A,  et  qui,  par 
suite,  change  l'intégrale  cp  en  <p  +  eA^;  et  nous  dirons  que  le 
système  S  admet  cette  transformation  infinitésimale  Acp 
si  le  système  transformé  S'  est  équivalent  à  S. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  S'  soit  équiva- 
lent au  système 

^?i  =  o,     . . . ,     dvi^  =1  o, 
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auquel  S  est  équivalent;  et,  par  suite,  que  les  systèmes  S  et 
S'  admettent  les  mêmes  intégrales. 

Or  à  toute  intégrale  (p  de  S  correspond  une  intégrale 
f  -+-  eAcp  de  S'.  Celle-ci  devra  être  une  intégrale  de  S,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  Acp  sera  une  intégrale  de  S, 

Si  donc  nous  désignons,  comme  précédemment,  par 


àa^h 


l,M^'ài=''    (A-i,2,...,m) 


les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  caractérisent  les  in- 
tégrales de  S,  ces  équations  devront  entraîner  comme  con- 
séquence les  suivantes 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  celles-ci 

XAAip  —  AX'k*!»  =  (X'^Q,  A<p)  =  o    (A  =1 1 ,  2, . . . ,  m) 

[car  on  a  identiquement  AX^ç  =  A(o)  =  o]. 
Cela  posé,  le  système  formé  des  équations 

X*<prz:0,       (X'^«p,A<p)::=0      (  A  :=  1 ,  2,  .  .  . ,  m), 

admettant  n  intégrales  distinctes  cpf ,  . . .,  (p^,,  ne  pourra  con- 
tenir plus  de  m  équations  linéairement  distinctes.  On  aura 
donc 

ii3)  (X^®,A9)=a^X'©-+-...-ha^„X'»<p     (A  =  i,2,...,/ii), 

les  coeflicients  a  étant  des  fonctions  des  x.  D'ailleurs  il  est 
évident  que  ces  conditions  seront  suffisantes. 

71.  Toute  expression  de  la  forme 


\  Ç/X'<p     (i  =  i,  2,  . .  .,m) 


représente   une   transformation  infinitésimale  de  S  en  lui- 
même. 

J.  —  Court,  lu.  6 
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En  effet,  on  a 

car  (X*ç,  X'çp)  est  nul;  et,  d'autre  part,  on  a 

Si  donc  S  admet  une  transformation  infinitésimale 

il  admettra  évidemment  la  transformation 

Bo  =  A^  -  ÇjX'cp  -. . . ~  SmX'«o, 

laquelle  se  réduit  à  la  forme 

^  do  t  d? 

^"*"^*  7f^  ^-  .  .  .  H-  Km-hn  -T—'        ' 

^•^  m-hl  OXfn-k-n 

Il  nous  suffira  évidemment  d'étudier  les  transformations  de 
cette  sorte,  toutes  les  autres  pouvant  s'en  déduire  par  l'ad- 
jonction d'une  fonction  linéaire  de  X'ç,  .. .,  X'^cp. 

Pour  les  transformations  de  la  forme  B(p,  les  équations  de 
condition  (i3)  prendront  la  forme  plus  simple 

(X'^?,  Bcp)z-_o; 

car  le  premier  membre  de  ces  équations,  ne  contenant  pas 

les  dérivées  partielles  -t-^>  •••>  ^— ^j  ne  pourra  se  réduire  à 

une  fonction  linéaire  de  X'ç,  . . .,  X'"<p  que  s'il  s'annule  iden- 
tiquement. 

72.  Si  S  admet  deux  transformations  Bf ,  B'f ,  il  admettra 
la  transformation  (Bcp,  B'(p). 
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On  a,  en  effet  (47),  l'identité 
(X*o,  (Bcp,  B'<p))  -+-  (Bç,  (B'<p,  X^;p))  -+-  (B'cp,  (X^?,  B9))  ^  o. 

Mais  (X^o,  Bo)  et  (B'«p,  X^<p)  sont  nuls  par  hypothèse;  donc 
cette  égalité  se  réduira  à 

(X*cp,(Bcp,B'(p))=io. 

73.  Soient  B'ç,  ...,  B'cp  des  transformations  du  système  S 
qui  ne  soient  liées  par  aucune  relation  linéaire;  si  l^expres- 
sion 


?==^^P/B'>     (1  =  1,2,...,/) 


est  une  autre  transformation  du  même  système,  Pi,  ...,  p/ 
seront  des  intégrales,  et  réciproquement. 
On  a,  en  effet, 


(X*^,Bcp)=^^(X/'cp,p,B'cp) 


=y  [(X^,p,)B'>-f-(X'^cp,B'»?,]==y  X'*p,B'o, 

expression  qui  ne  peut  s'annuler,  par  hypothèse,  que  si  tous 
les  coefficients  X^^/  sont  nuls,  ce  qui  montre  que  P/  est  une 
intégrale. 

74.  Enfin,  si  l'on  connaît  un  multiplicateur  |jl  du  système  S 
et  une  transformation  infinitésimale  Bf ,  on  en  déduira  une 
intégrale. 

Soit,  en  effet, 


B 


©=>   li-z^'     (/=  m  4- I, . . .,  m-i- n). 


Nous  aurons,  quel  que  soit  A, 

0=z:(X'^Q,Bç) 

^idxhôxi      LàiLukK      OXk  dxkj  dxi 

i  et  k  variant  de  m  4-  i  à  m  -f-  /i. 
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Dans  celte  identité,  les  coeilicients  de  chacune  des  dérivées 
partielles  -p-  doivent  être  nuls  séparément;  nous  aurons  donc 


■ 

Différentions  cette  équation  par  rapport  à  xi;  sommons 
par  rapport  à  i  et  supprimons  les  termes  qui  se  détruisent; 
il  viendra 

^^lOXf^OXi        Adi^k\         OXiOXig  OXiOXiç} 

~       KZdiàxJ  xZdi^J^iJ 


Mais  on  a,  d'autre  part, 


Vi      Zdi   àxi 


ou,  en  développant  et  divisant  par  |jl, 

^di  àXi  \L 

L'équation  précédente  pourra  donc  s'écrire 

Cette  équation,  qui  a  lieu  pour  A  =  i,...,  m,  montre 
que 

est  une  intégrale. 

7»^.  Admettons  qu'en  combinant  les  procédés  ci-dessus, 
ou   autrement,   on   ait   réussi  à   obtenir  p    intégrales   dis- 
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tinctes  tf^,  ...,  <fp  du  système  S.  En  prenant  f  4,  . . .,  cp;,  pour 
variables  à  la  place  de  ^m+o  •••>  ^m^p  par  exemple,  les 
équations  X*ç  =  o  seront  transformées  en  de  nouvelles 
équations  de  même  forme,  mais  ne  contenant  pas  les  dérivées 

partielles -r^ >  •••?  ^—7  puisque  çi,  ...,  (fp  sont  des  solu- 
tions. 

On  aura  donc 

*^  "^  àxh      2jk    ^  dxk 
(A=ii,2,  ...,m;    A:=im-H/?-+-i,...,/n-h«), 

les  Xj  étant   des  fonctions  de   <pj,    ...,   cp^,,   Xm^p+\j   ..•> 

Soient  B'f,  ...,  B^f ,  ...  les  transformations  infinitésimales 
que  l'on  suppose  connues.  On  aura 

(1=11,  2, . .  .,/>;  Ar  =  m -h/?  4-1, . . .,  m-4- n). 

D'ailleurs,  cp/  étant  une  intégrale,  B^^/ =  p}  sera  également 
une  intégrale.  Si  nous  admettons  que  nous  ayons  tiré  tout  le 
parti  possible  des  procédés  ci-dessus  indiqués,  cette  inté- 
grale ne  sera  pas  nouvelle,  mais  se  réduira  à  une  fonction  de 

Posons,  pour  abréger. 


I 


P!|i  =  ^^ 


et  supposons  que,  parmi  ces  expressions,  il  y  en  ait  q  qui 
soient  linéairement  distinctes,  à  savoir  A',  . . .,  A?. 
Les  suivantes  A^+* ,  . . .  seront  de  la  forme 

a^+i*=y1iA'-^----ht5A^ 

les  coefficients  y  étant  des  fonctions  des  ^,  et  par  suite  étant 
des  intégrales. 
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Cela  posé,  on  aura  évidemment 

Dv-tf  étant  une  nouvelle  transformation  infinitésimale,  qui  se 
réduit  à  la  forme  plus  simple 


D.,=^^ÇÏ 


ÔJCi 


Admettons  que,  parmi  les  transformations  de  cette  sorte 
ainsi  déterminées,  il  y  en  ait  r  linéairement  distinctes  D'cp, . . . , 

Toutes  les  autres  seront  de  la  forme 

où  les  quantités  ei^  • .  ^  ^r  devront  être  des  intégrales,  et  par 
suite  des  fonctions  de  <pi ,  . . .,  <fp. 

Réciproquement,  toute  expression  de  cette  forme  repré- 
sentera une  transformation  infinitésimale  du  système  S. 

En  particulier,  les  transformations 

(D'ç,D^o) 
ne  contenant  pas  dans  leur  expression  les  dérivées  -~-  »  •  -«^ 
T^>  devront  être  de  cette  forme. 

76.  Cela  posé,  deux  cas  pourront  se  présenter  : 
I®  Si  jD  +  r  <^  71,  les  équations 

entre  les  m -h  w — p  variables  ^,,  . . . ,  Xm^  Xm+/»+o  •  •  •>  J^m+w 
(<pi,  . . .,  cp^  étant  traités  comme  des  paramètres)  forment  un 
système  complet,  en  vertu  des  relations 

(X'cp,X*cp)  =  o,     (D'>,X*(p)  =  o, 
Ce  système  admettra  donc  n—'p  —  r  intégrales,  ç^^, ,  . . . , 
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©ji-rj  quî  sont  évidemment  celles  des  intégrales  du  système  S 
qui  ne  sont  pas  altérées  par  les  transformations  D'<p, ...,  D'*'^. 
Lorsqu'on  les  aura  trouvées  (par  l'intégration  d'un  système 
de  n  — p  —  r  équations  différentielles  ordinaires),  les  r  in- 
tégrales encore  inconnues  dépendront  de  l'intégration  d'un 
second  système  de  r  équations  différentielles. 

L'avantage  obtenu  dans  ce  cas  consistera  donc  à  décom- 
poser en  deux  le  problème  de  la  recherche  des  intégrales 

'ip-k-^'i  •••>?«  encore  inconnues. 

a°  Si  p  -{-  r  =  riy  la  connaissance  des  transformations 
D'ç,  ... .,  D''(p  fournira  un  multiplicateur  du  système. 

Soit,  en  effet, 

D^<p=r\    li-A-     (Ar  =  m-4-/?-hi,  ...,m4-/i), 

et  désignons  par  A  le  déterminant  des  coefficients  ;5t;  par  J 
le  jacobien  des  intégrales  inconnues  f^+i,  ...,  ^n  par  rapport 
aux  variables  Xk- 

Formons  le  produit  AJ  par  la  règle  connue  ;  on  obtiendra 
un  nouveau  déterminant  I,  dont  les  éléments  sont  les  quan- 
tités D'ça»  Or  ces  expressions  sont  des  intégrales;  donc  -r 
sera  une  intégrale  ;  d'autre  part,  J  est  un  multiplicateur  ; 
donc  Y  sera  également  un  multiplicateur. 

Or  cette  quantité  est  égale  à  --9  quantité  connue. 

V.  —  Étude  directe  des  intégrales. 

77.  Les  méthodes  que  nous  avons  exposées  jusqu'à  présent 
avaient  pour  but  de  trouver  l'intégrale  générale  des  équations 
différentielles.  Mais  elles  ne  réussissent,  comme  on  l'a  vu, 
que  dans  des  cas  fort  limités,  et  nous  ne  pouvons  même  as- 
surer que  l'intégrale  cherchée  existe  en  général,  car  son  exi- 
stence a  été  admise  sans  démonstration. 

Il  est  donc  nécessaire  de  reprendre  le  problème  de  l'inté- 
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<r 


ration,  en  le  précisant,  de  manière  à  le  rendre  déterminé. 
La  question  ainsi  posée  peut  se  formuler  ainsi  : 

I®  Étant  donné  un  système  adéquations  différentielles 
normales 

démontrer  qu^  il  existe  y  en  général,  un  système  unique  de 
fonctions  y  ^  z^  . ..  jouissant  de  la  double  propriété  de  sa- 
tisfaire à  ces  équations,  et  de  prendre  respectivement  des 
valeurs  données  y  ^^  Zq,  ...  pour  une  valeur  donnée  Xo  de  la 
variable  indépendante  ; 

a"  Donner  une  méthode  qui  permette  de  calculer,  avec 
telle  approximation  qu^on  voudra,  la  valeur  de  ces  fonc- 
tions pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x; 

3**  Enfin,  discuter  les  cas  d'exception  où  les  résultats 
établis  se  trouvent  en  défaut. 

78.  Nous  nous  bornerons,  pour  abréger  l'écriture,  au  cas 
de  deux  équations  simultanées 

Admettons  que  (^o>  J'o»  '^o)  soit  un  point  ordinaire  poul- 
ies fonctions  /  et  cp  lorsqu'on  y  traite  x^  y,  z  comme  des  va- 
riables indépendantes.  On  pourra,  par  définition,  tracer 
autour  de  Xoy  yo7  ^o  des  contours  fermés  K,  K',  K'',  tels  que 
/,  ç,  et  leurs  dérivées  partielles  restent  monodromes  et  con- 
tinues, tant  que  x,  r,  z  ne  sortiront  pas  de  ces  contours. 

Soient 

dy  d!,  cF' les  distances  minima  des  points  Xq^  yoj  ^o  à  K, 

K',  K^ 
S,  S',  S''  les  périmètres  de  ces  contours; 
M  une  limite  supérieure  du  module  de  /et  de  f,  lorsque  :r, 

r,  z  décrivent  respectivement  ces  contours. 
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On  pourra  écrire 

?(^> 7,  -)  =y  /-'flt?r(-^  —  •^o)*(.v  —  Vo)?(5  -  -  5o)Y, 

ces  développements  restant  convergents  tant  que  les  modules 
de  X  —  Xqj  y — y^^  z  —  Zq  resteront  inférieurs  à  rf,  rf',  (t'. 
D'ailleurs 


a«ftv=::: 


et  l'on  aura  (t.  II,  n*»  300) 

.MSS'S'  ï 

et,  a  fortiori  y 

_        N 

niod  flr23v  7 j 

en  désignant  par  r  la  plus  petite  des  quantités  d,  cT,  (f'',  el 
posant,  pour  abréger, 

—■ r-  — ^• 

On  obtiendrait  la  même  limite  pour  le  module  de  ^a^y. 

Soient  enfln  x^  -{-  h,  y^-^  k^  z^-^  l  des  points  assez  voi- 
sins de  ^o?^Oî  ^0  pour  que  les  droites  qui  les  joignent  à  ces 
derniers  points  soient  respectivement  comprises  dans  Tinté- 
rieur  des  contours  K,  K',  R'^,  et  soient  8,  8',  8''  les  plus  courtes 
distances  de  ces  droites  à  ces  contours;  on  aura 

/  mod[/(xo  -f-  /i,  7o  -f-  Xr,  -0  -^  0  —  /(  J?o»  Vc  -0)] 

^  /( J^O  -»-  f^^y  Jo  -J-  kty  Z^-^  It)  dt 


0 


0 

_  /mod/i        modA:       mod/\     N 


(modA        modA:    ^    mod/\     IN 


8" 
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79.  Ces  préliminaires  posés,  cherchons  à  déterminer  des 
fonctions  j^,  z  qui  satisfassent  aux  équations  données 

et  qui,  pour  a:  =  a:©,  se  réduisent  respectivement  à^o  4-  ^  et 
k  Za  -\-  ly  k  el  l  désignant  des  constantes  très  petites. 
Nous  poserons,  à  cet  effet, 

jv-r.---X-f-^cx,v(^-^,)X/:./v|^^     =,,.,....00), 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (3),  dévelop- 
pons le  second  membre  suivant  les  puissances  de  x  —  Xq^ 
A",  /,  et  égalons  les  coefficients  du  terme  général;  il  viendra 

(X  -f-  i)cx^.,,^,v=  F,     (X  -h  i)é/x+i,pi,v  =  *, 

F  et  ^  étant  des  polynômes  à  coefficients  positifs^  formés 
avec  ceux  des  coefficients  a,  b,  c,  d^  où  la  somme  des  indices 
ne  surpasse  pas  X  -4-  [jl  -h  v. 

Les  équations  précédentes  déterminent,  successivement  et 
sans  ambiguïté,  les  coefficients  c  et  d;  ils  seront  donnés  par 
des  expressions  de  la  forme 

Fxpiv  et  <E>Xjiv  étant  des  polynômes  à  coefficients  positifs,  for- 
més avec  les  quantités  a,  6. 

Les  expressions  (4),  où  les  coefficients  c,  d  seront  déter- 
minés par  les  équations  (5),  satisfont  évidemment  aux  con- 
ditions du  problème.  Si  l'on  y  groupe  ensemble  les  termes 
affectés  des  mêmes  puissances  de  k  et  de  /,  on  obtiendra  un 
résultat  de  la  forme 

r-ro=^Sj,vA-î^^S     z- ZorJ^T^.,kV't\ 
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Sjiv  et  Tjiv  étant  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  puis- 
sances de  X  —  4^0  • 

ELn  supprimant  dans  les  expressions  précédentes  les  termes 
qui  dépendent  de  k  et  de  /,  il  viendra 

et  il  est  clair  :  i°  que  ces  équations  donnent  un  système  d'in- 
tégrales qui  se  réduisent  à  j^oy  ^o  pour  x=Xo\  2**  qu'on 
aura 

80»  La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  suppose  évi- 
demment que  les  séries  sur  lesquelles  nous  opérons  sont 
absolument  convergentes.  Nous  allons  vérifier  qu'il  en  est 
ainsi  tant  que  k,  Ij  œ  —  Xq  seront  suffisamment  petits. 

Remplaçons,  en  effet,  dans  les  séries  (4)  chacun  des  coef- 

N  .    . 

ficients  aapy,  fcapy  par  la  quantité  ^ i'  limite  supérieure 

de  son  module,  et  les  quantités  Ar,  /  par  une  même  quantité 
nty  dont  le  module  soit  au  moins  égal  à  mod  Ar  et  à  mod  /.  Nous 
obtiendrons  de  nouvelles  séries,  à  coefficients  positifs,  et 
dont  chaque  terme  aura  un  module  au  moins  égal  à  celui  du 
terme  correspondant  des  séries  primitives.  Celles-ci  seront 
donc  absolument  convergentes  si  les  nouvelles  séries  le  sont. 
Mais  ces  séries  sont  évidemment  celles  que  l'on  obtiendrait 
si  l'on  cherchait  à  déterminer  des  fonctions  Y,  Z,  qui  se  ré- 
duisent à  ^0  -f-  'W,  Zo'-{-  m  pour  x  =  Xq^  et  qui  satisfassent 
aux  équations  difl^érentielles 

) N 

(6)    J^        -  [r  -  (o^  -  a:,)][r  -  yY  -  y,)][r  -  i^Z  -z^iy 

dL N  

\dx~  \r—^x  -^)j]7~iY^^;7j"[7~Z  ^1^)]  ■ 
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Or  on  peut  intégrer  directement  ces  équations  et  s'as- 
surer que  ces  fonctions  Y,  Z  existent,  et  sont  développables 
en  séries  convergentes  quand  m  et  j;  — x^  sont  suffisamment 
petits. 

On  en  déduit,  en  effet, 

dl  —  dY, 
et,  en  intégrant  de  Xq  à  x, 

Z  — 5o  — Y  — Jo- 
Substituant  dans  la  première  équation,  il  vient 

dY N 

dx  —  [r—^x  —  xo)]  [r  —  (Y  —  Xo)J* 

ou,  en  séparant  les  variables  et  intégrant  de  Xq  à  or, 

i['--(Y-7o)]'-i(r-m)»=Nlog('i-:^^), 
et  enfin 


(7)    Y-7o-r-yj/cr-m)^-h3Nlog(^i-^-:^V 

La  fonction  de  m  et  de  ^  —  Xq  ainsi  définie  n'a  évidem- 
ment de  points  critiques  que  ceux  pour  lesquels  on  aurait 


\Â/  ''~~  tCn 


I =1  o,     d'où     X  —  Xti^=^  r 

r 

ou 

{^r-my-^  SNlog^i-  ^-')=o, 

d'où 

_  <^'  —  *">* 
X  —  Xfi^:^  r  ~  re       ^^     . 

Si  donc  on  assujettit  m  et  :r  —  x^  aux  conditions  suivantes 
(oii  q  désigne  une  quantité  positive  <  r) 

modm  f  7, 

mod(j7  —  x^)  <  r  —  re       «^    , 

Y  —  ^0  restant  monodrome  et  continu  pour  tous  les  sys- 
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tèmes  de  valeurs  considérés,  sera  développable  en  une  série 
procédant  suivant  les  puissances  de  m  et  de  x  —  Xo  et  con- 
vei^ente  dans  les  limites  ci-dessus. 

Cette  série  se  déduirait  d'ailleurs  de  la  série  (4),  qui  donne 
jr — jr^^  en  remplaçant  A",  /  par  m  et  les  coefficients  c\^y,  par 
une  limite  supérieure  de  leurs  modules.  On  obtiendra  une 
limite  sapérieure  de  la  somme  des  modules  de  ses  termes, 
et  a  fortiori  une  limite  supérieure  du  module  de  y  — /oj  d 
remplaçant  m  par  q^  et  x  —  Xq  par  son  module  dans  la  série, 
ou  dans  l'expression  équivalente  (7).  Donc 

mod(y-y,)^r-^{r-qY  +  3Nlog^i-'^^^^^P^']^, 

et  Ton  obtiendra  la  même  limite  pour  le  module  de  z  —  Zq. 
Si  nous  supposons  maintenant  que  q  tende  vers  zéro,  la 
limite  du  module  de  x  —  Xq,  en  deçà  de  laquelle  la  conver- 
gence est  assurée,  tendra  vers  la  quantité  fixe 

r—  re    •-'*, 

que  nous  désignerons  par  p.  Et,  si  mod(^  —  x^)  est  assujetti 
à  rester  <C]  p  —  8,  S  étant  une  quantité  positive  quelconque, 
moàijy  — jKo)  et  moA{z  —  Zq)  resteront  constamment  moin- 
dres que  r  —  s,  e  étant  une  quantité  positive,  déterminée  par 
la  relation 


e 


=ry^r»+3Nlog(^i-P-^j 


Nous  obtenons  donc,  comme  conséquence  de  toute  cette 
analyse,  le  théorème  suivant  : 

Les  équations  (i)  admettent  un  système  dHntégrales  y^ 
z  qui  se  réduisent  ày^,  Zq  pour  x  =  Xq^  Ces  intégrales  et 
leurs  dérivées  successives  par  rapport  aux  paramètres  y  q^ 
Zqj  sont  développables  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x  —  ^r©,  en  séries  convergentes,  tant  que  le 
module  de  x  —  jc©  sera  moindre  que  la  quantité  fixe 


j=ir\i  —  e   '^j. 
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Enfiriy  si  ce  module  reste  inférieur  à  p — 8,  les  modules  de 
y — ^0  ^^  d^  ^  —  ^0  resteront  inférieurs  àr  —  e,  e  étant 
une  quantité  positive  y  dépendante  de  8. 

81.  Le  système  d'intégrales  que  nous  venons  de  trouver  est 
le  seul  qui  satisfasse  aux  conditions  proposées.  Soit,  en  effet, 
JK -+- ^  > -5 -f- Ç  un  autre  système  d'intégrales  qui  jouisse  de 
cette  propriété.  Nous  allons  prouver  que  yj  et  Ç  sont  nuls, 
non  seulement  pour  la  valeur  initiale  a;  =  ^o,  mais  pour 
toutes  les  valeurs  de  ^  —  j?o>  dont  le  module  est  <  p. 

On  a,  en  effet,  par  hypothèse, 

dv       ^,  .  dz         .  . 

d(Y-^fï)        -,  KN       d(z-^Z.) 

d'où 

(8)  i  ^ 

^  =  ?('2:^,  7  +  T^o  -3  ^-  ^^  —  ?(^,  r,  5). 

Supposons  le  module  de  x  —  x^  assujetti  à  rester  <^p  —  8  ; 
on  aura 

mod(7—  >'o)  <  r—  e,     mod(c—  z^)<ir  —  t\ 

donc,  tant  qu'on  aura 

modTj  <;  6  —  8',     modÇ<^e — 8', 

8^  étant  une  quantité  choisie  à  volonté  au-dessous  de  e,  les 
modules  des  quantités  x  —  Xo,  y  —  7oj  ^  —  ^o»  JK  +  ^  — y^y 
5  -+-  Ç  —  ^0  seront  <[  r,  et  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (8)  resteront  continus.  Donc  les  fonctions  7\  et  Ç,  dont 
ils  sont  les  dérivées,  seront  elles-mêmes  continues. 

Mais,  d^autre  part,  le  point  x  est  à  une  distance  du  con- 
tour K  au  moins  égale  à  r  —  p  +  8,  et  les  droites  qui  joi- 
gnent le  point  y  au  point  y  -^r^  et  le  point  z  au  point  z-\-X^ 
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sont  partout  à  une  distance  des  contours  K'  et  K^^  au  moins 
égale  à  o'.  On  aura  donc  (78) 

moddri  :=:mod[/(a?,  J-Htq,  «-h  Ç)  —  f{x^y,  z)\dx 

_  modri -4- modÇ  ^ds  _    ,        ,  ,w.    , 

-  ^, (TH-^-ëygr,  <  «(modri  +  moda  ds, 

a  désignant  une  constante  fixe,  et  ds  rélément  de  la  courbe 
décrite  par  x. 

On  trouvera  de  même 

mod<fî^a(modr,  -h  vaoàX^^ds. 

Cela  posé,  soit  u  la  valeur  maximum  de  mod?)  +  mod^^, 
lorsque  l'arc  décrit  par  x  varie  de  o  à  5.  Ce  sera  une  fonction 
de  J,  positive  et  non  décroissante,  dont  l'accroissement  du 
correspondant  au  changement  de  5  en  ^  +  <^^  satisfait  à  l'iné- 
galité 

du^moàd  modri  -h  modd/modÇ 

^mod[mod(T)  4-  rfij)  —  modrj-h  mod[mod(î-t-û^î)  —  modÇ] 
^modrfïi  -H'  mod<iÇ^2a(modT,  -h  modî)  ds 
^2au  ds. 

D'ailleurs  pour  s=o,  on  a  tj  =:  Ç  =  o,  d'où  u  =  o. 

On  aura  donc  u^v^v  désignant  une  fonction  de  s  qui  s'an- 
nule pour  5  =  o  et  satisfasse  à  l'équation 

f/ç»  =  loLv  ds. 

Or  cette  équation  a  pour  intégrale  générale 

v  —  Ce'^^', 

et  la  valeur  initiale  de  v  étant  nulle,  on  aura  C  =  o,  d'où 
V  =  o.  Donc  a  =  o. 

Les  fonctions  7],  Ç  restent  donc  constamment  nulles,  tant 
qu'elles  sont  continues  et  que  leur  module  est  <;  s  —  8'.  Mais, 
d'autre  part,  elles  ne  peuvent  devenir  discontinues  tant  que 
celte  valeur  n'est  pas  atteinte.  Donc  elles  restent  toujours 
nulles,  tant  que  niod(^  —  ^q)  <i^  —  5,  quelque  petite  que 
soit  d'ailleurs  la  constante  S. 
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82.  Nous  avons  démontré  qu'il  existe  un  système  unique 
iïiniégTBles  y,  Zj  satisfaisant  aux  conditions  du  problème; 
ces  fonctions  nous  sont  données  sous  forme  de  séries,  qui 
les  déterminent  complètement  dans  l'intérieur  de  leur  cercle 
de  convergence.  Mais,  si  la  région  de  convergence  n'embrasse 
pas  le  plan  tout  entier,  de  nouvelles  recherches  sont  néces- 
saires pour  déterminer  les  valeurs  de  ^,  z  correisponklan  t 
aux  valeurs  de  x  situées  au  delà  de  ce  cercle. 

Remarquons  tout  d'abord  que  les  contours  K,  K',  K'',  dont 
nous  nous  sommes  servis  pour  déterminer  le  rayon  p  du 
cercle  où  la  convergence  est  certaine,  peuvent  être  choisis 
d'une  infinité  de  manières.  A  chacune  d'elles  correspond  une 
valeur  de  p.  Si,  parmi  ces  valeurs,  il  en  est  qui  surpassent 
toute  limite,  les  séries  seront  toujours  convergentes.  Dans  le 
cas  contraire,  on  pourra  déterminer  (*)  une  quantité  Ro,  telle 
que,  par  un  choix  de  contours  convenable,  p  puisse  prendre 
une  valeur  >-  Ro  —  e,  e  étant  aussi  petit  qu'on  voudra,  mais 
ne  puisse  prendre  aucune  valeur  >  R©. 

Soita?i,^i,  Zi  un  système  quelconque  de  valeurs  des  va- 
riables, tel  que  Xi  — Xq,  y\  — ^oj  ^i  —  -s©  aient  leurs  modules 
<;  Ro  ;  ce  sera  un  point  ordinaire  pour  les  fonctions  /  et  <p. 
On  peut,  en  effet,  déterminer  des  contours  K,  K',  K'',  tels  que 
la  valeur  correspondante  de  p 


pz=  r  —  re 


3N 


soit  I>  Rq  —  e  ;  et  le  module  de  x^  —  Xq  étant  <  Ro,  qui  dif- 
fère infiniment  peu  de  p,  lequel  est  <C  r,  sera  lui-même 
<^/*.  Donc  X\  —  Xq  est  dans  l'intérieur  du  contour  K;  de 
même,  y^  —  ^0,  z^  —  Zq  sont  dans  l'intérieur  de  K'  et  de  K"; 
donc  ^0  J^«)  ^\  est  bien  un  point  ordinaire. 

De  plus,  si  les  modules  de  x^  —  Xq,  y\  — y^^  z^  —  Zq  sont 
inférieurs  à  une  quantité  infiniment  petite  S,  les  distances  des 
points  ^4,  jv'm  -^i  à  K,  K',  K''  seront  au  moins  égales  à  r  —  S. 

Le  rayon  de  convergence  analogue  à  p,  pris  par  rapport  à 

(')   Voir  la  Noie  à  la  fin  du  Volume. 
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^t>  yu  ^*j  ^^  partant  des  contours  K,  K',  K'',  sera  donc  au 
moins  égal  à  la  quantité 

laquelle  diffère  infiniment  peu  de  p,  qui  lui-même  diffère  in- 
finiment peu  de  Rq.  La  quantité  R|,  définie  pour  le  point  j?i, 
yty  Zt  comme  Rq  pour  le  point  x^jJ^q^Zq,  ne  pourra  donc 
être  inférieure  à  Rq  que  d'une  quantité  infiniment  petite. 
Mais  on  verra  de  même  que  Ro  ne  peut  être  inférieur  à  Ri 
(|ue  d'une  quantité  infiniment  petite.  Donc  R|  —  Rq  est  un 
infiniment  petit. 

Il  résulte  de  là  que  la  quantité  Ro,  considérée  comme  fonc- 
tion de  ^oy^o>  ^oj  varie  d'une  manière  continue,  lorsque  ces 
quantités  varient  elles-mêmes  de  telle  sorte  que  le  système 
de  leurs  valeurs  représente  toujours  un  point  ordinaire  des 
fonctions  /  et  cp. 

83.  Cela  posé,  admettons  que  x,  partant  de  la  valeur  ini- 
tiale Xo,  se  déplace  suivant  une  ligne  quelconque  L,  allant  de 
Xq  à  un  autre  point  X.  Tant  qu'il  restera  dans  un  cercle  de 
rayon  R©  décrit  autour  de  Xo  comme  centre,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  j'et  de  z  seront  données  par  des  séries  sûre- 
ment convergentes.  Si  donc  L  ne  sortait  pas  du  cercle^  on 
connaîtrait  y  et  z  en  chacun  de  ses  points. 

Dans  le  cas  contraire,  nous  prendrons,  sur  la  portion  de  L 
qui  est  encore  intérieure  au  cercle,  un  point  arbitraire  Xty 
dont  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  dis- 
lance au  centre  soit  au  moins  égale  à  OR©,  0  étant  une  quan- 
tité fixe  comprise  entre  o  et  i . 

Nous  connaissons,  par  ce  qui  précède,  les  valeurs  de  y,  z 
sur  tous  les  points  de  l'arc  XoXtj  et  notamment  leurs  valeurs 
jy^j  Zt  pour  le  point  x^  Ces  dernières  valeurs,  jointes  à  la 
condition  de  satisfaire  aux  équations  différentielles,  détermi- 
nent complètement  ces  fonctions.  On  pourra  les  représenter 
par  des  séries,  procédant  suivant  les  puissances  de  x  —  x^ 
et  convergentes  dans  un  cercle  de  rayon  R, . 

J.  —  Cours,  III.  7 
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Si  la  ligne  x^  X  sort  de  ce  nouveau  cercle,  nous  prendrons 
sur  la  portion  de  cette  ligne  qui  est  intérieure  au  cercle  un 
point  X2,  dont  la  distance  à  J7|  soit  au  moins  égale  h  dRf.  On 
connaîtra^  et  z  sur  l'arc  jTi  J^j. 

Continuant  ainsi,  on  déterminera  les  valeurs  de  ces  fonc- 
tions sur  une  série  d'arcs  successifs  XoXt,  x^Xn-,  x^x^^  . . . . 
Si  Ton  arrive  ainsi  jusqu'à  l'extrémité  de  L,  on  aura  résolu  le 
problème  d'étudier  les  variations  de  j>',  z  le  long  de  cette 
ligne.  Mais  il  peut  arriver  que  les  points  jr<,  x^,  . . .  conver- 
gent vers  un  point  déterminé  Ç  de  cette  ligne,  au  lieu  d'at- 
teindre son  extrémité. 

Supposons  que  cette  circonstance  se  présente,  on  pourra 
calculer,  en  chacun  des  points  x^^  x^,  ...,  Xm^  .••?  les  va- 
leurs correspondantes  de  y,  z  et  des  fonctions  /{x^y^  z). 

Si  ces  dernières  fonctions  convergent  vers  une  limite  finie 
et  déterminée  pour  m  =  oo  ,  il  en  sera  de  même  dey  et  de  :?, 
dont  elles  sont  les  dérivées.  Soient  tj,  Çles  valeurs  limites  de  )• 
et  de  z.  Le  point  (Ç,  r^^  Ç)  sera  critique  pour  Tune  au  moins  des 
deux  fonctions/et  <p.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  la  limite  R 
du  rayon  de  convergence  certaine  aurait  en  ce  point  une  valeur 
différente  de  zéro.  Cela  est  impossible;  soient,  en  effet,  ar^,, 
^m+i  deux  points  consécutifs  de  la  suite  Xq,  x^^x^^  ...;^v„, 
Zm  et  ym+u  Zm+\  les  valeurs  coirespondantes  Ae  y^  z\  enfin, 
R;,4  le  rayon  de  convergence  certaine  pour  Xmy  ymi  ^m-  En 
prenant  m  infiniment  grand,  les  différences  Xm  —  5,  ^»i+i  —  i? 
Vm  —  riy  ym+\  —  'n,  ^m  —  Ky  ^m+i  —  K  auront  leurs  modules 
moindres  que  toute  quantité  donnée  s,  et  l'on  aura,  en  con- 
séquence, 

R/n  >  R  —  s'» 

e'  étant  infiniment  petit.  Mais,  d'autre  part,  on  a 
eR;,.  =  mod(a:,„+i  —  x„,)  =  mod{x^^i  —  5)  -t-  mod($  —  x,„) 


Donc 


^  2£. 


Rî^«.+^'=j  + 
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La  quantité  fixe  R  serait  plus  petite  que  toute  quantité 
donnée,  ce  qui  est  absurde. 

84.  Le  procédé  que  nous  avons  indiqué  permet  donc  de 
déterminer,  de  proche  en  proche,  les  valeurs  de  ^',  ;:  en  tous 
les  points  de  la  ligne  L,  et  enfin  leurs  valeurs  finales  Y,  Z  à 
l'extrémité  X  de  cette  ligne,  et  ne  pourra  jamais  se  trouver 
en  défaut,  tant  que  les  systèmes  successifs  de  valeurs  simul- 
tanées obtenus  pour  les  variables  x^  >',  z  seront  des  points 
ordinaires  pour  les  fonctions  /  et  (p. 

La  méthode  qui  précède  est  toutefois  peu  satisfaisante  au 
point  de  vue  du  calcul  numérique.  En  effet,  chacune  des  va- 
leurs successives ^4,  z^^  y^i  ^2j  •••  ^^îoC,  pour  sa  détermina- 
tion, un  développement  en  série,  puis  la  sommation  de  cette 
série,  opération  compliquée  et  dont  le  résultat  ne  peut  s'ob- 
tenir en  général  exactement.  Or  chaque  erreur  commise  sur 
Tune  de  ces  quantités  influe  sur  toute  la  suite  des  calculs. 
11  faudra  donc  opérer  avec  une  grande  approximation,  sous 
])eine  d'altérer  beaucoup  le  résultat  final. 

80.  La  méthode  dite  des  quadratures,  que  nous  allons 
exposer,  est  sujette  à  ce  même  inconvénient,  mais  donne  lieu 
à  des  calculs  plus  faciles.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Marquons  sur  la  ligne  L  une  série  de  points  x^^  x^^  ...,  Xm 
intermédiaires  entre  Xq  et  X,  et  suffisamment  voisins  les 
uns  des  autres;  puis,  déterminons  deux  séries  de  quantités 
.'^'^ya»  •••i7m»  Y'  et  5^,52,...,  5'^,.Z'  par  les  relations 

Y       —  y  m  ^=^  /(  ^m  )  y  m  >  ^m  )  (  ^        —  -^m  )  » 
-/fl— -/    ==?(-^i»    y'h    ^'i)    (-3^^4-1—  z-i), 
^       —  -^/n  ^=  ^{^m)  ymy  ^m)  (^        —  '^m)  ] 

Y'  et  7/  seront  des  valeurs  approchées  de  Y,  Z,  et  l'erreur 
commise  tendra  vers  zéro  à  mesure  que  l'on  multipliera  les 
points  intermédiaires. 
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86.  Nous  justifierons  celle  méthode  en  cherchant  une 
limite  supérieure  de  Terreur  commise. 

Considérons,  à  cet  effet,  deux  variables  j^  et  z'  égales  à  j'o 
et  à  ;>o  pour  x-=.Xti  et  définies,  en  tout  autre  point  de  la 
ligne  L,  parles  relations 

y'  —  y'i  —  /(  ^h  y'h  -/)  (  ^  —  ^/  ) , 

z  Cj  zrz  ç  (^/,  y-^  Zi)  {X  —  Xi)^ 

OÙ  Xi  désigne  celui  des  points  de  la  suite  Xq,  .,,^  Xm  qui  pré- 
cède immédiatement  le  point  x.  Il  est  clair  que,  pour  x  =  jTi  , 
^2,  •••7  X,  on  aura 

Soit  u  la  valeur  maximum  de  l'expression 

mod(  j'  —  y)  +  mod(5'  —  z) 

sur  Tare  de  L  compris  entre  Xq  et  x.  On  aura,  en  changeant 
X  en  X  '\-  dx^ 

du^  v[ioôid{y' —  y)  -H  v[\oàd{z'  —  z). 

Or  on  a  évidemment 

df  =  f{^h  fi,  ^'i)  dx,     dy  —/{x,  y,  z)  dx, 
dz'  =  o{Xi,  y'i,  z'i)  dx,     dzz=io{x,y,  z)dx. 

Donc 

idu-  mod[/{Xiy  y't,  z'i)  —  /{x,  y,  z)]ds 

mod[^{Xi,y'i,z'i)—^{x,y,z)]ds, 


ds  désignant  l'élément  d'arc  décrit  par  x. 

Cela  posé,  soit  x  un  point  quelconque  de  la  ligne  L.  Celte 
valeur,  associée  aux  valeurs  correspondantes  des  variables^,  :;, 
donne,  par  hypothèse,  un  point  ordinaire  des  fonctions/  et  cp. 

On  peut  donc  déterminer  un  rayon  r  tel  que  les  fonc- 
tions /(Ç,'^!,  Ç)i  f  (i>T^)  Ç)  restent  continues  et  monodromes 
tant  que  les  modules  de  \  —  x,  tj  — jk,  Î^  —  z  restent  <|  r. 
Si  X  se  déplace  sur  L,  cette  quantité  r  variant  d'une  manière 
continue,  sans  jamais  s'annuler,  restera  toujours  supérieure 
à  une  quantité  fixe  p. 
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Soit  d'ailleurs  M  la  valeur  maximum  du  module  des  fonc- 
tions y  et  o  lorsque  $,  tj,  Ç  décrivent  des  cercles  de  rayon  p 
autour  des  points  j:,  r,  z.  On  aura  (t.  II,  n°  300) 

mod/(j7,  j,  z)  =  M,     modcp(x,  r,  z)  =  M. 

En  outre,  si  les  points  ^/,  j>')-,  z^  sont  situés  respective- 
ment dans  ces  cercles,  on  aura,  diaprés  la  formule  (2)  du 
n°  78,  en  désignant  par  S,  8\  8"  leurs  dislances  respectives  à 
ces  cercles, 

i   mod[/(.r,-,  r;.,  z'i)—/{x,y,  z)] 
(10)  <         rmod(a:,  —  ,r)       mod(r',-- k)       mod(^/  — ^)1     N 

N  étant  égal  à  —7--\-  =  Mp^  et,  par  suite,  <!  j^-p^,  |a  dési- 
gnant la  limite  supérieure  des  diverses  valeurs  que  prend  M 
lorsque  x  décrit  la  ligne  L. 

On  obtiendra  évidemment  la  même  limite  supérieure  pour 
le  module  de  la  différence 

87.  Gela  posé,  soit  /la  longueur  du  plus  grand  des  arcs  par- 
tiels XoXi,  ^1 0:2, . . .  dans  lesquels  on  a  décomposé  la  ligne  L. 
Admettons  qu'elle  ait  été  choisie  assez  petite  pour  qu'on  ait 

p  — />m,     p  — |x/>/n, 

m  étant  une  quantité  positive  fixe.  Nous  pourrons  trouver 
aisément  une  limite  supérieure  de  du,  valable  tant  que  u 
sera  ^/n  —  /i,  n  étant  une  quantité  positive  choisie  arbitrai- 
rement au-dessous  de  m.  On  a  en  effet 

mod(j?/  —  ic)  ^  arc  ^1 .37^  arc  07^,37 1-4.,^  /, 
5=  p  —  mod(Xi —  jt)  >  rn>  n. 

D'autre  part, 

mod(/,.  — 7)  =  mod  /    Ax,y,  z)  dx=  j  M  ds  =  \i.l 
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(c/s  désignant  rélément  de  l'arc  de  la  ligne  L)  et,  par  suite, 

mod(j;.  — j)=mod(7;  — j,.)4-mod(//  — /) 

<[mod(7;.  — j,)-hmod(w;  — 5/)]-f-mod(7,— j) 

ù'~r  —  u  —  {x/^m  —  u^n. 
On  trouvera  de  même 

mod  {z'i  —  z)  :u  -h  [kI,     o"  J  w . 

Substituons  ces  valeurs,  ainsi  que  la  limite  supérieure  de  N, 
dans  la  formule  (lo);  il  viendra 


n 
On  aura  la  même  limite  pour  le  module  de 

Substituant  dans  la  formule  (9),  il  viendra 

et,  comme  u  s'annule  pour  s  =  0,  on  aura 

ç  étant  une  fonction  de  s  s'annulant  pour  5  =  o  et  défînie  par 

l'équation 

,  (/-+-2('-H  21x1)2  ix;J   , 

ar  = r— ^ -^  as. 

n* 

Cette  équation  a  pour  intégrale  générale 

log(  ^'H /]  =  -^^  s-HConst. 

ou 
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Posant  5  =  o,  i^  =  o,  il  viendra 

2 

et,  par  suite, 

2 

Cette  expression  est  une  limite  supérieure  de  la  somme  u 
des  modules  des  erreurs  commises  sur^  et  surz,  tant  qu'elle 
sera  plus  petite  que  m  —  n.  Or  sa  plus  grande  valeur  V  s'ob- 
tient évidemment  en  posant  5  =  S,  S  désignant  la  longueur 
totale  de  la  ligne  d'intégration  ;  et,  en  prenant  /  assez  petit,  on 
pourra  la  faire  décroître  indéfiniment.  Donc  j^  et  z'  tendront 
bien  vers  y  el  z  tout  le  long  de  L,  si  /  décroît  indéfiniment. 

La  formule  précédente  montre  toutefois  combien  la  mé- 
thode est  imparfaite;  car  Tare  S  figure  sous  une  exponen- 
tielle dans  l'expression  de  Terreur  à  craindre.  Pour  peu  que 
le  champ  d'intégration  soit  étendu,  il  faudra  donc  multiplier 
beaucoup  les  points  de  division  X|,  X3,  . . .  pour  obtenir  une 
approximation  suffisante. 

88.  On  a  souvent  avantage  à  transformer  les  équations  dif- 
férentielles proposées  par  un  changement  de  variables,  avant 
de  recourir  aux  quadratures.  Ce  procédé  constitue  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes,  dont  nous  allons  indiquer  le 
principe. 

Soient 

(il)  ^::^M-haN,      ^i=zM'-haN' 

deux  équations  diflFérentielles  simultanées,  où  M,  M',  N,  N 
sont  des  fonctions  de  x,  j^,  z  et  cl  une  constante  très  petite. 
Proposons-nous  de  trouver  un  système  d'intégrales  y,  z  se 
réduisant  à  ^o>  ^0  pour  x  =  ûCq. 

Si  l'on  négligeait  les  termes  en  a,  les  équations  se  rédui- 
raient à 
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Supposons  qu'on  puisse  déterminer,  par  un  procédé  quel- 
conque, une  intégrale  générale  de  ces  deux  équations,  repré- 
sentée par  deux  équations 

('3)  y  —  A7,c,c'),     z  —  ^{x,c,c'). 

Le  système  d'intégrales  particulières  des  équations  (12) 
qui,  pour  x  =^Xq^  se  réduisent  à  y^^  Zq  sera  fourni  par  ces 
équations,  en  y  donnant  à  c,  c'  les  valeurs  Co,  c^  qui  se 
déduisent  des  équations 

Le  système  des  intégrales  particulières  des  équations  (11) 
qu'on  demande  de  trouver  pourra  de  même  être  représenté 
par  les  équations  (i3),  à  la  condition  d'y  considérer  c,  &  non 
plus  comme  des  constantes,  mais  comme  de  nouvelles  incon- 
nues à  déterminer  en  fonction  de  x.  Ces  nouvelles  variables 
devront  :  1°  se  réduire  à  Cq,  c^  pour  x  =  Xq]  a°  satisfaire  aux 
équations  différentielles  qu'on  obtient  en  substituant  dans  les 

équations  (11),  à  la  place  de  jk?  -3,  -^-j  -t->  leurs  valeurs 

7  izz/(.r,  c,  c'),     z  —  ©(x,  c,  c' ), 
dy        df        df  de         df  de' 


dx       dx       de  dx    '    de'  dx 
dz  d^       d^   de        â^  de' 


de' 


dx       dx       de  dx        de'  dx 
Les  équations  ainsi  obtenues,  résolues  par  rapport  à  -7-» 
--j-  9  prendront  la  forme  suivante 

où  P,  Q,  P',  Q'  sont  des  fonctions  de  x^  c,  c'. 

Mais,  si  a  était  nul,  c  et  cf  seraient  constants  et  leurs  déri- 
vées -7->  -7-  se  réduiraient  à  zéro.  Donc  P  et  P'  sont  nuls,  et 
dx    dx 
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les  équations  précédentes  se  réduisent  à  la  forme  plus  simple 


• 

de 

dur       ""^^ 

fi = <>•■ 

On  en  déduit 

c  —  Co- 

:zOL  f    Qdx, 

f  Q'dx. 


Les  fonctions  Q  et  Q'  contiennent,  outre  la  variable  d'in- 

tr'gT'ation  ^,  les  fonctions  inconnues  c,   c'.  Mais  les  déri- 

dc     dc^ 
vëes  -7->  -r-y  contenant  en  facteur  la  quantité  a  supposée 

très  petite,  sont  elles-mêmes  très  petites;  donc  c,  c'  varient 
lentement,  et,  si  le  champ  d'intégration  n'est  pas  trop  étendu, 
on  pourra,  sans  altérer  sensiblement  les  fonctions  Q,  Q',  y 
remplacer  les  variables  c,  &  par  leurs  valeurs  initiales  Coj  c^. 
On  n'aura  plus  alors  qu'à  intégrer  une  fonction  de  x  seul,  ce 
qui  est  facile. 

Si  le  résultat  obtenu  n'est  pas  jugé  assez  exact,  on  pourra 
remplacer  c  et  c'  dans  les  fonctions  Q  et  Q'  par  les  valeurs 
fournies  par  cette  première  approximation,  et  recommencer 
rinlégration,  et  ainsi  de  suite. 

89.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'à  présent  que  de 
calculer  les  valeurs  numériques  des  fonctions  /,  z  pour  une 
valeur  donnée  de  la  variable.  Il  nous  reste  à  tirer  les,  consé- 
quences des  résultats  trouvés  au  point  de  vue  des  propriétés 
analytiques  de  ces  fonctions  intégrales. 

Leurs  valeurs  finales  Y,  Z  en  un  point  quelconque  X  dé- 
pendent, d'après  notre  mode  de  procéder,  non  seulement  de 
la  position  de  ce  point,  mais  de  la  ligne  L  par  laquelle  la 
variable  x  se  rend  de  Xq  à  X.  Toutefois,  si  cette  ligne  est 
telle  que  la  valeur  x  de  la  variable  indépendante  en  chacun 
de  ses  points,  associée  aux  valeurs  correspondantes  y,  z  des 
fonctions  intégrales,  donne  un  point  ordinaire  des  fonctions  / 
et  ç,  on  pourra  lui  faire  subir  une  déformation  infiniment 
petite  quelconque  sans  altérer  les  valeurs  finales  Y  et  Z. 
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En  effet,  chacun  de  .ces  points  x  est  le  centre  d'un  cercle 
dans  rintérieur  duquel  y  qI  z  sont  des  fonctions  niono- 
dromes  de  x.  Le  rayon  R  de  ce  cercle,  variant  d'une  manière 
continue  quand  x  se  déplace  sur  L  et  n'étant  jamais  nul,  ne 
pourra  s'abaisser  au-dessous  d'un  minimum  fixe  R'.  Si  l'on 
trace  autour.de  chacun  des  points  de  L  un  cercle  de  t'ayon  R', 
ces  cercles  recouvriront  une  région  du  plan  dans  l'intérieur 
de  laquelle  j^  et  z  seront  évidemment  monodromes.  On  n'al- 
térera donc  pas  leurs  valeurs  finales  Y,  Z,  si  l'on  remplace  la 
ligne  d'intégration  L  par  une  autre  ligne  quelconque  U  ne 
sortant  pas  de  cette  région. 

On  pourra  ainsi,  sans  altérer  Y,  Z,  déformer  la  ligne  L 
d'une  façon  continue,  aussi  longtemps  que  les  valeurs  simul- 
tanées de  x^  y^  z  correspondant  à  chacun  de  ses  points 
seront  un  point  ordinaire  de  /et  de  cp.  Mais,  si  L  prend  dans 
le  cours  des  déformations  une  forme  telle  qu'en  un  de  ses 
points  X,  y^  z  soient  un  système  de  valeurs  critique  pour 
l'une  au  moins  des  deux  fonctions  y  et  cp,  le  raisonnement  se 
trouvera  en  défaut  et  il  pourra  même  arriver  que  dans  celte 
position  de  la  ligne  d'intégration  Y,  Z  ne  puissent  plus  être 
calculés  par  nos  procédés. 

Les  points  pour  lesquels  les  valeurs  simultanées  de  x^y^  z 
forment  un  système  critique  pour /ou  (p  pourront  dou^c  être 
(et  seront  le  plus  souvent)  des  points  critiques  pour  les  fonc- 
tions intégrales  j^,  z, 

90.  Pour  obtenir  les  éléments  nécessaires  à  l'étude  appro- 
fondie des  fonctions  intégrales,  il  resterait  :  i*'  à  déterminer 
la  position  de  leurs  points  critiques;  2"  à  étudier  les  varia- 
tions de  ces  fonctions  aux  environs  de  ces  points  critiques. 

Le  premier  de  ces  deux  problèmes  est  malheureusement 
inabordable  dans  la  plupart  des  cas;  car^  et  z  figurant,  ainsi 
que  Xy  dans  la  définition  de  ces  points,  on  n'a,  en  général, 
aucune  méthode  pour  fixer  leur  position  a  priori.  On  ne 
pourra  les  connaître  qu'après  avoir  achevé  l'élude  des  inté- 
grales, qu'ils  auraient  dû  servir  à  faciliter.  Il  y  a  là  un  cercle 
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vicieux,  qui  constitue  la  principale  difficulté  du  problème  de 
rintégratipn. 

Suivant  les  .circonstances,  ces  points  seront  isolés  ou  non  ; 

Ils  pourront  même  constituer  des  lignes  entières,  auquel  cas 

les  fonctions  y^  z  n'auraient  une  existence  définie  que  dans 

la  région  du  plan  que  Ton  peut  atteindre,  en  partant  du  point 

initial  x©,  sans  traverser  ces  lignes  critiques. 

91.  Il  existe  toutefois  un  cas  extrêmement  important,  où 
Ton  peut  déterminer  d'avance  la  position  des  points  critiques  : 
c'est  celui  où  les  seconds  membres  des  équations  différen- 
tielles sont  linéaires  par  rapport  aux  fonctions  inconnues. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  système  de  deux 
équations  de  ce  genre 

f<>:^Ay-f-B3-4-C,      i-  =A>-f-B';:-i-C/, 

dx  ^  dx  -^ 

où  A,  B,  . . . ,  C  sont  des  fonctions  de  x.  Soit  Xq  un  point 
ordinaire  de  ces  fonctions;  on  aura,  tant  que  le  module  de 
X  —  JTo  ne  surpasse  pas  une  quantité  fixe  /',  des  développe- 
ments convergents 

A  --\aai{x  —  J^o)*, 
^^^b^{x-x,Y, 


les  coefficients  aa,  6a>  •••  ayant  pour  limite  supérieure  de 
leurs  modules  une  expression  de  la  forme  —• 
Cherchons  un  système  d'intégrales 


7  =  Jo  -^\dx{x  —  j7o)^.     -  =  -0  -+-N  e>.(a^  —  ^0 


)\ 


qui,  pour  x=^x^^  se  réduisent  à  ^o»  ^a»  ^^  déterminera  les 
coellicients  d^  e  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  é({uations 
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différentielles.  Il  viendra,  en  égalant  les  coefficients  des  termes 

en  (x  —  ^o)N 

(X  +  iWx-Hi  =  a'o  c/x  -H  ■  •  •  -H  «x-i^i  +  ^'o  ^X  ^-  •  •  • 

4-  ^x-i^i  +  «x/o  -+-  ^x-o  +  ci- 
Ces  formules  récurrentes  donneront,  pour  les  coefficients 
<i,  e,  des  expressions  de  la  forme 

d\  ==  Fx,     ex  —  *x, 

où  Fx  et  <l>x  sont  des  polynômes  linéaires  et  homogènes  par 
rapport  à  j^o»  ^o  et  aux  coefficients  c,  c',  les  coefficients  de 
chacune  de  ces  quantités  étant  des  polynômes  à  coefficients 
positifs,  formés  avec  les  a,  6,  a',  b'. 

Nous  obtenons  ainsi  cet  important  résultat,  que  les  inté- 
grales cherchées  y  ^  z  dépendent  linéairement  de  y^^  Zq, 

92.  Cherchons  le  rayon  de  convergence  certaine  de  ces 
séries.  Le  cas  le  plus  défavorable  est  évidemment  celui  où 
les  coefficients  a,  ft,  c,  a',  6',  d  sont  remplacés  par  les 
limites  supérieures  de  leurs  modules,  et^o>  -^o  P^ir  ^^^  limite 
supérieure  m  de  leur  module.  Dans  cette  hypothèse,  les  équa- 
tions différentielles  se  réduisent  à 


dz        dy  M 


dx       dx  X  —  Xq 


(7  +  -  +  0- 


r 
On  en  déduit 

dY  M  ,  , 

'"^^y  ''  -dx=    x^-x^^y-^'^ 


I — 


r 
et  en  intégrant,  après  séparation  des  variables, 


.r=-i  +  i(2m-Hi)(i-^^)  * 


} 
-SMr 
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Celte  fonction  n'a  qu'un  point  critique,  a;  =  a^o  -r  r.  La 
convergence  est  donc  assurée  dans  tout  le  cercle  de  rayon  /•. 

Donc,  quels  que  soient  j^oi  ^O)  les  intégrales  ^,  >3  seront 
continues  et  monodromes  dans  toute  région  du  plan  où  les 
Ibnctions  A,  B,  C,  A',  B',  G  sont  elles-mêmes  continues  et 
monodromes,  et  ne  pourront  avoir  d'autres  points  critiques 
que  ceux  de  ces  fonctions.  Encore  n'est-il  pas  certain  que  ces 
derniers  points  soient  critiques  pour  ^  et  z. 

93.  Les  exemples  suivants,  que  nous  empruntons  à  Briot 
et  Bouquet,  montrent  comment  on  peut  effectuer  l'étude  des 
intégrales,  aux  environs  de  leurs  points  critiques. 

Soit  l'équation  différentielle 

dy  I 


(i4) 


dx        J\^r,  y) 


/{x^y)  s'annulant  pour  x  =  o,^  =  o  et  admettant  ces  va- 
leurs comme  point  ordinaire. 

Cherchons  celles  de  ses  intégrales  qui  s'annulent  pour 
X  =  o. 

Si  nous  considérons  x  comme  fonction  de  j',  il  viendra 

dx        -. 

Cette  équation  admet  une  seule  intégrale  monodrome  x^ 
s'annulant  pour  ^  =  o.  Sa  dérivée  s'annulant  également,  elle 
sera  développable  en  une  série  de  la  forme 


«0 


x~  y  «a/*. 


Supposons  que  am  soit  le  premier  coefficient  de  la  série 
qui  ne  s'annule  pas;  l'équation  précédente  pourra  s'écrire 


X  .    a,;i^,.r -I- «,„.-,.>'' -4- 


i-H 


X 

Donc,  si  a:  et  j'  tendent  simultanément  vers  zéro, 


«/«7'" 


IIO  TROISibME   PARTIE.  —    CHAPITRE   I. 

tendra  vers  Tunité,  et,  par  suite,  y  aura  pour  valeur  prin 
ci  pale  une  des  m  valeurs  de  l'expression 

Cl», 

Soit  Ç  celle  valeur  principale;  on  aura 

^  =  «m5"S       r  =  $(!-+-  Il), 

u  s'annulanl  avec  x  et  y. 

Substituons  ces  valeurs  dans  Téquation,  et  supprimons  le 
facteur  commun  Ç'";  elle  prendra  la  forme  suivante  : 

(16)      o^ma„iU  -h  A,oS  -h  Iq^u^-^-  b^x^u  -h. .  .=/(;,  u). 
Cette  équation  équivaut  évidemment  à  la  suivante 

,f      àf  ,„       df  , 
d\  ou 

jointe   à  la  condition  que  pour  Ç  r=  o  on  ait  ^/ =  o.  Mais 
Ç  =  o,  w  =  o  est  un  point  ordinaire  pour  la  dérivée 

du  d\  6,oH- 6n  M -f-.  .  . 


du 

Donc  il  existe  une  seule  fonction  u  satisfaisant  aux  condi- 
tions requises,  et  cette  fonction  sera  développable  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  Ç. 

Substituant  cette  valeur  de  u  dans  l'expression  de  y^  on 
aura  un  résultat  de  la  forme 

(X  \"* 
—  I    . 

Ce  radical  admettant  m  valeurs  distinctes,  on  obtiendra 
pour  j>^  autant  de  développements  différents,  lesquels  se  per- 
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rauteronl  les  uns  dans  les  autres  lorsque  x  tournera  autour 
de  l'origine  des  coordonnées.  L'origine  sera  donc  un  point 
critique  algébrique  pour  la  fonction  intégrale. 

Le  cas  où  tous  les  coefficients  a^  s'annuleraient  à  la  fois 
échappe  à  l'analyse  précédente.  Il  faut  et  il  suffît,  pour  cela, 
que  ^  =  o  soit  une  solution  de  l'équation  (i5)  et,  par  suite, 
que  f{jc^y)  contienne  x  en  facteur.  Dans  ce  cas  l'équation 
:r  =  o,  ne  contenant  pas  j',  ne  permettra  pas  de  tirer  la  va- 
leur àey  en  fonction  de  x.  L'équation  (i4)  n'adinellra  donc 
aucune  intégrale  qui  s'annule  avec  x. 

94.  Considérons,  en  second  lieu,  l'équation  différentielle 

où  f{x^  y)  a  la  même  forme  que  dans  l'exemple  précédent. 
Cherchons  à  déterminer  les  intégrales  de  cette  équation,  qui 
s'annulent  pour  a:  =  o. 
Soit 

Substituons,  dans  l'équation  différentielle,  à  la  place  de^r, 
une  série 

(  1 8  )  r  =^  Cj  ^  -f-  Cj  X*  -h . . . , 

et  égalons  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres.  Nous  obtiendrons  une  suite  d'équations 
de  la  forme 

où  o^  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  positifs,  formé 
avec  les  coefficients  a,  et  les  quantités  Cj,  ...,  c^_i. 

Si  X  n'est  pas  un  entier  positif,  on  pourra  résoudre  ces 
équations  par  rapport  aux  c,  et  l'on  en  déduira  un  résultat  de 
la  forme 

ijt  étant  une  somme  de  termes  ayant  pour  numérateur  un 
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produit  de  coefficients  a,  multiplié  par  un  entier  positif,  et 
pour  dénominateur  un  produit  de  facteurs  de  la  forme  [x  —  X. 
(^es  derniers  facteurs  sont  tous  différents  de  zéro,  et  leur  mo- 
dule croît  indéfiniment  quand  [x  augmente.  On  pourra  donc 
déterminer  une  limite  inférieure  /  de  leurs  modules. 

Cela  posé,  la  série  (i8)  satisfait  à  l'équation  (17);  mais  il 
faut  prouver  qu'elle  a  un  rayon  de  convergence  certaine.  Or  on 
accroîtra  les  modules  de  ses  termes,  en  y  remplaçant,  d'une 

M 

part,  les  coefficients  a^^  par  les  quantités r>  limites  supé- 
rieures de  leurs  modules,  et,  d'autre  part,  les  facteurs  en 
dénominateur  par  /,  limite  inférieure  de  leurs  modules.  Mais 
la  nouvelle  série,  ainsi  obtenue,  est  évidemment  celle  que 
l'on  trouverait  en  cherchant  à  développer  la  racine  nulle  de 
l'équation  algébrique 

M  M    ,       M 

/v  =  —  ^H — t^'h — z^y -h. . . 

M  M 


,_       y, 


-7    '-7 


et  converge  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  petites. 

95.  Pour  reconnaître  s'il  existe  d'autres  intégrales  que  la 
série  que  nous  venons  de  déterminer,  et  s'annulant  égale- 
ment pour  ^  ^ir  o,  posons 

:;  étant  une  nouvelle  variable.  Substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  différentielle  et  supprimant  les  termes  indépen- 
dants de  Zy  qui  se  détruisent,  nous  obtiendrons  l'équation 
transformée 

dz 

(19)  œ    ~  =i^(A  -h  bioX  -h  boiZ  -h  6,0^7* -4-. . .). 

Nous  avons  à  chercher  une  solution  z  de  cette  équation, 
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qui  ne  soit  pas  constamment  nulle  aux  environs  du  point 
X  =  o,  mais  qui  tende  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  zéro 
suivant  une  loi  convenable. 
Soient  donc 

x^  un  point  voisin  de  Torigine; 
^o^o  la  valeur  correspondante  de  z\ 

L  une  ligne  allant  de  x^  à  l'origine,  et  telle  que  ;;  tende  vers 
zéro  quand  x  décrit  cette  ligne. 


L*équation  (19)  pourra  s'écrire 

dz  dx ^,0-h  ^to^  4- ^11^ -i-. . . 


-(X  -i-  6oi5  -+-  6o,^*-h.  .  .)  X  X-h  6oj5-+-  ^oi^*-^-  •  • 


dx 


ou,  en  supposant  que  \  ne  soit  pas  nul  et  développant  en 
série  le  dénominateur  de  dz^ 

dz       dx       ,                         -    ,         biQ-h  b»QX  -i- . . .    _ 
-__ ^(^CQ-hCiZ-^..,)dz-^  -'- — -r^ dx 

A  Z  X  A  — 1~  t?Q|  Z  ~\-  ... 

et,  en  intégrant  de  Xq  à  x  le  long  de  la  ligne  h, 

r-log-^   —  log-— 
A  Zq  Xq 

=  r(c,+  c,z  +  ..  .)dz  -4-  T-'"'^  f"^  ^•■•dx. 
J.,  J^      X  H- 60,5  +  ... 

Si  X  tend  vers  zéro,  z  tendant  également  vers  zéro,  les  in- 
tégrales du  second  membre  tendront  vers  des  limites  finies  et 
déterminées.  Le  second  membre  sera  donc  de  la  forme  A  -}-  s, 
A  étant  ime  constante  et  s  s'annulant  avec  x.  On  aura  par 
suite 

log- log—  z=A4-e; 

d'où,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

—  =z^  eX(A+e)  lim  —  —  il  é^^  —  c 

C  désignant  une  quantité  finie  et  différente  de  zéro. 
J.  —  Cours,  III.  8 
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Pour  que  z  tende  vers  zéro,  il  est  donc  nécessaire  que  x' 
tende  vers  zéro  en  même  temps  que  x.  Discutons  cette  con- 
dition. 

Soient 

Xzzzp  -i-  qi^         J7  m:  p(cos6  H- £  sinô), 

on  aura 

iiiod  X*'  =  eP  ^'**^  9-*r^, 

Quand  x  tend  vers  zéro,  son  module  p  tend  vers  zéro,  son 
argument  0  pouvant  varier  d'une  manière  arbitraire,  suivant 
la  nature  de  la  ligne  suivie  L.  Pour  que  x^  tende  vers  zéro, 
il  faut  et  il  suffît  que  p  Logp  —  q^  tende  vers  —  oo  . 

Soit  d'abord  q  =  o.  Celte  condition  sera  toujours  satis- 
faite, quelle  que  soit  la  ligne  L,  si^  est  positif;  mais  ellenr 
pourra  jamais  l'être  si  p  est  négatif.  Dans  ce  dernier  cas,  il 
nVxistera  donc  aucune  intégrale  de  l'espèce  cherchée. 

Si  q  n'est  pas  nul,  on  pourra  toujours  déterminer  6  en 
fonction  de  p,  de  telle  sorte  que  la  condition 

lim(pLogp  —  ^ô)  =1 —  00 

soit  satisfaite  ou  ne  le  soit  pas.  Mais  ici  il  convient  encore  do 
distinguer  le  cas  où  p  est  positif  de  celui  où  il  est  négatif. 

Si  /?  >  o,  la  condition  précédente  sera  satisfaite  toutes  les 
fois  que  B  sera  assujetti  à  varier  entre  des  limites  finies.  Pour 
que  x^  ne  tendît  pas  vers  zéro  avec  x^  il  faudrait  donc  que  hi 
ligne  L  fût  une  spirale  décrivant  un  nombre  infini  de  révolu- 
tions autour  de  l'origine. 

Si  /?  •<  o,  le  contraire  aura  lieu  et  x^^  ne  pourra  tendre  vers 
zéro  avec  x  que  si  L  est  une  semblable  spirale. 

96.  Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  démontrer  qu'à 
chaque  valeur  de  la  constante  c  correspond  une  intégrale  de 
l'équation  (19),  développable  en  une  série  à  double  entrée 
suivant  les  puissances  de  x  et  de  x^  et  convergente  tant  que 
ces  deux  quantités  seront  suffisamment  petites. 
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Posons  en  effet 


z-=^x^u\ 


Téquation  (19)  deviendra 

(20)  X--J-  z=z  u{bx^x  -h  601  ^^w  4-  6|o^'-i-. .  .)• 

Substituons  pour  u  une  série  à  double  entrée 


uJ^ 


Cav^^^''  (  fx,  V  =  O,  I , .  .  . ,  00  ). 


Égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les 
deux  membres,  il  viendra 

Fjiv  étant  un  polynôme  à  coefficients  positifs,  formé  avec 
ceux  des  b  et  des  c  où  la  somme  des  indices  est  moindre  que 
jxH-v. 

Celle  de  ces  équations  qui  donnerait  Coo  est  identique;  ce 
coefficient  reste  donc  indéterminé,  et  l'on  pourra  lui  assigner 
la  valeur  donnée  c. 

La  résolution  des  autres  équations  donnera 

3(4v  étant  un  polynôme  dont  chaque  terme  est  un  produit  de 
facteurs  6,  multiplié  par  une  puissance  de  c  et  par  un  entier 
positif  et  divisé  par  un  produit  de  facteurs  de  la  forme  5  -h  )^  /, 
5  et  ^  étant  des  entiers  positifs,  dont  l'un  peut  être  nul. 

Le  module  des  facteurs  s  -h^^t  =z  s  -i-  pt  -h  iqt  est  diffé- 
rent de  zéro  et  croît  indéfiniment  avec  5  ou  ^  ( l'hypothèse 
q  =  o,  p  <Co,  étant  exclue  par  ce  qui  précède).  On  pourra 
donc  trouver  une  limite  inférieure  m,  telle  que  Ton  ait 

mod(5  4-  Xt)  >  m 
pour  toute  valeur  de  s  et  de  /. 


La  itTie  «l'ie  n-jiis  ven-z-ns  Je  J*-termîn«?r  e^l  ane  solution 
de  lVi{îi,itioa  Jilï  ^^*Qri•e[le  <  j^»  «îdti-t'iisaQt  au\  conJîlions 
pov*e5,  5«>Iution  a-lmiisil-Ie  t^iat  «jue  la  S'^rie  stra  conver- 
irente.  Or  on  «limiQue  »*\Mt.'aim»'jQt  la  convr  r^-once  en  rem- 
plaçant pirtoiit  l'S  fictr^ur?  s-j- Af  par /7*,c  pir  son  module!^ 

et  les  coeùii-îenl-i  ft^j  par  U*s  quantités  — ^la'  limites  supt'»- 

rieures  de  Itrur  module.  Or  on  voit  sans  peine  que  la  nouvelle 
•iérîe  ol>lrniie  est  celle  que  l'on  trouverait  en  cherchant  à 
drvelopper  suivant  les  puissances  de  x  et  de  x*  celle  des  deux 
racines  de  l'équation 

,  M  M    -         M    .  , 

/Il  r  =  771 C  T—  r  I  —  jr jr*i' -j:-  — ...  | 

\  r  r  r-  ' 


^z  mC 


"['"i-^)(-^^)] 


qui  se  n*duit  à  C  pour  x  =  o,  x*  =  o. 

Mais  celte  racine  est  évidemment  continue  et  monodronie 
tant  que  les  modules  de  x  et  de  x^  resteront  au-dessous  d'une 
certaine  limite.  Donc,  tant  que  cette  condition  sera  satis- 
Taile,  ç  sera  développable  en  série  convergente  suivant  les  puis- 
sances de  X  et  de  x^,  et  la  série  qui  donne  u  sera  a  fortiori 


convergente. 


97.  Supposons  maintenant  A  entier  et  positif.  S'il  est  >•  i , 
posons 


«10 


V  —  T"  X  —f—  X-^. 

•^        I  — X 

L^équation  transformée  en  z,  divisée  par  le  facteur  com- 
mun X,  prendra  la  forme 

x--^  =  (X  —  i)z  -\-  biQX-h  ^jox'-f-  biiJC'z  -h. . . 

et  sera  semblable  à  la  primitive,  le  premier  coefficient  X 
élunt  diminué  d^me  unité. 

Par  une  série  de  transformations  analogues  nous  pourrons 
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réduire  ce   coefficient  à  Tunilé.  Reste   donc  à   considérer 
Téquation 

dy 

(21)  ^^— 7  +  ^,0^7  =  «,o^' -h  au  ^rj-f- 

Nous  allons  démontrer  qu'elle  admet  pour  intégrale  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  entières  de  ^  et  a;  log  j* 
et  contenant  une  constante  arbitraire. 

Désignons  à  cet  effet  par  Aïof  •  •  •  )  A^p,  ...  les  modules 
des  coefficients  a^^^  . . .,  a^^^  ...  ;  par  \  une  quantité  po- 
sitive un  peu  moindre  que  l'unité,  et  considérons  d'abord, 
au  lieu  de  l'équation  proposée,  la  suivante  : 

dy 

(23)  X  -~ X/-{-A,o^=A,o^*-4-Ajij:j-i- 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  elle  admet  comme 
intégrale  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  x  et 
de  oc^  et  contenant  une  constante  arbitraire. 

Posons 

x^'=.x  -\-(\  —  X)t. 

Par  cette  substitution,  nous  obtiendrons,  comme  nouvelle 
forme  de  cette  intégrale,  une  série  procédant  suivant  les 
puissances  de  x  et  de  ^,  et  qui  sera  encore  convergente 
quand  ces  variables  seront  assez  petites.  Pour  calculer  di- 
rectement les  coefficients  de  cette  nouvelle  série,  nous  re- 
marquerons qu'on  a 

X.>-.  =  .-»-(.-X)^; 

d'où 

dt  "kx^ —  X . 

dx  I  — A 

Posons  maintenant 
(23)    7  =  C,oar-i-Coii4-...-hC^v^^^''  +  -.."  VCfi.v^i^^^; 
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on  aura 

Subsliloons  ces  valeurs  de  ^v  et  x  -^  dans  Téqualion  pro- 
posée et  égalons  les  coefBcienIs  des  mêmes  puissances  de  x 
et  de  t  dans  les  deux  membres.  Les  termes  en  i  se  détruisent 
identiquement  ;  ceux  en  x  donneront 

(i  —  X)C,o—  Coi  —  A,o=  o. 
Enfin  on  aura  généralement,  lorsque  [i  +  v  >•  i , 

cpfiv  étant  le  coefficient  du  terme  en  xV-C  dans  le  second 
membre  de  Téqualion.  D^ailleurs  on  voit  sans  peine  que  9^v 
est  une  somme  de  termes  de  la  forme 

où  K  est  un  coefficient  binomial  et  où  les  indices  a,  ^,  [x,, 
V|^  ...  satisfont  aux  relations 

Vj   -t- .  .  . -h  Vfl  Z=Z  V. 

Ces  équations  permettent  de  déterminer  de  proche  en  proche 
tous  les  coefficients  Cpiv  en  fonction  de  Cio,  qui  reste  arbi- 
traire. 

Ce  premier  coefficient  étant  supposé  réel  et  positif,  la  ré- 
solution des  équations  précédentes  donnera  pour  C^^  une 
expression  de  la  forme 

F|jLv  étant  une  somme  de  termes  positifs  dont  chacun  est  le 
produit  :  i"  d'une  puissance  de  Cioî  2°  d'une  puissance  de 
Coi  =  A|o  +  (i — 5^)G|o,  3®  d'un  produit  de  coefficients  Aap, 


ÉQUATIONS  DIFPÉRBlfTIELLES   ORBINAniBS.  I  I9 

4**  d'un  facteur  numérique  indépendant  de  X;  le  tout  divisé 
par  un  produit  de  facteurs  de  la  forme 

jH-Xv — X,     jji'h-Xv'  —  X,     .... 

On  remarquera  d^ailleurs  que  le  nombre  de  ces  facteurs, 
qui  figurent  ainsi  au  dénominateur  de  chaque  terme,  ne  peut 
surpasser  2  |ji  +  v  —  i . 

Supposons  en  effet  que  ce  théorème  soit  vrai  pour  tous 
ceux  des  coefficients  dont  le  premier  indice  est  <;  \>.  et  pour 
tous  ceux  dont  le  premier  indice  est  égal  à  |jl  et  le  second 
indice  <[v.  Si  nous  substituons  pour  ces  coefficients  leurs 
valeurs  dans  Téquation  (24)9  ^l^^  donnera  pour  Cp^v  une 
somme  de  termes  dont  le  premier  contiendra  en  dénomina- 
teurs un  nombre  de  facteurs  au  plus  égal  à 

I-f-2([JL  —  l)-f-  V-4-I  —  ir=2jjL4-v  —  I. 

Dans  chacun  des  autres  termes,  le  nombre  des  facteurs  en 
dénominateur  sera  au  plus  égal  à 

I-h2{JL, -hv,  —  H-...-f-2jig-4-Vû — iizii-h2([JL  —  a)-i-v  —  p 

~2{x-+-v  —  I  —  a. 

D'ailleurs  la  proposition  se  vérifie  immédiatement  pour 
C02;  donc  elle  est  vraie  généralement. 
Cela  posé,  faisons  tendre  X  vers  l'unité. 

/K     ——  SI* 

L'expression  t  == r-  aura  pour  limite  celle-ci 

laquelle  satisfait  à  Téquation 

de  __  , 

dx 
L'équation  (22)  sera  changée  en 

a:^r-       y  -T- Aqi^  r=i  A,oX-4- Aii^j^  -H  .  . . , 
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et,  si  Ton  cherche  à  satisfaire  à  cette  dernière  par  une  série 
de  la  forme 

les  nouveaux  coefficients  C  seront  évidemment  donnés  par 
]es  mêmes  formules  que  les  G,  sauf  le  remplacement  de  A 
par  Tunité. 

Pour  montrer  la  convergence  de  cette  nouvelle  série,  com- 
parons un  terme  quelconque  T'  de  C^^  au  terme  correspon- 
dant T  de  Cjiv  Les  facteurs  AioH-(i  —  )v)Gioj  qui  figuraient 
au  numérateur  de  T  sont  remplacés  par  la  quantité  moindre 
A|o.  Quant  aux  facteurs  [x-f-Xv — "k  du  dénominateur,  ils 
sont  remplacés  par  des  facteurs  [i.  -h  v  —  i ,  qui  leur  seront 
au  moins  égaux  si  v  n^est  pas  nul.  D^ autre  part,  si  v  est  nul, 
auquel  cas  l^-p^,  on  aura 

Le  nombre  total  des  facteurs  du  dénominateur  étant 

J21JL4-V  — i<2([jl4-v), 


on  aura  donc 


et,  par  suite, 


^<(2_X)«(t^^v) 


Cela  posé,   soit  r  le  rayon   d'un  cercle   dans  lequel  la 

série  (aS)  est  convergente  :  on  aura,  en  désignant  par  M 

une  constante, 

M 


et,  par  suite, 


La  série  (a5)  sera  donc  convergente  dans  un  cercle  de 
rajon  (2  — 'k)~^r. 
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Revenons  enfin  à  l'équation  primitive  (ai)  et  cherchons  à 
y  satisfaire  par  une  série 

Coi  étant  une  quantité  arbitraire  ayant  pour  module  C04.  Il 
est  clair  que  les  coefficients  c^^  seront  déterminés  par  les 
mêmes  formules  que  les  coefficients  Cj^^vj  sauf  le  remplace- 
ment des  quantités 

^10)  A.107    •••>   ^ap>    ••• 

par 

et  que  les  coefficients  c[iv  auront  les  CJ^v  pour  limites  supé- 
rieures de  leurs  modules.  La  nouvelle  série  sera  donc  con- 
vergente pour  des  valeurs  assez  petites  de  x  et  de  /'. 

98.  Considérons,  en  dernier  lieu,  une  équation  algébrique 
irréductible 


•^(£'-^)=° 


entre  y  et  sa  dérivée,  et  de  degré  m  par  rapport  à  celle-ci. 
Cherchons  la  nature  des  points  critiques  que  peut  offrir 
l'intégrale  y.  On  sait  d'avance  que  ces  points  critiques  ne 
peuvent  se  présenter  que  lorsque  x  dans  sa  variation  atteint 
une  valeur  x^^  telle  que  la  valeur  correspondante  de  j^'  donne 
des  racines  égales  ou  infinies  à  l'équation  /=  o,  de  telle 

sorte  que  -—-i  considéré  comme  fonction  de  y  y  ait  un  point 

critique. 

Ces  valeurs  dejK,  finies  ou  infinies,  peuvent  être  détermi- 
nées a  priori, 

99.   1°  Soit^o  ui*e  de  ces  valeurs  supposée  finie.  Nous  sa- 
vons que,  en  faisant  tendre  y  vers  y^  suivant  une  courbe 

convenable,  nous  pourrons  faire  en   sorte  que  -—-y  ou  son 
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dx 
inverse  -r-»  tende  vers  l'une  quelconque  des  n  valeurs  que 

réquatîon/=:  o  peut  fournir  pour  cette  quantité. 

Chacune  de  ces  valeurs  peut  être  développée  en  une  série 
procédant  suivant  les  puissances  croissantes  entières  ou  frac- 
tionnaires Ae  y  — y'Q. 

Soit 

dx  '^  ^ 

(26)  _=._-A(J-Jo)''+B(v-Jo)"-^... 

ce  développement;/?,  a,  p  étant  des  entiers  qu'on  peut  évi- 
demment supposer  sans  diviseur  commun. 

Si/>-h  a^o,  l'intégrale  du  second  membre,  prise  de  va  jo^ 
aura  une  valeur  infinie  ;  y  ne  peut  donc  atteindre  la  valeur  j^o? 

avec   cette  détermination  de   -r->  pour  aucune  valeur  finie 

dy     ^ 

de  X. 

Si  /?  -i-  a  >•  o,  l'intégration  donnera,  en  désignant  par  jTo 
la  valeur  finale  de  x^ 

(27)  a:-œ,=.^^{y-y,)P  +J~{y-y,)P  + 


•   •  » 


et  Xq  pourra  être  un  poinl  critique  de  la  fonction  j'. 

Pour  nous  assurer  s'il  en  est  ainsi,  développons,  suivant 

les  puissances  croissantes   de   x  —  x^y  celles  des  valeurs  de 
1 

{y — yt^y  qui  s'annulent  avec  x  —  Xq.  Ces  développements 
seront  (93)  de  la  forme 

I 
où  $  représente  les  diverses  valeurs  du  radical  {x  —  x^^Y'^^, 

On  en  déduit 
y  — /o=  (Ci5  -+-  c,Ç«-H. .  .)P=i  c'p\P'\-  Cp^^  ?/'+»  4-. ... 

On  voit  par  là  que  le  point  ^0  sera  en  général  un  poinl 
critique  algébrique  pour  la  fonction  y.   Ce   sera  un  point 
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ordinaire,  au  moins  lorsqu'on  y  arrive  avec  la  détermination 

dx 
de  -^  que  nous  avons  considérée ,  si  le  développement  de  y 

ne  contient  que  des  puissances  de  \  multiples  de  ^  +  a. 

Ce  cas  se  présentera  si  /?  4-  a  =  i .  Cette  condition  est 
d^ailleurs  nécessaire.  Supposons,  en  effet,  qu'on  obtienne 
pour  y — y^  un  développement  suivant  les  puissances  en- 
libres  et  positives  de  x  —  j?©,  tel  que 

y—y^^Cq^X—X^Y-^-Cq^^i^X  —  X^y^^-^- 

On  en  déduira,  en  renversant  la  série, 

-1.1.  1 

et,  en  comparant  avec  le  développement  (27),  on  voit  qu'on 
doit  avoir 

jx,  V,  . . .  étant  des  entiers.  Mais  /?,/>  -f-  a,  /?  -+•  p,  ...  n'ayant 
pas  de  facteurs  communs,  on  aura  [jl  =  1 ,  d'où  /?  4-  a  =  i. 
2**  Considérons  maintenant  une  valeur  infînie  de  y.  Po- 
sant y  -=1  -y  nous  obtiendrons  une  équation  transformée 

dx 
et  nous  développerons  les  diverses  valeurs  de  -j^  suivant  les 

puissances  croissantes  de  z.  Soit 

dx  -  ^ 

(28)  -^  =  k.sP-\-làzP-\-.,. 

Ct/Z 

Tun  de  ces  développements.  Intégrons-le  de  5  à  zéro.  Si 
/>  +  *<o>  l'intégrale  du  second  membre  sera  infinie  ;  donc  z 
ne  pourra  devenir  nul  ou  y  infini,  avec  cette  détermination 
de  la  dérivée,  pour  aucune  valeur  finie  de  x. 
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SI  /?  -+-  a  >*  o,  on  aura,  en  appelant  Xq  la  valeur  finie  de  x 
qui  correspond  k  z  =  o, 

_   pA    J!^        pB    .^ 

1 


d'où,  en  posant  {x  —  Xq/^^^Ç, 
et  enfin 


<^P 


Donc  Xq  sera,  en  général,  un  point  critique  algébrique 
lorsqu'on  y  arrive  avec  la  détermination  de  la  dérivée  que 
nous  considérons.  Ce  sera  un  pôle  si/?  +  a  =  i. 

100.  Nous  avons  ainsi  déterminé  la  manière  dont  la  fonc- 
tion y  se  comporte  aux  environs  de  chaque  point  critique  ; 
mais  la  position  de  ces  points  critiques  reste  encore  in- 
connue. 

Nous  considérerons,  en  particulier,  le  cas  où  y  est  une 
fonction  monodrome.  D'après  ce  qui  précède,  ce  cas  est  ca- 
ractérisé par  la  condition  que,  dans  chacun  des  développe- 
ments précédents,/?  -h  a  est  négatif  ou  égal  à  l'unité. 

Si  cette  condition  est  remplie,  y^  n'ayant  que  des  pôles, 

sera  une  fonction  méromorphe.  Nous  allons  montrer  qu'on 

peut  la  déterminer  par  des  opérations  purement  algébriques. 

dx 
En  effet,  -7-  étant  une  fonction  algébrique  de  y^  x  consi- 

déré  comme  fonction  de  y  sera  une  intégrale  abélienne,  et 

aura  (t.  II,  n°  3io),  pour  chaque  valeur  r^  de  y^  n  systèmes 

de  valeurs 

Ç,  4-  mw  4-  m'to'H- . . . , 


Ç;j-h  ma>  4-  m'wM-. . ., 


où  m,  m',  • . .  sont  des  entiers  et  to,  w',  . . .  des  constantes 
linéairement  distinctes,  chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs 
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correspondant  d'ailleurs  à  une  des  n  déterminations  de  -^ 

L'intégrale  j',  considérée  comme  fonction  de  x^  admettra 
donc  les  périodes  co,  a>',  . . . ,  et,  comme  une  fonction  méro- 
niorphe  ne  peut  avoir  plus  de  deux  périodes  linéairemenl 
distinctes,  trois  cas  pourront  se  présenter. 

101.  Premier  cas  :  H  existe  deux  périodes  distinctes,  w 
et  iù' .  —  L'intégrale  y  sera  une  fonction  méromorphe  et 
doublement  périodique  d'ordre  n. 

A  chaque  valeur  de  y^  finie  ou  infinie,  et  à  chacune  des 

déterminations  de  -^  correspondront  des  valeurs  finies  dex, 

une  dans  chaque  parallélogramme  des  périodes.  Pour  que  ce 
cas  se  présente,  il  faudra  donc  que,  dans  chacun  des  déve- 
loppements (26)  et  (28),  p  -h  OL  soit  égal  à  i;  car,  s'il  était 
négatif,  ce  développement  ne  pourrait  fournir  aucune  valeur 
finie  pour  x. 

Crfa  posé,  soit  sn(^jr,  k)  une  fonction  elliptique  dont  le 
multiplicateur  g  et  le  module  A*  soient  choisis  de  telle  sorte 
qu'elle  admette  les  périodes  w  et  w';  cette  fonction,  double- 
ment périodique  du  second  ordre,  sera  liée  à  y  par  une 
équation  algébrique 

F[7,  sn{gx,k)]=zo, 

du  second  degré  en  y  et  de  degré  n  en  sn(^j:,  k).  Il  reste  à 
déterminer  :  i*^  les  coefficients  A,  B,  ...  de  l'équation 
F  =  o;  2'^  les  paramètres  ^,  k. 

Nous  avons  besoin  pour  cela  d'indiquer  quelle  est  celle 
des  intégrales  de  l'équation /=  o  que  nous  désignons  par^. 
Nous  supposerons  qu'on  ait  achevé  de  la  préciser  en  donnant 
pour  a:  =  o  la  valeur  initiale  ri  dey  et  la  détermination  de  la 

dérivée  -~  •  Cela  posé,  formons  les  dérivé^es  successives  de 
l'équation  /=  o.  En  y  posant  jî  ==  o,  on  aura  l^s  valeurs  ini- 
tiales des  dérivées  suivantes  -j^» On  connaît,  d'autre 
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part,  les  valeurs  initiales  de  sn(«^x,  k)  et  de  ses  dérivées  en 
fonction  rationnelle  de  g  et  de  A*. 

Formons  maintenant  les  dérivées'successives  deTéquation 
F  =  o.  Posant  x  =  o  dans  les  équations  obtenues,  et  rem- 
plaçant les  dérivées  de  y  et  de  sn(^x,  k)  par  leurs  valeurs, 
nous  aurons,  pour  déterminer  les  constantes  inconnues,  une 
série  d'équations  linéaires  par  rapport  à  A,  B,  . . .  et  ration- 
nelles par  rapport  à  ^  et  k. 

102.  Deuxième  cas  :  //  nexisle  qu^une  seule  période  lo. 
—  Ceux  des  développements  (28)  dans  lesquels  /?-{-«><» 
donneront  chacun  une  série  de  pôles  de  la  fonction  j^,  a^anl 
pour  formule  générale  Xo-^mtxi  (xq  restant  à  déterminer). 
Aux  environs  de  chacun  d'eux,  on  aura  pour^  un  déveloj)- 
penient  de  la  forme 

(j7  —  Xq  —  nitay  X  —  x^ — ma> 

ou  p  et  les  coefficients  a^,  . . .,  a^^  . . .  sont  donnés  parTana- 
lyse  précédente  et  ne  dépendent  pas  de  /«. 
Cela  posé,  l'expression 


e    ^ 


Il  m 


admet  la  période  (o.  Elle  a  pour  pôles  les  points  Xii-{-  niM, 
les  résidus  correspondants  se  réduisant  à  l'unité. 

Sa  dérivée  d'ordre  A:  admettra  les  mêmes  pôles  et  sera,  aux 
environs  du  pôle  Xq-^  mco,  de  la  forme 

(-1)^1.^.../-  j^ 


{x  —  Xq —  mw) 


X4-1 


Il  ne  devenant  pltis  infini. 
On  aura  donc 

du  (  -iV'->        dP-hi 

dx  '^  i  .2.  .  ,(p  —  I )  dxP-^ 
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le  reste  j/  admettant  la  période  w  et  les  pôles  de  j>',  sauf  ceu\ 
de  la  série  o^qH-  mw.  On  trouvera  de  même 

s  désignant  une  nouvelle  fraction  rationnelle  formée  avec 

g  Cl)  et  y^  une  autre  fonction  périodique  où  une  seconde 
série  de  pôles  a  disparu.  Continuant  ainsi,  on  pourra  mettre 

y  sous  la  forme 

J=T-+-Y, 

T  étant  une  fraction  rationnelle  en  e  ^  et  Y  une  fonction 
périodique  qui  n*a  plus  de  points  critiques  à  distance  finie, 
et  qui,  par  suite,  sera  développable  par  la  formule  de  Fouricr 
en   une  série  procédant  suivant  les  puissances  positives  et 

tlZi.r 

négatives  de  e  ^  .  Or  M.  Picard  a  démontré  que,  si  cette 
série  contenait  un  nombre  infini  de  termes,  Téquation  précé- 
dente donnerait  en  général,  pour  chaque  valeur  de  j',  une  in- 

finité  de  valeurs  de  e  ^  .  Mais  à  chaque  valeur  dey  corres- 
pondent n  séries  de  valeurs  de  x;  et,  comme  les  diverses 

J7Cl\r 

valeurs  d'une  même  série  donnent  la  même  valeur  pour  cr  ^  , 
cette  quantité  n'a  que  n  valeurs  pour  chaque  valeur  de  y. 
Donc  la  série  Y  sera  limitée,  ely  sera  une  fraction  rationnelle 

en  e  ^    ;  on  aura  donc 

(29)  Pr-hQ  =  o, 


JTT/.r 


P  et  Q  étant  deux  polynômes  entiers  ene  ^  ,  Tun  de  degré  /i, 
l'autre  de  degré  ^/i. 

Les  coefficients  de  ces  deux  polynômes  se  détermineront 
comme  dans  le  cas  précédent. 

Il  est  aisé  de  trouver  le  critérium  qui  caractérise  ce  second 
cas.  En  effet,  pour  chaque  valeur  de  r,  l'équation  (29)  donne 
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en  général,  pour  e  ***  ,  n  valeurs  finies  et  différentes  de  zéro  ; 
d'où  résultent,  pour  ît,  n  classes  de  valeurs  Xq-\-  mto^  . . ., 
Xn-t  -\-  nno^  Xçiy  .  .  . ,  Xn-\  étant  des  quantités  finies. 

Il  y  a  toutefois  exception  pour  les  deux  valeurs  (finies  ou 


infinies)  de  y  qui   annulent  le  coefficient  de  e    ^      ou  le 


ÎTC  i.r 


terme  indépendant  de  e  ^    ;  car  ces  valeurs  donnent  pour 


ïitix 


e  "    une  racine,  ou  un  groupe  déracines,  nulles  ou  infinies, 
auxquelles  ne  correspond  aucune  valeur  finie  de  x. 

Soit,  par  exemple,  y^  la  valeur  de  y  qui  annule  une  ou 
plusieurs  racines  de  l'équation.  Soit  q  le  nombre  de  ces  ra- 
cines. Aux  environs  du  point  j^'o  on  pourra  les  développer  en 
séries  de  la  forme 


On  en  déduit 


'2  7Ci.T  . 

__^log 


.?.(/ -/«)''+  ?!(/  -Jo)''-l--  •  j 


=  ^  Jog  (7-/0)  -H  logL?,  -h  Ml  -  J'.)7h-.  •  -J 
d'où,  en  prenant  la  dérivée  par  rapporta^, 

Soit  de  même  yt  la  valeur  de  y  qui  donne  des  racines  in- 
finies, en  nombre  q^.  On  pourra  développer  leurs  inverses  en 
séries  de  la  forme 

e-^=r.^\{y-.y,)?^^'^{y-y,yf^,.,, 
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d'où  l'on  déduit 

(3l)       -r-= ^. ^-  -^^^,  (J—Ji)         '-+- 

^     '      dy  iTZK]   y — ji        'À'Kiq' ^^       ^    ' 

Si  les  racines  nulles  ou  infinies  correspondaient  à  une  va- 
leur infinie  de  y^  ces  développements  suivant  les  puissances 
de  r — j^'o  ou  de  y — y^  devraient  être  remplacés  par  des 

développements  analogues  suivant  les  puissances  de  -  =r  5. 

Les  deux  développements  précédents  doivent  évidemment 
faire  partie  de  la  série  des  développements  (26)  et  (28). 
Donc  parmi  ces  derniers  il  en  existera  deux  qui  commencent 
par  un  terme  de  degré  —  1  et  pour  lesquels  p  -h  ol  sera  nul, 
cette  quantité  étant  égale  à  i  pour  tous  les  autres,  qui  doivent 
donner  pour  x  des  valeurs  finies. 

L'identification  de  ces  deux  développements  avec  (3o)  et 
(3i)  fera  d'ailleurs  connaître  la  période  co,  et  les  entiers  </,  q', 

103.  Troisième  cas  :  Il  n^y  a  aucune  période,  —  Dans  ce 
cas  X  aj'ant  n  valeurs  seulement  pour  chaque  valeur  de^',  et 
n'ayant  que  des  points  critiques  algébriques,  sera  une  fonc- 
tion algébrique  de  y.  Réciproquement,  y  sera  algébrique 
en  X  et,  comme  il  est  monodrome,  il  sera  rationiiel.  On  aura 

donc 

Pj  +  Q  =z  o, 

P  et  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  x^  l'un  de  degré  /?, 
l'autre  de  degré  ^/i,  dont  pn  pourra  déterminer  les  coefficients 
comme  précédemment. 

Pour  chaque  valeur  de  jk>  on  aura  n  valeurs  de  Xy  générale- 
ment finies.  Il  n'y  aura  d'exception  que  pour  la  valeur  (finie 
ou  infinie)  de^  qui  annule  le  coefficient  de  :r",  et  à  laquelle 
correspondra  une  racine,  ou  un  groupe  de  q  racines,  infi- 
nies. Les  inverses  de  ces  racines  pourront  être  développées 
en  séries  de  la  forme 

i  =  ?.(j-Jo)'+P.(.r-.v.)^-H.-., 

J.  —  Cours,  III.  9 
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d'où 

_i  1 

DoncTun  des  développements  (26)  [ou  des  développements 
(28)  si  la  valeur  de  j'  qui  rend  x  infini  est  elle-même  infinie] 

commencera  par  un  terme  d  exposant — •  Un  aura  donc 

pour  ce  développement/?  -+-  a  = —  i,  et  pour  tous  les  autres 
/?H-a  =  i. 

Les  divers  caractères  dont  nous  avons  reconnu  la  nécessité 
dans  chaque  cas,  étant  contradictoires  entre  eux,  seront  en 
même  temps  suffisants.  On  pourra  donc  a  priori  reconnaître 
dans  quel  cas  on  se  trouve,  sans  qu'il  soit  besoin  de  tâton- 
nement. 

10 i.  Comme  application  des  résultats  qui  précèdent , 
cherchons,  parmi  les  équations  binômes  de  la  forme 

(^)"=A(j'-a,^(7-a.)^..., 

Al,  X|,}.2f  •  •  •  étant  des  entiers  sans  diviseur  commun,  celles 
dont  l'intégrale  est  monodrome. 
Les  points  critiques  de 

dx        -'  -^  --* 

^=A   "(/-a,)    ''(/-a,)    «... 

sont  ai,  a2,  ....  Pour  l'un  d'entre  eux  ai,  on  aura  comme 
développement 

dx  -- 

D'autre  part,  si  l'on  pose  j'=  ~j  on  aura  l'équation  trans- 
formée 
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d'où 


dx 


A|  -♦■Al  -+-. . . 


Si  donc  nous  posons,  pour  abréger, 
_  =  :x.,  -^-=!x„         ..., a  =  -ix, 

il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  |jl,  [jL|,  |jl2,  . . .  soient  de  la 

forme  ^ >  i  ou  ^- Ces  quantités  satisfont  d'ailleurs  ù 

P  P  ^ 

la  relation 

(32)  JX-4-  [X,  H-  {1,-h.  .  .=  2. 

Premier  cas  :  L' intégrale  est  doublement  périodique,  — 
Dans  ce  cas,  [jl,  |jI|,  [Xa,  .. .  seront  tous  de  la  formel > 

et,  par  suite,  au  moins  égaux  à  ^,  sauf  [jl,  qui  peut  être  nul. 

Supposons  d'abord  (jl  =  o.  Il  résulte  de  l'équation  (3/t) 
que  le  nombre  des  quantités  |jL|,  |jl2,  ...,  qui  sont  toutes 
f  |,  mais  <[  I ,  sera  4  ou  3. 

S'il  y  en  a  quatre,  on  aura  nécessairement 

S'il  y  en  a  trois,  on  aura,  en  substituant  dans  (32),  pour 

ÎA|,  JA2»  ^3î  leurs  valeurs  ^-^ ,  ~ >  -~ > 

'       *^     *^  Pi  Pt  P% 

I  I  1 

1 1 =1. 

Pi       Pi       Pi 

Lies  quantités  pt^pai  Pz  étant  supposées  rangées  par  ordre 
de  grandeur  croissante,  on  en  déduira 

3 

—  "I,        d'oîi        Pi=3  ou  2. 
Pi 

Si  />!  =  3,  on  devra  avoir 

p,  =  /?,=:3, 
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d'où 

Xii=:  ^2=  Xj=  2,  71  =  3. 

Si  /?!  =  2,  il  viendra 

I  I         1 

\ —  -, 

Pi  Pz  2 

d'où 

/>2  >  2^4- 

Si  /?2=:  4  y  on  aura  aussi 

Si  /?2=  «î?  on  aura 

Pi  --  (>, 

ce  qui  donne  les  deux  solutions 

Xi=:2,      Xj=il,      Xs^i,      /i=^^;, 

XjiiiiS,       Xj^^  4,       Xji^:  5,       «  iz::  G. 

Les  solutions  où  |jl  n'est  pas  nul  se  déduisent  évidemment 
des  précédentes  parla  suppression  d'un  facteur.  On  obtient 
ainsi  les  nouvelles  solutions 


X,         X,: 

—  Aa  —  I, 

n  —  2, 

Xi       X, 

—  2, 

n     -  3, 

X,_.  2, 

A,  —  1 , 

//-  4, 

>  l    -  I, 

X,-  I, 

/i  —4, 

Xi-_3, 

X.      4, 

n       6, 

h     4, 

Xj  _  ;>, 

«  —  (), 

>i      3, 

Xj_:=5, 

n  —  6. 

Deuxième  cas  :  Uintégrale  est  simplement  périodique, 
■  L'un  au  moins  des  nombres  |jl,  |jL{,  [jl2,  . . .  sera  égal  à  i, 
Soit  d'abord  (x  =  o,  jjL|  =  i.  L'équation  (3i)  deviendra 


1^2  H-  1^8  -+-•.•=  I  , 
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les  quantités  [JI2,  [A3,  ...  étant  égales  à  i   ou  de  la  forme 

On  voit  par  cette  équation  que  le  nombre  des  quantités 
JX2)  [A3,  ...  ne  peut  surpasser  deux. 

Si  ces  quantités  sont  au  nombre  de  deux,  on  aura  néces- 
sairement 

d'où 

Xi  =2,         X,=  X3:=i,         /».  =  2. 

S'il  n'existe  qu'une  seule  quantité  ^^^  on  aura 

|X,=:i, 

d'où 

Xi  =  Xji=i,     nr=i\. 

Les  solutions  où  [a  n'est  pas  nul  s'obtiendront  encore  par 
la  suppression  d'un  facteur  et  seront  les  suivantes  : 


Aj        2,            Aj        I, 

n      2, 

X,_A,_i, 

n       2, 

X,_I, 

n       I. 

Troisième  cas  :  L^ intégrale  est  rationnelle.  —  Une  des 
quantités  [a,  [A|,  ...  sera  de  la  forme >  et  les  autres  de 

la  forme  ~ • 

P 

5>i  UL  =  o  et  [A,  =    ,  P"-2= >  •  •  •>  il  viendra 

-i-  .  .  .  —  • 

Pi  q 

On  aura  donc 

jx,=:...=  o        et        Pt  —  q^ 

d'où 

Xi=ç-f-i,        X,=  7  — I,        «  =  7, 

rentier  q  restant  arbitraire. 
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f 

d'où 

Si  p^=z  '1,  il  viendra 

I  I   I 

Pi        /^J  ~  2  ' 
d'où 

Pi  >  2  :j  4. 

Si  ^2=4?  on  aura  aussi 

/>3 -4. 
Si  /?2  =  3,  on  aura 

ce  qui  donne  les  deux  solutions 

\x—1,      X,=;  I,      Xa^l,      «  — 4i 
Ai  1:1^3,       Aj=::^4,       AgiizO,       /î  i^z  6. 

Les  solutions  où  [jl  n'est  pas  nul  se  déduisent  évidenimenl 
des  précédentes  par  la  suppression  d'un  facteur.  On  obtient 
ainsi  les  nouvelles  solutions 

Aj    Aj     y»3    \    y  H       If 

A|  '• —  Aj  —  2j  II  — —  jj 

X,— 2,    Xj=i,    /i  — 4, 


>M-        I, 

Xj-^  I, 

/i  —  4, 

>M       3, 

),     4, 

/«      6, 

^,-4, 

Xj  _  j, 

//  —  C), 

>i-3, 

Xjii^j, 

//  riz  6. 

Deuxième  cas  :  U intégrale  est  simplement  périodique 
■  L\in  au  moins  des  nombres  [jl,  [jL|,  [JI2,  . .  •  sera  égal  à  1 
Soit  d'abord  [ji  =  o,  jjl,  =  i.  L'équation  (3^i)  deviendra 


p-i  -H  IA3  -h  .  .  .  ==  I 


» 
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ait  égales  à  i   ou  de  la  forme 


*n  que  le  nombre  des  quantités 
M  deux. 

'  nmbre  de  deux,  on  aura  néccs- 


:^a 


1 

1> 


•-  A3=I 


n  =  2. 


'  »  entité  jjt2,  on  aura 


\  y      nr=z  \, 


•  «  5  nul  s'obtiendront  encore  par 

•  seront  les  suivantes  : 


«  =  2, 
/i  =  I. 


'  *.  est  rationnelle.  —  Une  des 
M  forme  ? ,  et  les  autres  de 


— -j 

-.7  —  1 


•  •  >  il  viendra 


et        Px-Qy 


-q  —  \ 


n  —  q, 
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de  -,->   -,-r> Substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celle 

du      du}  ^ 

(le  t^  dans  l'équation  proposée,  on  obtiendra  Téquation  trans- 

formée,  qui  sera  évidemment  linéaire  en  x.    ,    >   -7--» 

*  du     du^ 

108.  a°  Soient  x,  ^,  ...  n  fonctions  d'une  même  va- 
riable indépendante  t,  satisfaisant  à  un  système  de  n 
équations  linéaires 

(i)  E|-o,         ...,         E„=zo, 

et  soit  V  un  polynôme  entier  par  rapport  à  x^  y^  ...  et  à 
leurs  dérivées  successives,  dont  les  divers  termes  aient 
pour  coefficients  des  fondions  quelconques  de  t,  La  fonc- 
tion V  satisfera  à  une  équation  linéaire  dont  les  coeffi- 
cients s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  coef- 
ficients rfe  E|,  . . .,  E,|,  y  et  de  leurs  dérivées  successives. 

En  effet,  soient  respectivement  m,  m\  ...  les  ordres  des 
plus  hautes  dérivées  de  x,  y^  ...  qui  figurent  dans  les 
équations  (i);  k  le  degré  du  polynôme  V^  Formons  les  dé- 
rivées successives  de  V.  Chacune  d'elles  sera  un  polynôme 
de  degré  k  par  rapport  à  x,  )',  ...   et  à  leurs  dérivées  suc- 

d^x     r/"*"*"*.r  rf"*'v 

cessives.   D'ailleurs   les   dérivées      .,„  >   —rr—T^   •••>  — r-;./ > 

dt'"^      dt"^^^  dt"^ 

-j-^rtït  '"  peuvent  s'exprimer  linéairement  par  les  déri- 
vées précédentes,  au  moyen  des  équations  (i)  et  de  celles  qui 

s'en  déduisent  par  dérivation. 

dV 
Substituant  ces  valeurs,   on   aura  pour  V,  -^-j  ••->  des 

expressions  de  la  forme 

V    z=T,P,4-T,P,  4-..., 

(2)  i^=r,p,4-T;p,4-..., 


T|,  T2,  . . . ,  T', ,  T^,  . . .  étant  des  fonctions  de  t^  de  l'espèce 
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indiquée  à  Ténoncé,  et  P|,  Pj,  . . .  des  produits  de  la  forme 

où  le  nombre  total  des  facteurs  est  au  plus  égal  à  k.  Soient  P| , 
P2,  . . . ,  P/  les  divers  produits  de  ce  genre  que  Ton  peut 
former  et  dont  le  nombre  est  évidemment  limité.  L'élimina- 
tion de  ces  quantités  entre  les  expressions  (2)   donne  une 

dW  d^\ 

relation  linéaire  entre  V,  — ?->  •  •  •>  — rr-* 

dt  dv 

109.  3**  On  sait  que  tout  sj'stèrae  d'équations  différentielles 
simultanées  peut  être  ramené,  par  l'adjonction  de  variables 
auxiliaires  et  la  résolution  par  rapport  aux  dérivées  des  fonc- 
tions inconnues,  à  un  système  normal.  Si  les  équations  sont 
linéaires,  il  est  clair  que  ces  opérations  laisseront  subsister 
le  caractère  linéaire. 

L*étude  d'un  système  linéaire  quelconque  se  ramène  donc 
'A  celle  d'un  système  linéaire  normal  de  la  forme 

—r-  -\- ax  -h  by  4-...  — T, 
dy  ,  rr 


oùaf  b,  . . . ,  ai ,  6| ,  . . . ,  T,  T| ,  ...  sont  des  fonctions  de  T. 
Nous  considérerons  en  premier  lieu  les  systèmes  dits  sans 
second  membre,  où  l'on  a 

T 1=  Tj  = . . .  ^=  o. 

110.  Théorème. —  Six^^y^y  ...;  X2,j'2)  •••*!  •••  sont 
des  solutions  particulières  d'un  système  d'équations  li- 
néaires sans  second  membre,  les  expressions 

où  G|,  C2,  •  • .  sont  des  constantes  arbitraires,  satisferont 
au  même  système  d'équations. 
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En  effet,  le  résultat  de  la  substitution  de  ces  expressions 
dans  le  premier  membre  de  Tune  quelconque  des  équations 
proposées  sera  évidemment  de  la  forme 

C|  Hj  -+-  C|  Hj  -h . . . , 

H|  désignant  le  résultat  de  la  substitution  de  Xi, j^i,  ...; 
H2  le  résultat  de  la  substitution  de  x^^yat  ••••  Mais  Xt, 
j'i,  . . .;  a?2,jK2f  •  •  •)  •  •  •  étant  des  solutions,  on  aura 

Hi=:o,        H,=:o,         ..., 

d'où 

C|  Hi  -h  C,  H,  -h . . .  3=  o. 

111.  Considérons  spécialement  un  système  canonique 
formé  de  n  équations  linéaires  du  premier  ordre  et  sans  se- 
cond membre.  Ce  système  admet  la  solution  évidente  x  =  o, 
^  =  o,  ...  ;  mais  il  admet  une  infinité  d'autres  solutions 
pjarticulières. 

Nous  dirons  que  k  solutions  particulières  d'un  semblable 
système,  telles  que 

*^ly   y  11    -^11    •  •  •  ? 


Xki  yky  ^kf 


sont  indépendantes,  si  l'un  au  moins  des  déterminants 
d'ordre  k  formés  avec  les  diverses  colonnes  du  Tableau  ci- 
dessus  n'est  pas  identiquement  nul. 

Théorème.  —  Si  l'on  connaît  k  solutions  indépendantes 
d^un  système  de  n  équations  linéaires  du  premier  ordre 
et  sans  second  membre  (k  étant  <C  n),  on  pourra  ramener 
V intégration  du  système  proposé  à  celle  d'un  système 
analogue  ne  contenant  plus  que  n  —  k  équations  et  à  des 
quadratures. 

Chaque  solution  de  ce  nouveau  système  fournira  une 
solution  du  système  primitif ,  indépendante  de  celles  qui 
sont  déjà  connues. 


(3) 


>o. 
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Nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  quatre 
équations 

'  -^-hax  -h  oy  -hcz  -h  au   :=o, 

-^  -ha^/r-h  biy-hCiZ-^diU  =  o, 

■^  -H  ai^-+- t>^-Hc,5  "+-«,«  =  0, 

—  -ha^œ-h0^y-hc^z-hdiUz=o, 
et  que  Ton  connaisse  deux  solutions  indépendantes 

^i>  yi)  ^u  "lî 

^î>  y%}    ^%y    "t* 

Admettons  qu'on  ait,  par  exemple, 
On  pourra  poser 

a  ==  Cl  «,  -h  C,  ttj  -h  '^j 

^ly  ^29  ^9  ^  étant  de  nouvelles  variables.  Effectuant  la  substi- 
tution et  remarquant  que  les  termes  en  C|,  C2  s'annulent 
(car  les  équations  proposées  seraient  satisfaites  si  i^,  u  étaient 
nuls  et  C|9  C2  constants),  il  viendra 

-^^i-f- -^^,-f-c;  -Hûfu   =0, 

dCx  dCi  y      j 

dCt  dC*  c?Ç  „        , 


i4o 
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Résolvant  par  rapport  aux  dérivées  --j^y    -j^»   -r-y    —  » 
on  aura  un  résultat  de  la  forme 


[  ^c, 


(4) 


(5) 


dl 

—  AÇ   H- Bu, 

dC, 
dt 

-.A.î  +  Bju; 

dt 

-a,î:-+-b,u, 

dj 
dt 

-A,i:4-B,u. 

On  obtiendra  donc  !^  et  u  en  intégrant  les  deux  équations 
linéaires  simultanées  (5);  C|  et  G2  s'obtiendront  ensuite  par 
des  quadratures. 

Soient  d'ailleurs  Ç',  u'  une  solution  particulière  quel- 
conque des  équations  (5)  (autre  que  la  solution  évidente 
Ç 1=  o,  u  =  o);  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ç'  nf: 
soit  pas  nul.  Soient  G',,  G'^  les  valeurs  correspondantes  de 
G|,  G2-  La  solution 

j3— c;ji-+-c;j„ 

-Cj  =:  Cj  -3i  -4-  Cl 2  "^ J  ^~  ^  > 

//,  r=i  G  j  a,  -i-  G',  w,  H-  'j' 

sera  indépendante  des  deux  solutions  déj^  connues  ^1,  j',, 
z^y  W|,;  .2:2, J^2,  ^2>  W2;  carie  déterminant 


•^3     J'a     ^3 


=-C' 


^1     Ji 


est  différent  de  zéro. 


112.  Théorème.  —  Tout  système  de  n  équations  li- 
néaires du  premier  ordre  et  sans  second  membre  admet 
n  solutions  particulières  indépendantes  X{^  y^,  ...  ;  . . .  ; 
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^/îî  ynt  •  •  •  et  sa  solution  la  plus  générale  est  la  suivante 

où  C| ,  . . . ,  C/i  sont  des  constantes  arbitraires, 

La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  de  ce  que 
nous  venons  d'établir,  que  de  l'existence  de  A*  solutions  indé- 
pendantes {k  étant  <^n)  résulte  celle  d'une  nouvelle  solu- 
tion indépendante  des  précédentes. 

Pour  démontrer  le  second  point,  posons 

(^1,  . .  *,  C,i  désignant  de  nouvelles  variables.  Effectuant  la 
substitution  et  remarquant,  comme  au  numéro  précédent, 
que  les  termes  en  C| ,  . . . ,  C/i  s'annulent,  il  viendra 

dQt ,  <yc  „      _ 

dÇjK  dC,,i 


Mais  le  déterminant  des  quantités  X|,  jf'i,  ...;  ...;  Xni 
j'„,  . . .  est  ^  o  par  hypothèse,  les  n  solutions  données  étant 
indépendantes;  donc 

^Ci  dCj,f 

etC|,  . . . ,  C/i  seront  des  constantes,  d'ailleurs  arbitraires. 
113.   Soient 

^1  =::  Ci|  ^1  -I-.  .  .  -+-  Li„  Xfit  "^ii  =^  Cj  Vj  -I-  . . .  4-  G,,  >'„, 


•  •  •  1 


î«  —  Cl  j  ^Tj  +  .  .  .H-  C^  .37,1,  T,  ;,  —  C  j  J'i  -h  .  .  .  -h  Li,^  ^1'„ ,  ... 

/^  solutions  particulières  quelconques  du  système  pro[)os(''. 
Leur  déterminant  est  évidemment  égal  au  produit  du  déter- 
minant des  solutions  x^^  y^,  . . .;  . . .;  x,ij  y^,  . . .  par  le 
déterminant  des  constantes  C^,  . . .,  C^.  La  condition  néccs- 
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saire  et  suflisante  pour  que  ces  solutions  soient  indépendantes 
est  donc  que  ce  dernier  déterminant  soit  diiTérent  de  zéro. 

114.  Les  coefficients  des  équations  différentielles  pro- 
posées peuvent  aisément  s'exprimer  au  moyen  d'un  système 
(|uelconque   de   n    solutions  indépendantes,   telles  que   Ç,, 

'"m  >   •  •  •  î  S/ï?  ''j/ij    •  •  •  • 

Soit,  en  effet, 

-j-  -f-  ax  -\-  by  -\-, ,  ,-=:lo 

une  de  ces  équations;  on  aura  identiquement 

-77  -f- aç,  4- 07)i  4-. .  .=  o, 
at 


et  de  ce  système  d^équations  on  déduira  a,  6,  ...  exprimés 
par  des  quotients  de  déterminants. 

115.  A   tout  système   d^équations   linéaires  sans   second 
membre,  tel  que 

dx 

-^  -f-ao;  -\-by  -\-cz  —  o, 

^  -^a^x-\-b^y-\-c^z  —  o, 


iz 


-^  H-  a,a;  -f-  6,7  +  c,5  ■=!  o, 
est  associé  un  système  adjoint  défini  par  les  équations 

-r-  -t-aX-4-  «,Y-f-  a,Z  =  o, 

-^-f-^^X-h^Y-h6,Z=zzo, 
—  -^  -+-  cX  -f-  Cl  Y  +  c,Z  =  o. 
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I^es  solutions  de  ces  deux  systèmes  ont  entre  elles  une 
liaison  remarquable.  Pour  la  mettre  en  évidence,  ajoutons 
les  équations  précédentes,  respectivement  multipliées  parX, 
Y,  Z,  —  Xj  — jK,  —  ^.  Il  viendra,  toute  réduction  faite, 

_.  dx  dX       -.  dy  dY       „  dz  dZ 

'''=^^-di-^^~dt-^^1û-^''-di^^dt-^'dï 

d'où 

Xx  -f-  Yy  -\-Zz=z  const. 

•  La  liaison  entre  les  deux  systèmes  adjoints  est  évidem- 
ment réciproque.  L'intégration  complète  de  l'un  d'eux  en- 
traînera celle  de  l'autre.  Supposons,  en  effet,  que  l'on  con- 
naisse trois  solutions  indépendantes  Xi^  y^,  z^\  ^2>J>'2j  ^aî 
0:3,^5,  z%  du  premier  système.  La  solution  générale  X,  Y,  Z 
du  système  adjoint  sera  donnée  par  les  relations 

Xx,-\-Yy,-\-Zz,  =  C,, 

Xx,-t-Y7,-+-Z^,=  G„ 
Xx^-\-Yyz-\-  Z-îj— G„ 

C{,  C2,  C3  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  connaissait  seulement  une  ou  deux  solutions  indé- 
pendantes du  premier  système,  on  aurait  seulement  une  re- 
lation linéaire 

Xa7i-f-YjiH-Z;j,=iC, 

ou  deux  relations 

Xar,+Y7,-i-Z5,— G,. 

Ces  relations  permettraient  d'éliminer  une  ou  deux  des 
variables  X,  Y,  Z  des  équations  différentielles  du  système 
adjoint,  et  de  ramener  ainsi  l'intégration  de  ce  dernier  sys- 
tème à  celle  d'un  système  plus  simple,  contenant  une  ou 
deux  équations  de  moins. 
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H6.  Systèmes  d^ équations  linéaires  à  seconds  mem- 
bres, —  Soit  à  intégrer  un  système  d'équations  linéaires  à 
seconds  membres,  tel  que  le  suivant  : 

dx  ,  ,  _ 

-, — \- ax -\- by   -f-C3   -^  du    =^  T  , 


(6) 


dy  .  •  «, 

—  -\-  a^x-^  biY  -hCi-3  -hajM::=T,, 

-^  -f-  a,a7 -+-  b^y  -h  c^z-h  d^u  -  T,, 

\  'di 


-j-^  -{-  a^x  -h  b^y  -\-  c^z  -h  d^u  :^  Tj. 


Considérons  le  système  linéaire  analogue 

,    .  \  —rr  -+-  ax  -h  by   h  cz  -h  au  -=z  o, 

(7)  ^^ 

obtenu  en  supprimant  les  seconds  membres. 

Nous  avons  vu  (Hl)  que,  si  Ton  connaît  deux  solutions 
indépendantes  de  ce  dernier  système,  on  peut,  par  un  chan- 
gement de  variables  convenablement  choisi,  le  ramener  au 
système  suivant  : 

^^;^A.Ç+B.u,     J;    ^A,Ç-hB,u. 

11  est  clair  que  le  même  changement  de  variables,  appliqué 
au  système  (6),  le  ramènera  à  la  forme 

d^  d'j 

6,  .  . .,  63  étant  des  fonctions  de  t.   On  n'aura   donc,   pour 
déterminer  Ç  et  u,  qu'à  intégrer  un  système  de  deux  équa- 
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lions  linéaires  simultanées;  C|,  C2  s^obtiendront  ensuite  par 
de  simples  quadratures. 

Si  Ton  avait  obtenu  l'intégrale  générale  du  système  (7) 

X  :=!  L«|  JTj  -f-  Ljj  JC^  -\-  Lj3  J?3-f-  L14X4, 
• » 

a  =1  Cl  «i  -h  Cl  Ui  -+-  C3  «3  -\-  C4  «4, 

rintégration  du  système  (6)  pourrait  s'effectuer  par  de 
simples  quadratures.  Substituons,  en  effet,  les  valeurs  pré- 
cédentes dans  les  équations  de  ce  système,  en  considérant 
C|,  ...,  Ci  comme  de  nouvelles  variables.  Ces  équations 
deviendront 

^/G|  clQ,^  r/Gj  ^/C^      ^ 

■jt^^"^  'W^^  ^dî''^^  'dr'''-^' 


ciCi  dC*  dC^  dC.  _ 

et    donnent  immédiatement  les  dérivées  —r-i  •••>  —A*   On 

dt  dt 

aura  donc  C|,  .  .  . ,  C»  par  des  quadratures. 

H7.  On  pourra  même  se  dispenser  de  ces  quadratures,  si 
Ton  connaît  une  solution  particulière  Xq^Vq^  Zq^  Uq  du  s\s- 
tème  (6).  Posons,  en  effet, 

j:  =  Xo-h;,  rnzJo-f-T,,  z^r^Z^-hlf  «=:«0~}-U. 

Le  résultat  de  la  substitution  de  Xq^Vq,  Zq-,  Uq  dans  les  pre- 
miers membres  des  équations  (6)  détruira  les  seconds 
membres,  et  il  restera 

-7-  -+-  a$  H-  ^r,  4-  c  ï  -+-  £/j  =  o, 
dt 


On  obtiendra  donc  la  solution  générale  du  système  pro- 
posé en  ajoutant  la  solution  particulière  Xq,  J'oj  Zq^  Uq  à  la 
solution  générale  du  système  sans  seconds  membres. 
J.  —  Cours,  m.  10 
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On  peut  enfin  remarquer  que,  silos  seconds  membres  sonl 
de  la  forme 

1  =^  1    -H  1    -4-  ... ,  1 1  -i;  r  j  -h  T  j  -f-  .  .  . ,  •  •  •  j 

et  si  l'on  connaît  une  solution  particulière  x'ç^,y\,  .  .  .  pour 
un  système  analogue  où  les  seconds  membres  se  réduisent 
respectivement  à  T',  T'^,  .  .  . ,  une  autre  solution  particulière 
j?'Jj,j''|p  .  .  .  pour  le  cas  où  les  seconds  membres  se  réduiraient 
à  T",  T', ,  . . . ,  etc.,  on  aura  une  solution  particulière  du  sys- 
tème proposé,  en  posant 

tu  in 

*jc  —  ce  ^  -f—  iX  Q  -|—  •  • . ,  y  —  ^  jj  -|-  y  Q  -f-  •  •  •  )  .... 

tlS.   Une  équation  linéaire  d'ordre  n 

peut  être  remplacée  par  le  système  équivalent 

da: 


dt 


—  x'        irz  O, 


d.v"-'^ 


dt  ^ 


d.r"-^ 

—j- h/>i^""*-H.  .  .^PnOO  —  A, 

qui  rentre  comme  cas  particulier  dans  ceux  que  nous  venons 
de  discuter.  Il  convient,  toutefois,  d'effectuer  Tétude  directe 
de  cette  équation;  car  elle  fera  paraître  sous  un  nouveau  jour 
quelques-uns  des  résultats  déjà  obtenus. 

H9.  Considérons  d'abord  l'équation  sans  second  membre 
d'^x  d"^-^x 

Soient  ^4,  . . . ,  ar^t   des   solutions   particulières  de  cette 
équation.  Nous  dirons  que  ces  solutions  sont  indépendantes. 
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si  le  délermînant 


X, 


X 


x^ 


X, 


^k 
^'k 


Xk 


formé  par  ces  fonctions  et  leurs  A*  —  i    premières  dérivées 
n'est  pas  identiquement  nul. 

Toute  équation  linéaire  d'ordre  n  sans  second  membre 
admet  un  système  de  n  solutions  indépendantes  ;r  <,...,  jr„, 
et  sa  solution  générale  est 

Oi  X\  -f-  .  .  .  -f-  Lj/i  X h^ 

Ci,  ...,  G,,  étant  des  constantes  arbitraires. 

Pour  établir  ce  théorème,  nous  supposerons  qu'il  soil  vrai 
pour  les  équations  d'ordre  n  —  i  et  nous  montrerons  qu'il 
est  encore  vrai  pour  l'équation  (8)  d'ordre  n. 

Soit  x^  une  solution  de  cette  équation  (autre  que  la  solu- 
tion évidente  x=o).  Posons  x  =  Cx^^  C  désignant  une 
nouvelle  variable.  On  aura 


dx 
d}x 


dt^ 


—  vj  Xi-\—\^X.j 

—  C''x,-^o.C'x\-\-Cx\, 


d'^x 
IF 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  on  aura 
l'équation  transformée 


l  j^iC^-t-  nx\ 
(9)    \  -^Px^i 


^    ,       n{7i  —  i)    „ 


X, 


4-  np^x^ 
L'équation  devant  être  satisfaite,   par  hypothèse,  si  Ton 


G"-* -+-...  =  0. 


iA8 
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suppose  C  conslaDi,  réqualion  (9)  ne  contiendra  aucun  terme 
en  C.  Ce  sera  donc  une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  i  par 
rapport  à  sa  dérivée  C.  Elle  admettra,  par  hypothèse,  n  —  1 
solutions  indépendantes  ^2,  ...jj'»,  et  sa  solution  générale 
sera  de  la  forme 

où  C2f  •  •  -y  C/i  sont  des  consxtantes  arbitraires. 
Intégrant  cette  expression,  il  viendra 


C^C,-^C,Jr, 


di 


'ni     Vndt, 


\  étant  une  quantité  choisie  à  volonté,  et  C|   une  nouvelle 
constante  arbitraire. 
On  en  déduit 


en  posant,  pour  abréger, 


•il  «    "  -  Jl 


l    /      /î  d^y 


•^/I  —  ^I     /     //l 


dt. 


Il  reste  à  prouver  que  le  déterminant 


.r, 


^•^ 


./•. 


««-I       ,.«-1 


n 


.n-i 


nVst  pas  identiquement  nul. 
Or  ce  déterminant  est  égal  à 

x\     jc\  f    Vtdt-hXiVi 


dt 


7  H 

X^        JT 


•  *  •     *^*  /  «^  '* 

;    /    Vj  dl-{-2  X\  Vj  -h  J-,  J-;        ...       AJ    fn  cil 


^\yn 


-+-2Xi7„-+-:r,v;, 
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OU,  en  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent,  à 
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X 

o 
o 


I    ^1  /  y\ 


dt 


Xs 


A 


h'^ 


dt 


''l.V„ 


zr=  J 


,/i 


y\ 


y'n 


Or  chacun  des  deux  facteurs  qui  composent  ce  produit  est 
diflerent  de  zéro,  par  hypolhèse. 

120.   Soient  X\^  .  .  .,  x„  le  svstème  de  solutions  indépen- 
dantes dont  nous  venons  de  démontrer  l'existence,  et 


Cl  j  J7  j  -}-  .  . .  -I-  C* ,,  Xfi  j 


î/i  —  G  /  .r  1  H- .  . .  -h  CJJ  Xn 
un  autre  svstème  de  n  solutions.  Le  déterminant 


?, 


•j/i 


t'i  -I 


est  évidemment  égal  au  produit  du  déterminant  des  solutions 
Xi,  . . .  ,  j:,,  par  celui  des  coefficients  C. 

Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant,  pour  que  les  solutions 
Ç,,  .  .  .,  Ç„  soient  indépendantes,  que  le  déterminant  des  C 
ne  soit  pas  nul. 

S'il  en  est  ainsi,  Xi,  ...,^,,,  et  par  suite  toutes  les  solutions 
de  Téquation  différentielle,  seront  des  fonctions  linéaires  de 

Ç I ï  •  •  •  î  Ç« • 

121.  Soient  d'ailleurs  S,,  Çj,  ....Ç//  un  système  quelconque 
de  solutions  indépendantes  de  l'équation  (8);  on  aura 


■  Pi 


df' 

d-U 
dt" 


Pi 


dt'*-' 

fin  -IÇ 
dt'*~' 


-^Pn^i—O, 


-+-/?«$,=  O, 


i5o 
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Ces    équations  permellront    d'exprimer    les    coefficients 
P\i  '  '  '  t  Pn  ^^  fonction  de  Çj ,  ...,$,,  et  de  leurs  dérivées. 

122.  On  peut  remarquer  que  la  condition 


.r, 


a: 


n 


X 


n 


f.n-  1 

^  a 


O 


exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
n'existe  entre  les  fonctions  Xi,  .  . . ,  x„  aucune  relation  li- 
néaire à  coefficients  constants,  telle  que 

En  eflet,  s'il  existait  une  relation  de  ce  genre,  on  obtien- 
drait, en  la  difiérentiant, 


a.o-, 


>...-!- 


^n  "^n 


=zO 


«,^r' 


o, 


et,  en  éliminant  les  paramètres  a<,  . . . ,  a/,,  il  viendrait 


x^ 


.r 


n 
n 


•     •     •  •    • 


X 


n-\ 


X 


n-\ 
n 


z=.  O. 


Réciproquement,  si  ce  déterminant  est  nul,  Xi,  x*x^  .  . ., 
Xn  seront  n  solutions  j>articulières  de  l'équation  linéaire 
d'ordre  n  —  i 


X 
X' 

•    • 

X" 


X. 


X 

X 


•     •    •  •       • 


.r 


«-1 


^no. 


On  aura  donc,  en  désignant  par  X,,  . . .,  X„_i  des  solu- 
tions indépendantes  de  cette  équation,  et  par  C, ,  . . . ,  G"_, 
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des  constantes, 

J^i  ^=^  C>ij  \i  -f- .  .  .  -f-  Li„_|  A„_j, 


X ,^   —  Cij  Aj  -f-  .  .  .  4-  y^n_^  -\;,_1. 


Eliminant  Xf,  ...,  X„_|  entre  ces  équations,   on  en  dé- 
duira une  relation  linéaire  entre  ^i,  . . .,  Xn, 

123.  Si  Ton  connaît  k  solutions  indépendantes  x^^  . .  .^  Xk 
de  l'équation  linéaire  sans  second  membre 

on  pourra  ramener  son  intégration  à  celle  d'une  équation  li- 
néaire d'ordre  /i  —  A*,  suivie  de  k  quadratures. 
Posons  en  effet 


X 


:=^  y     CiJT/, 


les  C  désignant  k  nouvelles  variables,  liées  entre    elles  par 
les  A'  —  I  relations 


i  I 


o)   \    C/J7/=io,     \    C'ix'i—o,     ...,     \    G]xf"-=io. 


On  aura,  en  tenant  compte  de  ces  relations, 

X   —    >      K^^X^f       •  •  •  )       X         —   ^      xjtiXf' 

puis 

X  =rrj,      ...»     X  T=:  r  ,4_^._^j, 

Fr  désignant  une  fonction  l?héaire  de  C^ ,  .  . . ,  C^  et  de  leurs 

dérivées  jusqu'à  l'ordre  /•. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  on  aura 

un  résultat  de  la  forme 

G  11=  o, 

G  désignant  une  fonction  linéaire  de  C|,  .  .  .,  C^  et  de  leurs 
dérivées  jusqu'à  Tordre  n — A' H- i .  D'ailleurs,  l'équation 
étant  satisfaite  en  supposant  G,,  ...,  C.^  constants,  los 
termes  qui  contiennent  ces  quantités  disparaîtront,  et  G  ne 
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contiendra  que  les  dérivées  G', ,  . . . ,  C'^  et  leurs  dérivées 
successives  jusqu^à  l'ordre  n  —  A'. 

Cela  posé,  on  peut  tirer  des  équations  (lo)  les  valeurs  de 
C'jj,  . . . ,  C'a  en  fonction  de  C'^.  Substituant  ces  valeurs,  ainsi 
que  leurs  dérivées,  dans  G,  on  aura  pour  déterminer  C'^  une 
équation  linéaire  d'ordre  n  —  k. 

Cette  équation  intégrée,  on  aura  G',,  .  .  .,  G'^,  et  Ton  en 
déduira  G|,  . . . ,  G*  par  quadratures. 

124.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  connaisse  une  solu- 
tion particulière  x^  de  l'équation  du  second  ordre 

Posons  X  =^O^Xi\  nous  obtiendrons  l'équation  transformée 

G'i  ^1  -H  (  2  ar'i  H-  /?,  x^  )  G',  —  o 


ou 


X 


1 


et,  en  intégrant, 

logC',  r—  —  2  logx,  —  \  p^dt  -\-  const; 


C\  r=  A 1 —  > 


^1 


/€-JP 


B 


et  enfin 


x  —  Kx^  I hi3j7i, 

J     ^'i 


A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires. 

123.  L'intégrale  générale  de  l'équation  à  second  membre 

(il)  ^'*+/?iJ:"-*h-.  .  .-f-/?„.r  =:T 

se  déduit,  par  de  simples  quadratures,  de  l'intégrale  générale 
de  l'équation  sans  second  membre 

(i2)  x"-[-piX"-^-\-. .  ,-j-p„x  =  o. 
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Posons,  en  effet, 

ce  ^^-  v-n  •T^  —{-  .  .  .  — T"  v>|y ^/i) 

C|,   ...,    C,/   étant  de  nouvelles    variables,  assujelties  aux 
conditions 

(i3)   \    C/j-z—o,         y    Cz-ri  — o,        ...,        \    C'i.r^~^=.o. 

On  aura,  en  tenant  compte  de  ces  relations, 

et  enfin 

X 


Substituant  dans  Téquation  proposée,  les  termes  en  C|,  ..., 
C/i  disparaîtront  et  il  restera  simplement 


X 


c;a:r-»=:T. 

Cetleéquation,  jointe  aux  relations(i  3),  donnera C'^,  ...,C)/, 
et  l'on  en  déduira  C|,  ...»  C^  par  des  quadratures. 

On  pourra  d'ailleurs  se  dispenser  de  ces  quadratures  si 
Ton  connaît  une  solution  x^  de  l'équation  (i  i).  Il  suffira, 
dans  ce  cas,  de  l'ajouter  à  l'intégrale  générale  de  l'équation 
sans  second  membre. 

126.   Revenons  à  l'équation  sans  second  membre 

(i4)  x'^-^  /^i.r"-^-!-  /?j.r'»-'-^. .  ,->r PnOC  —  o. 

Multiplions-la  par  une  fonction  indéterminée  v  et  intégrons. 
Il  viendra,  en  appliquant  aux  termes  qui  contiennent  les  dé- 
rivées de  jr,  l'intégration  par  parties 
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Si  la  fonction  j>'  est  une  solution  de  Téquation  linéaire 

(ij)      r«_(;,,rr-»-h(/iO)"-'-----+-(--0'VV  =  o, 

rinté^rale  disparaîtra  de  la  formule  précédente,  et  Ton  aura, 
pour  déterminer  x,  une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  i, 
contenant  une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  connaît  /c  solutions  j^'i,  .  .  .,  j>  dv  Téquation  (i5), 
on  obtiendra,  en  posant  successivement  v  -~j'i,  • . .,  J'  =.>'a^ 
A*  équations  linéaires  d'ordre  n  —  i  en  .r.  Kliminant  entre  ces 
équations  les  dérivées  x"~*,  . . .,  .r""^*"*,  on  aura,  pour  déter- 
miner jr,  une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  A*,  contenant  /»• 
constantes  arbitraires. 

L'équation  (iT))  se  nomme  Vrr/uafion  ne/Jointe  de  l'équa- 
tion (i4)'  Il  est  clair  que  réciproquement  l'équation  (i4) 
est  adjointe  à  l'équation  (i  5). 

127.  On  aurait  pu  arriver  à  Téquation  adjointe  (i5)en 
remplaçant  Téquation  primitive  (i  4  )  par  le  s>stème  d'équa- 
tions du  premier  ordre 


V./I—  1 |-w 


r/.r 
777 


x'      -—  o, 


qui  lui  est  équivalent. 

Ce  système  a  pour  adjoint  le  suivant  : 

-4-/^,V*-^  — X"-=  — o, 


cil 
dû 


-h/;jX«-=î  — X"-'=io, 
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On  peut  aisément  éliminer  X""^,  .  .  . ,  X  entre  ces  équa- 
tions. Il  suffira  de  les  différentier  respectivement  n  —  i  fois, 
n  —  2  foiS;  etc.,  et  de  retrancher  la  somme  des  équations  de 
rang  impair  de  celle  des  équations  de  rang  pair;  il  viendra 


dt' 


dt 


i-\ 


dt'- 


—  o, 


équation  qui  ne  diffère  de  (i5)  que  par  la  notation. 


II.  —  Équations  linéaires  à  coefficients  constants. 


(I) 


128.   L'équation  linéaire  sans  second  membre 


d'^x 
'dï'' 


a 


1  TT^TTT  -H..--+-«,*'^-0, 


OÙ  les  coefficients  ai,  ... ,  a,i  sont  des  constantes,  a  été  inté- 
grée par  Euler,  comme  il  suit  : 

Substituons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  la  va- 
leur X  =  e^^,  s  étant  une  constante  ;  il  viendra 


d.r 

-  -  —  se'' 

dt  ' 


d''  .r 


dt 


!l 


Tzis^'e'^. 


Le  résultat  de  la  substitution  sera  donc 

et  l'équation   sera  satisfaite,   si   s  est  racine  de  V équation 
car  acte  ris  t  iq  ne 

Si  cette  équation  a  n  racines  inégales  5< ,  . . . ,  5,,,  nous 
obtiendrons  ainsi  n  solutions  particulières  t?^',  . . . ,  e^«^  (>cs 
solutions  sont  indépendantes;  car  leur  déterminant 


'      e*.^ 

•    •   • 

^•*«' 

5,  e'.' 

■   •    • 

5„  e*"' 

•   •    •   • 

•     •     a 

sl'^e'^ 

i 

•     •     • 

sl-^e'ni 

s. 


f,(.S^  +-...  +-.f„)/  !    '   * 


S 


n 


•     •  •     • 


.«-1 

'/t 
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n'est  pas  nul,  le  dernier  déterminant  ci-dessus  étant,  comme 
on  sait,  le  produit  des  différences  des  quantités  .Vi,   . , ,  ^  s„ 
qui  sont  supposées  distinctes. 
L'intégrale  générale  sera  donc 

C|,  . . . ,  C„  étant  des  constantes  arbitraires. 

129.   Cauchy  a  donné  à  celte  expression  une  autre  forme 
que  nous  allons  indiquer. 
On  a  (t.  II,  n"297) 

C,e''ffs 


2r.l  J       S  —  .V| 


l'intégrale  étant  prise  suivant  un  contour  fermé  entourant  le 
point  5/. 

Si  donc  nous  prenons  un  contour  d'intégration  envelop- 
pant tous  les  points  .V|,  . . . ,  .?,,,  on  aura 


ds 


1_  f^' 


^\  e"*. 


^{s)  désignant  un  polynôme  arbitraire  de  degré  <;;;  n. 

Cette  transformation  de  l'intégrale  a  l'avantage  de  montrer 
immédiatement  quelle  modification  doit  éprouver  la  formule 
lorsque  l'équation  F (5)  ^^  o  a  des  racines  égales. 
En  effet,  l'intégrale 


I    r  p  -0  , , 

2TUj     V{s) 


Pis) 
est  éffale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  ■——{  e*'  par 

rapport   aux   diverses    racines,    égales    ou   non,    de  l'équa- 
lion  F(5)  =  o. 

Soient  Sx^  s^^   ...   ces  racines,  [JLi,  jjlo,   ...  leurs  degrés  de 
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iplicilé;  on 

aura 

P(.0 

(S  -  .V,  )ï^. 

-h.. 

s 

«I 

A'i 

4-.. 

.-h  -- 
s 
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les  constantes  a,  ^^  . . .  étant  arbitraires. 
D'autre  part, 

e''=e'i'ef'-'»>'— e'-M  i -h  (5  —  5,)^ -+- (;ç  —  ^i)* -^  -h. . .    . 

Multipliant  ces  deux  expressions  Tune  par  l'autre,  on  aura 
pour  le  rc'sidu  relatif  à  5|  l'expression 


e'i 


'[''-^''^+---^''--..2..'.î^.'-.)]=p-''^-'' 


Pi  étant  un  polynôme  arbitraire  en  ^,  de  degré  jjli  —  i. 

Les  autres  résidus  pourront  se  calculer  de  même. 

On  a  donc  la  règle  pratique  suivante  pour  intégrer  l'équa- 
tion (1)  : 

On  formera  Véquation  caractéristique 


S^  -h  Ui  .Ç"~'  -h  .  .  .  H-  r/,,  Tzz  o. 

On  déterminera  ses  racines  5|,  .s'a,  ...  et  leurs  degrés 
de  multiplicité  [jL|,  ji-a, L^ intégrale  générale  sera 

P,,    P2,    ...    étant  des  polynômes   arbitraires  en   t,    de 
degrés  [jl,  —  1 ,  [JL2  —  i , 

130.  11  peut  arriver  que,  l'équation  (i)  ayant  ses  coefficients 
réels,  l'équation  caractéristique  ait  des  racines  imaginaires. 
La  solution  précédente  contiendra  dans  ce  cas  des  imagi- 
naires; mais  il  est  aisé  de  les  faire  disparaître.  Soit,  en  effel, 
Si  =  oi-h  pi  une  racine  imaginaire  de  l'équation  caractéris- 
tique. Elle  admettra  la  racine  conjuguée  ^2=  a  —  ^z,  a\ec  le 
même  ordre  de  multiplicité  [a. 
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Les  termes  correspondants  de  Pintégrale  générale  seront 

Pj^'a-H?i)/_^_  p^e'a-^i;/_  ^a/[^Pj_^  Pj)  cos  3/  4-  (P,—  P,)/sin  ^^ 

Qi  et  Q.J  étant,  ainsi  que  Pt  et  P2,  des  polynômes  arbitraires 
d'ordre  [jl  —  i . 

131.  L'équation  linéaire  à  coefficients  constants  et  à  second 
membre 

peut  être  aisément  intégrée  par  quadratures,  en  faisant  varier 
les  constantes  (12o  ).  Mais  on  pourra  éviter  ces  quadratures, 
si  Ton  sait  déterminer  une  solution  particulière  de  l'équation. 
Il  suffira,  en  effet,  de  Tajouter  à  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre. 
Posons 


(jit 


Ç  étant  une  fonction  de  s.  Cette  expression,  substituée  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  donnera  pour 
résultat 


2 


Si  donc  on  sait  déterminer  la  fonction  Ç  et  la  ligne  d'inté- 
gration de  telle  sorte  qu'on  ait 


-^.   fW(U  r  T, 

ITZI  J 


l'expression  (3)   sera  une   solution   particulière  de  l'équa- 
tion (2). 

132.  Cette  détermination  pourra  se  faire  aisément  lorsque 
le  second  membre  T  sera  de  la  forme  Pe^',  où  P  est  un  poly- 
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nome  en  t.  Soit,  en  effet, 

P  —  ao  H-  a,  /  -h .  .  .  -h  a,„  t"\ 


Posons 


ç  —  -h. , h L_      _i_       ^^»       , 

S—\  {S  —  ky  (.V—  A)"'-^' 


et  intégrons  le  long  d'un  petit  cercle  tracé  autour  du  point  \, 
L'intégrale  sera  égale  au  résidu  par  rapport  à  ce  point  de  la 
foncrion 

Ce  résidu  est  le  produit  de  e^'  par  un  polynôme  en  t 


i'in 


qui  sera  égal  à  P  si  Ton  pose 

j3q  m  SCq j  Pi  -rrz  Z | ,  •  ■  •  ;  p /«  - —  1.2...  7ïl  ^m . 

La  solution  particulière  correspondante  sera  le  résidu  de 

1^5 —  par  rapport  à  a.  Ce  sera  le  produit  de  e^^  par  un  polynôme 

en  t  de  degré  m-f-tx,  [i.  désignant  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  ¥(^s)  =  o  qui  sont  égales  à  \  et  se  réduisant  à  zéro 
si  \  n'est  pas  racine  de  l'équation. 

En  effet,  p — —t  développé  suivant  les  puissances  de  (.v  —  A), 

sera  de  la  forme 


{s  —  \)^      '"       s-l 
D'autre  part, 


-h  ...  H ^  4-  Ôq  +  ^1  («^  —  ^0  + 


^st^  e>^'  fi  4-  (5  —  X)/  -h  (5  —  X)'  ^  -h . .  .1 . 
Effectuant  les  multiplications,  on  trouvera  pour  coefficient 
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I  ?e*' 

de    r-  dans  le  développement  de  -X-j—r  un  polynôme  du 

degré  indiqué. 

On  pourra,  d'ailleurs,  sans  cesser  d'avoir  une  solution, 
supprimer  dans  le  polynôme  ainsi  trouvé  tous  les  termes  de 
degré  moindre  que  ja;  car  ces  termes,  multipliés  par  e*',  don- 
nant une  solution  de  l'équation  sans  second  membre  (129), 
leur  suppression  ne  troublera  pas  l'égalité  des  deux  membres 
de  l'équation  (2). 

Nous  voj'ons  donc  que,  lorsque  le  second  membre  est  de  la 
forme  Pe^^,  l'équation  (2)  admet  comme  solution  particulière 
une  expression  de  la  forme 

où  Q  est  un  polynôme  de  même  degré  que  P. 

Les  coefficients  de  ce  polynôme  peuvent  être  déterminés 
soit  par  le  procédé  ci-dessus,  soit  par  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  en  substituant  l'expression  précédente 
dans  Téquation  proposée. 

133.  Cette  analyse  peut  s'étendre  au  cas  plus  général  où  le 
second  membre  T  est  une  fonction  entière  quelconque  de  ^, 
d'exponentielles  e"',  <?P',  ...  et  de  sinus  et  cosinus  siny^, 
cosY^,  ...;  car,  en  remplaçant  les  lignes  trigonométriques 
par  leurs  valeurs  en  exponentielles  et  faisant  les  multipli- 
cations, on  pourra  mettre  T  sous  la  forme  d'une  somme  de 
termes  T'-}-ï"4-.  .  .  de  la  forme  Pe^^.  A  chacun  de  ces 
termes,  s'il  était  seul,  correspondrait  une  solution  particu- 
lière. La  somme  de  ces  solutions  partielles  donnera  la  solu- 
tion correspondante  à  T. 

* 

13i.  Exemples  :   i®  Soit  à  intégrer  l'équation 

—j-^  -h  /i*a:  =:  cos/;i/. 

L'équation  caractéristique 

S^  -h  71*  =  o 
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ayant  pour  racines  simples  ni  et  —  ni  y  Téquation  sans  se- 
cond membre  aura  pour  intégrale  générale 

ou,  sous  forme  réelle, 

Di  ces 71^  H-  Dj  ûnnt. 

On  a,  d'autre  part, 

Chacun  de  ces  deux  termes  est  de  la  forme  Pe^',  où  P  est 
de  degré  zéro  et  où  X  =  =b  me. 

Soit  d'abord  m^n\  \  n'étant  pas  racine  de  l'équation 
caractéristique,  ou  aura  une  solution  particulière  de  la 
forme 

OU,  sous  forme  réelle, 

k  cosmC  -\-  kl  sinm^. 

Pour  déterminer  les  coefficients  k  et  Ati,  substituons  dans 
réquation  proposée  ;  il  viendra 

—  m^k  ces  mt  —  w*  k^  sin  mt 

-^  n^kcosmC  -\- n^k^  sin mt^==  cosmt  ] 

d'où 

(n*— m*)Â:zr:i,         (/i«— m*)A:,=::o, 

k  :=:  —z r>  Aj  ^=^  O. 

L'intégrale  générale  sera  donc 

Dj  cos  nC  -+-  D,  sin  nC  h — = ;  cos  mt. 

n^ —  m' 

Soit,  au  contraire,  m^=^  n.  Les  deux  valeurs  de  X  étant  ra^ 
cines  de  l'équation  caractéristique,  l'intégrale  particulière 
sera  de  la  forme 

J.  —  Court,  III.  I T 
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OU,  SOUS  forme  réelle, 

t(k  cosnt  -i-  A',  sin/i^). 

Substituons  dans  Téquation  proposée,  il  viendra 

—  n^t(k CCS nt  -+-  k^  sin nt ) 

-h  2/1  ( —  ks'mnt-hkicosnt)  -{-n^t(kcosnt-^ki  sinnt)-  cosnt; 

d'où 

—  2«A:  =  o,         inki^=iiy 

X:  =  o,  Âi  =:  —  • 

2/1 

L'intégrale  générale  sera  donc 

D.  ces  nt  -h  D,  sin  nt  -{ 1  sin  nt, 

in 

2**  Soit  à  intégrer  Téquatiou 

~dF  " '^  ~dt^  '^  ~di'  ~~  ^' 
L'équation  caractéristique 

admet  les  racines  doubles   i  et  o.   L'intégrale  de  l'équation 
sans  second  membre  sera  donc 

(C-+-CiO«'-HC,-hC,^ 

Le  second  membre  t  étant  de  la  forme  Pe^',  où  P  est  du 
premier  degré  et  où  X  =  o  est  racine  double  de  l'équation 
caractéristique,  on  aura  une  intégrale  particulière  de  la 
forme 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  il 
viendra 

d'où 

6c  =  I,  — I2C -+- 2Cj  =  0, 

C=^  j,  Cj^rr  I. 


ÉQUATIONS   LINÉAIRES.  l63 

L'intégrale  générale  de  Téquation  proposée  sera  donc 

(G4-C,0e'-HC,-hC,«-+./»4-~- 

D 

13o.  Considérons  un  système  d'équations  linéaires  simul- 
tanées à  coefficients  constants  et  sans  second  membre,  tel 
que  le  suivant  : 

d*x  dx  ,  d*y       ,   dy 

■ 

d*.r  dx  jd^y         ,  dv 

(Cherchons  une  solution  particulière  de  la  forme 

x  —  Me^',        yzm^e*^. 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations,  donneront, 
en  supprimant  le  facteur  e*', 

\  M(a5*-^- «1^ +  a,) -h  N(65* -h  ^iS-+- 6,)  =:o, 

I  \i(c5' -f- r,5 -h  Cl)  H- N(^5*-hc^i5-+-<i,)  =  o. 

Pour  qu'on  puisse  satisfaire  à  ces  équations  sans  supposer 
M  =  N  =  o,  il  faut  que  s  soit  racine  de  Véquation  caracté- 
ristique 

as^  -h  «1  s  -f-  a^     hs*  -h  b^s  -h  bt 

c$^  -h  c, ,ç  -H  Cj     ds^  -i~  diS-\-  d^ 


=1  o. 


Soit  ^1  une  racine  de  cette  équation.  On  la  substituera 
dans  les  équations  (4),  qui  donneront  les  rapports  des  quan- 
tités M,  N.  On  obtiendra  ainsi  une  solution  particulière 

où  les  quantités  Mf,  N|,  n'étant  déterminées  que  par  leurs 
rapports,  contiendront  en  facteur  une  constante  arbitraire. 
Ajoutant  ensemble  les  solutions  particulières  correspon- 
dant auK  diverses  racines  de  l'équation  caractéristique,  on 
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obtiendra  ordinairement  l'intégrale  générale  du  système  pro- 
posé. Toutefois,  il  pourra  se  présenter  des  embarras  dans 
Tapplication,  soit  parce  que  le  degré  de  Téquation  caracté- 
ristique s'abaisse  pour  certaines  valeurs  particulières  des 
coefficients  a^b,  . . .,  soit  parce  qu'elle  présente  des  racines 
égales. 


136.  La  méthode  suivante,  indiquée  par  Cauchy,  n'est 
sujette  à  aucune  difficulté. 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  que  le  système  considéré 
ait  été  ramené  à  un  système  d'équations  du  premier  ordre, 
tel  que 

-^  -f-  ax    -^  by  -^cz  —  o, 
dy  , 


Tt 


-{-  a^x  -\-  biY  -h  c^z  —.  o. 


Désignons  par  A  le  déterminant  caractéristique 


a-\-  s        b 
CTj        bi-h  s 


b. 


c 

Cl 

Ci -h  s 


A     o  •  d\     dl 

par  A,  13,  ...  ses  mineurs  —  >  -tjj  •  •  •• 

Substituons,  dans  les  équations  proposées,  les  expressions 
suivantes 

l  2T.lJ  1 


(^ï) 


TZlJ  A 

2TUJ  A 


Ç,  r,,  Ç  étant  des  fonctions  de  5,  et  l'inlégralion  par  rapport 
à  la  variable  imaginaire  s  étant  effectuée  sur  un    contour 
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fermé  quelconque.  On  aura 


i65 


dt        '^'^i  j 


AS-^  A|T, -i-A,g  ^^ 


e*^ds. 


Substituant  ces  valeurs  dans  la   première   des  équations 
proposées  et  remarquant  que  Ton  a 

(a-h5)A  -i-i>B  4-cC  =A, 
(a  H- 5)  Al -H  ôB,  4-  cCi  =  o, 
(a  -f-5)A,  4-  6B|4-  cC,=:  o, 


le  résultat  se  réduira  à 


2 


La  substitution  dans  les  deux  autres  équations  donnera  des 
résultais  analogues 


2 


--.  fr^e^ds,     — .  fw^ds. 

TZlJ  2TZlJ 


Si  nous   supposons  que  $,  r^,  Ç  se  réduisent  à  des  con- 
stantes arbitraires,  Çe^',  r^  e'^,  Çe^'  étant  des  fonctions  entières, 
les  intégrales  ci-dessus  seront  nulles.  Les  formules  donne 
ront  donc  line  solution  du  système  proposé,  contenant  trois 
constantes  arbitraires. 

Supposons  qu'on  ait  pris  pour  contour  d'intégration  un 
cercle  de  rayon  infini. 

La  valeur  initiale  de  x  pour  ^  =  o  sera 


Xi 


=  --  f 

2ra  J 


AÇ-h  A^T)  -h  A,? 


ds. 


Mais  on  a 


AçH- A|7)  -i-A,Ç 


A~5'-f-a5'4-.  .  ., 

$  b  C 

T)     bi-^s        Cl 
î         bt        Ci-\-s 


=:Ç5*-hP5  4- 


.  .  . , 
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d*où 

Ag-f-A^T)-^A^;        5  _     _^      . 
=:  -  -h  Y  -h  Yi* 


21: l  J         \S 


^0=  '    /  ^^1  - -H  Y -H  Ti*+-- •  1  =  ?■ 


On  trouvera  de  même,  pour  les  valeurs  initiales  de^v  et  3, 

La  solution  que  nous  avons  trouvée  est  donc  l'intégrale 
générale,  puisqu'en  choisissant  convenablement  les  con- 
stantes $,  Tj,  Ç  on  peut  donner  à  J^^r,  z  des  valeurs  initiales 
arbitraires. 

137.  La  valeur  des  intégrales  (5)  se  calcule  d'ailleurs  sans 
difficulté.  Elle  est  égale,  comme  on  sait,  à  la  somme  des 
résidus  de  la  fonction  à  intégrer  par  rapport  aux  diverses 
racines  de  Téquation  A  =  o. 

Soient  5«  Tune  de  ces  racines,  [jl  son  degré  de  multiplicité. 
On  aura 

AS  +  A,7)+A^  _  _^^li_  ^       ^  _^l_  +  .   4- 

ajjL,  . . . ,  ttf,  . . .  étant  des  fonctions  linéaires  des  constantes  Ç, 
r,,  Ç.  D'autre  part, 

QSt  --  çs.t     ,  4.  (^  _  ^.j  )  ^  4_  (5  _  5j  )2 ^_ .  _  I 

Effectuant  le  produit,  on  trouvera  pour  résidu  rexpression 
r  ^^"*        1 

L  '^  1.2.  .  .(h^  — i)j 

La  portion  de  la  valeur  de  x  qui  provient  de  la  racine  s^ 
sera  donc  de  la  forme  Pe-^»',  P  désignant  un  polynôme,  qui 
sera,  en  général,  de  degré  \k  —  i.  Mais  ce  degré  s'abaisserait 
à  |x  —  A*  —  I,  si  les  mineurs  A,  A<,  A2  étaient  tous  divisibles 
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par  (s  —  5|)*,  car  on  aurait  évidemment  dans  ce  cas  ttji  =  0,  ..., 

aji_A4.<  =  o. 

On  calculerait  de  la  même  manière  les  valeurs  des  inté- 
grales j^'  et  z. 

138.  Considérons  maintenant  un  système  d'équations  à 
second  membre 

-Tf-^^^  -+- ^ J   -^-^^  =T, 
dz 

-^    -+-«4^4- ^27 -h  C,  5  ^T,. 

Les  formules  (5)  donneront  une  solution  particulière  de  ce 
système,  si  Ton  y  détermine  les  fonctions  Ç,  r,,  Ç  et  le  con- 
tour d'intégration  de  telle  sorte  qu'on  ait 


TZl  J 


(6)  — .    A 


e"dsz=Ti, 


Cette  détermination  pourra  se  faire  aisément  si  les  seconds 
membres  sont  de  la  forme  Pe^*^,  où  P  est  un  polynôme. 
Soit,  en  effet, 

Pour  satisfaire  à  la  première  des  équations  (6),  on  n'aura 


»« 


qu  a  poser 


et  à  intégrer  le  long  d'un  petit  cercle  entourant  le  point  X. 

On  voit  par  là   que,  si  T,  T,,  Tj  sont  des  polynômes 
d'ordre  m,  Ç,  r^,  Ç  seront  des  sommes  de  fractions  simples, 
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contenant  5  —  X  en  dénominateur  jusqu'à  la  puissance  m  -h  i . 
On  aura  par  suite,  [x  étant  égal  à  zéro,  ou,  si  'k  est  racine  de 
A  =  o,  au  degré  de  multiplicité  de  cette  racine, 

A  Ç  -h  A,  7)  -h  At  Ç  Y  T/«-Hfii 


et  la  valeur  correspondante  de  ût,  égale  au  résidu  de 

A^-f-AtTi-i-A,;^^^ 

pour  le  point  X,  sera  de  la  forme 

Q  étant  un  polynôme  dont  le  degré,  égal  en  général  à  m-h  jjl, 
pourra  s^abaisser,  si  les  premiers  coefficients  Y>  ï«»  •  •  •  s'an- 
nulent. 

On  trouvera  un  résultat  tout  semblable  pour^  et  z. 

139.  On  peut  ramener  aux  équations  à  coefficients  con- 
stants les  équations  linéaires  de  la  forme 

(7)    (^^ +  P)''-^-^«i («^ +  ?)""' 77^+- ---^««^-^ <>• 

Posons  en  effet 

a  ^  4-  ?  —  <?»,  d'où  oidt^  e"  du  ; 

on  aura 

dx dx 

dt  du 

dx 
d}x  dt         ,      „/  ,^à^  n^-^ 

et,  en  général, 

P^  désignant  une  fonction  linéaire  à  coefficients  constants 
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dûc  d  ûc     ^-. 

de   -7— j  •••>  -f-ï^*  En  effet,  si  cette  proposition  est  établie 

pour  le  nombre  A*,  elle  sera  encore  vraie  pour  A*  -h  i  ;  car  on 
aura 

—  ^k-k-X  g-u i 


dt^^^  du  . 

-kn  1>  ,  _i_  gt  —  kit 

du 


a*-^»e-«(  — Â:e-*"I*A:-^e~^'"-   — 


Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée,  on  aura 
pour  déterminer  x  en  fonction  de  u  une  équation  linéaire  à 
coefïicients  constants. 

Si  Téquation  caractéristique  correspondante  a  ses  racines 
inégales,  l'intégrale  générale  sera  de  la  forme 

S'il  y  a  des  racines  multiples,  à  chacune  d'elles,  s^ ,  cor- 
respondra comme  solution  une  expression  de  la  forme 

e^.» (G  -+-  C,  M  -h . . .  4-  CpL  -1  '«»*-') 

III.  —  Intégration  par  des  séries. 

liO.    Considérons    une    équation    linéaire    sans    second 

membre 

d^x  d^-^x 

dont  les  coefficients  soient  monodromes  en  t  et  n'aient  que 
des  points  critiques  isolés. 

Nous  avons  vu  (119)  que  la  forme  générale  de  ses  inté- 
grales est  la  suivante 

où  C|,  . . .,  c„  sont  des  constantes,  et  j;i,    . . . ,  x,,  un  sys- 
tème quelconque  de  n  intégrales  indépendantes.  Nous  savons 


170  TBOISifcMB   PAKTM.  —   CHAPITRE   U. 

en  outre  (9^)  que  ces  intégrales  n*ont  pas  d^autres  points 
critiques  que  ceux  des  fonctions  /?«,  •  • .,  p„. 

Cherchons  comment  se  comportent  ces  intégrales  lorsque 
la  variable  indépendante  C  tourne  aulour  d*un  de  ces  points 
critiques,  que,  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons 
situé  à  l'origine  des  coordonnées. 

L'intégrale  considérée  x  varie  avec  /,  mais  sans  cesser  de 
satisfaire  à  Téquation  différentielle.  Lorsque  t  revient  à  sa 
valeur  initiale,  />i,  . .  - ,  />/i  reprenant  également  leurs  valeurs 
initiales,  Téqualion  différentielle  redevient  ce  qu^elle  était 
primitivement;  et  l'intégrale  transformée,  devant  satisfaire  à 
cette  équation,  sera  de  la  forme 

En  particulier,  soit  xi  l'une  quelconque  des  intégrales 
indépendantes  :r,,  .  .  . ,  jr,,  ;  elle  sera  transformée  en  une  ex- 
pression de  la  forme 

C||  .27|  -f-  .  .  .  -h  Cin  Xf^y 

de  telle  sorte  que  la  rotation  de  /  autour  de  l'origine  aura 
pour  résultat  de  faire  subir  aux  intégrales  x<,  ..  ,  x»  une 
substitution  linéaire  telle  que 


S 


Xi       C^lXl-\-...-i-Cl„Xf^ 


Xn  C^lX^-\-  .    .    .   -f-   C;,  ;j  Xf^ 

Le  déterminant  des  coefïîcients  c  sera  d'ailleurs  différent 
de  zéro;  car,  s'il  était  nul,  les  intégrales  transformées  seraient 
liées  par  une  relation  linéaire,  qui  continuerait  d'avoir  lieu 
en  faisant  rétrograder  t  en  sens  contraire  de  son  mouvement 
primitif.  La  même  relation  subsisterait  donc  entre  les  inté- 
grales primitives  X|,  ...,  x,,,  contrairement  à  l'hypothèse 
faite,  que  ces  intégrales  sont  indépendantes. 

Ul.  Soit 


Yn  —  */ii «^   -h  .  .  .  -|-  ^nn^n 
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an  autre  système  quelconque  d'intégrales  indépendantes.  La 
substitution  S,  opérée  sur  les  x^  remplacera  les^  par  d'autres 
fonctions  linéaires  des  x^  o\Xy  comme  les  x  s*exprîment 
linéairement  au  moyen  des  y  y  par  des  fonctions  linéaires 
des^'. 

La  rotation  autour  de  l'origine  aura  donc  également  pour 
effet  de  faire  subir  aux  y  une  substitution  linéaire.  Nous 
pouvons  nous  proposer  de  profiter  de  l'indétermination  des 
coefficients  a  pour  simplifier  le  plus  possible  l'expression  de 
cette  substitution. 

Cherchons  tout  d'abord  s'il  existe  quelque  intégrale 

qui  se  reproduise  multipliée  par  un  facteur  constant. 9.  Il  faut 
pour  cela  qu'on  ait 


d'oii  les  équations  de  condition 


(0 


(Cii  —  5)  ai  -f-  Cj,  «2  H-  .  .  .   f-  c„i  a,,  —  o, 
Cisaj -+-  (c„— 5)a,-h  .  .  .-r-  C;,ia„  -T  o, 


I 


l    C^n'^X-^  C^n^l  "r  .  .  .-\-  {C„n~  S)l„ 


O. 


Les  coefficients  ai,  .. . ,  a,^  ne  pouvant  être  nuls  à  la  fois, 
il  faudra  que  le  déterminant  caractéristique 


tk  — 


Cn  —  s        Cji 


0,i 


C^n  Cj/,  .  .  .        C,|;|         S 


s'annule. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  A  ^^  o  ait  n  racines 
inégales  5|,  ...,  Sn-  Soit  si  l'une  d'elles.  En  la  substituant 
dans  les  équations  (i)  elles  deviendront  compatibles  et  dé- 
termineront les  rapports  des  coefficients  a.  Il  existera  donc 


173 


TlOISifelB   PAITIE.  —    CHAPITtE   II. 


une  fonction^/  qui  se  reproduira  multipliée  par  Si.  D^ailleurs 
les  n  fondions  j'i ,...,  ^„  ainsi  obtenues  sont  indépendan  tes  ; 
car,  si  elles  étaient  liées  par  une  relation 


^i>'i 


-^c„y„—o. 


la  même  relation  devant  subsister  constamment  entre  leurs 
transformées  y  on  aurait,  en  faisant  faire  n  —  i  révolutions 
successives  autour  de  iWig^ine  à  la  \ariable  /, 


Cl  5|  /, 


> 


Cisl'^X  -f-...-+-cr«^;-\r„- o, 


équations  incompatibles,  car  le  déterminant 


s. 


Si 


'H 


S 


n-i 


S 


1-1 


S 


1-. 


n^esl  pas  nul,  5|,  52»  ...»  s„  étant  inégaux;  et,  d'autre  part, 
les  intégrales  C|^i,  . . . ,  c„yn  ne  peuvent  être  toutes  nulles. 
Donc,  en  choisissant  ^<,  ...,  y,t  comme  système  d'inté- 
grales indépendantes,  la  substitution  S  prendra  la  forme  très 
simple 

s  ^=1  •  •     •  •  •  • 

142.  Si  nous  avions  choisi  un  autre  système  quelconque 
d^intégrales  indépendantes,  tel  que  j|,  . . . ,  Zny  la  substitution 
S  aurait  pris  une  forme  telle  que 

Zi      "ii -^i -t- . . .  +  «1,1  C;,   ' 


i    ^n      "/il  ^1  -+-...  -+-  "/i/i  ^/i 


^1,  . . .  ^y,,  deviendraient  des  fonctions  linéaires  de  5|,  . . . ,  5„, 
lesquelles    se   reproduisent   respectivement  multipliées  par 


<S  I ,    •  •  •  1  Sft  < 
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Ces  mulliplicateurs  devront  satisfaire  à  l'équation 
I  "11  —  *        "îi        •  •  •         "/Il 

"!î  "tJ ^        •  •  •  "/Il 


r::!  O. 


"l/i  "î/i  •••       "/!/» — * 

Cette  équation  doit  donc  être  identique  à  Téquation  ^  =  o, 
qui  a  les  mêmes  racines.  On  voit  donc  que  les  coefficients  de 
Téquation  en  s  ne  dépendant  pas  du  choix  des  intégrales  in- 
dépendantes :  ce  sont  des  invariants. 

143.  Les  résultats  sont  un  peu  plus  compliqués  lorsque 
inéquation  en  5  a  des  racines  égales.  Nous  allons  établir  la 
proposition  suivante  : 

On  peut  toujours  trouver  un  système  d^ intégrales  indé- 
pendantes formant  une  ou  plusieurs  séries  j^i,  . . . ,  ^',«-, 
y'iy  •  •  •»  ym'j  '  '  '  ^^ll^s  que  S  remplace  les  intégrales 
d'une  même  série,  y  ^ ,  . . . ,  y^^,  . . . ,  y  m  respectivement  par 

siyx,  . . . ,  .Ç|(7{i-r  JV.  ),  . . . ,  Si{ym  -+-JKm_i),  si  étant  une 
racine  de  V équation  caractéristique , 

Ce  théorème  étant  supposé  établi  pour  les  substitutions  à 
moins  de  n  variables,  nous  allons  démontrer  qu'il  subsiste 
pour  une  substitution  S  à  /z  variables. 

Soit  Ss  une  des  racines  de  Téquation  caractéristique.  Il 
existe  une  intégrale  y  que  S  multiplie  par  S\.  En  la  prenant 
pour  intégrale  indépendante  à  la  place  d'une  des  intégrales 
primitives  x^^  S  prendra  la  forme 

X2,  ...,  X/,  étant  des  fonctions  linéaires  de  Xo,  •••)  Xn^  et 
aura  pour  déterminant  caractéristique 

A'  désignant  le  déterminant  caractéristique  de  la  substitution 

k»    ■'':^  I  X   .^    •  •  •  ;  X^       -^5)    •  •  •  >  -^/i   I' 
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Nous  pourrons   par  hypothèse   changer  de  variables,  de 
manière  à  mettre  S'  sous  la  forme 


S'rr- 


y\  y   •  •  •  »  y\n       "S'J'l  »  •  •  •  >  ^i\y m  ~^  ym—\  ) 
V'i ,    .  .  .  t   y'm'       ^i'/i  1  •  .  .  ,  ^1  (  y  m  '  -+-  fm'- 1  ) 


OÙ  Si,  Sty  . . .  sont  des  racines  de  A'=  o. 

Ce  même  changement  de  variables,  opéré  sur  S,  la  réduira 
à  la  forme 


Sr- 


yi  i  •  • 


y 


t  j  m 


y \y  •  ■  •  »  yiH 


Si  yx  4-  À,/, ... ,  Si{Y,n  -y-ym-i) 


-»-  ^m  y 


m  ^' 


Changeons  de  variables  en  posant 

yk  4-  «A  K  -  ^i 

s  remplacera  Y« ,  . . .,  Y^,  . . .  par 

*i7i  ■+-  ^i7-+-  «15,  V  -~  5/ Y,  -î-  [i,  V, 


*»(.n- -H ,>>_,)  +  IkV  4-  a;i..Çi  V  —  Si(\\.  H-  Y;i_,)  -h  jiA-r» 


en  posant,  pour  abréger, 

\  -H  ^liSi  —  Si)    -  |Xi, 

La  substitution  S  aura  donc  conservé  sa  forme  générale; 
mais  on  peut  disposer  des  indéterminées  ai,  . .  .,  a^^  .  .  .  de 
manière  à  annuler  tous  les  coefficients  (jl  si  5|^5|,  tous  ces 
coefficients,  sauf  le  premier  |jL|,  si  s^  =  Si. 

Nous  pourrons  faire  disparaître  de  même  les  coefficients)/ 
(sauf  le  premier,  si  5|V=  s^). 

Nous  pouvons  ainsi  ramener  S  à  une  forme  telle  que  la 
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suivante  : 

y 

*./ 

Y., 

Y 

•  •  •  >    *  m 

*.Y, 

s- 

y;, 

•  •  •  >  Y',„' 

*,Y', 

•  •  > 

z., 

•  •  •  )    •  •  ' 

.ÇjZ, 

•  •  i 

. . .,   ... 

•  •  •  > 

f^l^»     •  •  •»  *l(  */«  "^    */«-!  ) 

•  •  •  •>    •  •  • > 

.  .  .  ,  5^  (Zp    -f-  Z/,_i  ) 


144.  Supposons  que,  parmi  les  coefficients  [Ai,  [i.'^ ,  ...  que 
contient  encore  cette  expression,  il  en  existe  au  moins  deux 
jAi  et  |a',  qui  ne  soient  pas  nuls,  et  soit,  pour  fixer  les  idées, 
m'-^m.  Prenons  pour  intégrales  indépendantes,  à  la  place 
de  Y', ,  . . .,  YI„.,  les  suivantes  : 


y; 


'J-Y*--..U, 
(Al 


S  remplacera  évidemment  IJ<,  . . .,  Ua,  . .  .  par 

5jU,,    . . .,  .ç,  (  Ua-j-Ua._i),    ..., 

de  telle  sorte  que  le  terme  \x!^y  aura  disparu. 

On  pourra  ainsi  faire  disparaître  tous  les  termes  en  v,  sauf 
un  seul,  tel  que  ja^jk* 

Supposons   donc   que    |a', ,...   soient   nuls.  Si  [A|<o,    on 
n'aura  qu'à  poser 

Î*i7  —  -s,  Yo 

pour  ramener  S  à  la  forme  canonique  cherchée 


S  = 


Y., 

Y., 

Y'., 

y;, 

•  •  1 

•  •  > 

Z., 

z„ 

•  •  > 

•  •  > 

.V|     I  0,      5|  (    Y  J    -h     ï  (;  )  ,  ... 

.Çj  Yj,  5i  (  I  ,  -h   I  I  ).  .  .  . 

•  '  •  •  > )  •  •  • 

'^t  ^1  >  ''î  (  ^î  "^"  ^1  }'  •  •  ■ 


Si  [A|  était  nul,  S  aurait  déjà  la  forme  demandée,  la  pre* 
mière  série  de  variables  étant  formée  de  la  seule  variable  y. 
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1 45.  La  subslilution  S  étant  ramenée  à  la  forme  canonique 
que  nous  venons  d'indiquer,  soient  ^ojJ^d  •••>J'*  ^^^  des 
séries  formées  par  les  nouvelles  intégrales  auxquelles  elle  est 
rapportée  ;  s  la  racine  correspondante  de  l'équation  A  =  o. 

Proposons-nous  de  déterminer  la  forme  générale  de  ces 
intégrales. 

Posons,  pour  abréger,  — .log*  =  r  et  faisons 

Yo  ^^  ^  ^01    •  •  •  j   yk'~  ^  ^ki 

les  z  étant  de  nouvelles  inconnues.  Lorsqu'on  tourne  autour 
de  l'origine,  f  se  reproduit  multiplié  par  e^^''"=5;  donc 
les  z  devront  subir  l'altération  suivante  : 


'0» 


•  •  •  >  -*»*■>    •  •  •       -^0»    »  •  •  î  ^k  ~+~  ^k—l 


Pour  trouver  la  forme  générale  des  fonctions  qui  jouissent 
de   cette    propriété,    nous    remarquerons    que    la   fonction 

— .lost  s'accroît  de  Tunité  par  une  rotation  autour  de  l'ori- 

giue.  Si  donc  nous  posons 

Ol  _  :10gf,         ...,        l)^= y , 

217»  1.2.  ■•A. 

cette  rotation  changera  6,  en  6,  H-  i  et,  plus  généralement,  9*^ 

en 

(6,-f-i)6,...(6,—  A- -h  2) 


~Ôa  -h6^_,. 


1 . 2 ...  A' 

I    •  2  .    .    .A* 

Posons  maintenant 

.;,  =  6,m^4-Mi, 

y 


Woj  W|, . . .,  ^A  étant  de  nouvelles  fonctions.  Pour  que  z^, . . ., 
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zti  subissent  la  transforma  lion  demandée  par  une  rotation 
autour  de  l'origine,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  Wq?  •  •  «j 
Uk  restent  invariables. 

On  obtiendra  donc,  en  remplaçant  les  fonctions  6|,...,6a 
par  leurs  valeurs  en  tj  pour  les  intégrales  cherchées  Vq,  . . ., 
ka,  des  expressions  de  la  forme 

j,  =:r(M,logr-+-NO, 


jA  ^  «''(Ma  log*-^  4-  NAlog^-»  ^  -+-. . .), 

Mo,  M|,  ...,  N|,  ...  étant  des  fonctions  monodromes  aux 
environs  de  Torigine.  Ces  fonctions  s'expriment,  d'ailleurs, 
linéairement  au  moyen  des  k  -f-  i  fonctions  distinctes  w©?  •  •  «^ 
//A-  En  particulier,  les  fonctions  Mq,  M|,  .  ..,  Ma  de  la  pre- 
mière colonne  ne  diffèrent  que  par  des  facteurs  constants. 

146.  Les  fonctions  monodromes  Mq,  M|,  Nq,  ...  seront 
développables  en  série  suivant  les  puissances  positives  et  né- 
gatives de  t.  Si  la  série  des  puissances  négatives  est  limitée 
pour  toutes  les  fonctions  qui  figurent  dans  une  des  inté- 
grales ci-dessus,  cette  intégrale  sera  dite  régulière  aux  envi- 
rons du  point  /  =  o. 

Il  est  intéressant  de  reconnaître  dans  quel  cas  l'équation 
proposée  admet  un  système  d'intégrales  indépendantes  toutes 
régulières.  M.  Fuchs  a  établi  à  cet  égard  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  V équation 

admette  n  intégrales  indépendantes  régulières  aux  envi- 
rons du  point  t=  o,  il  faut  et  il  suffit  que^  pour  chacun 
des  coefficients  de  V équation,  tel  que  pi^  le  point  tzrzo  soif 
un  point  ordinaire,  ou  un  pôle  dont  l^ ordre  de  multiplicité 
ne  surpasse  pas  i. 

J.  —  Cours,  III.  12 
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Démontrons  d'abord  que  cette  condition  est  nécessaire. 
Il  est  manifeste,  en  premier  lieu  :  1**  que  toute  expression 
régulière,  telle  que 


r(M  log'^  -h  N  log'->/  -f- . . .  -h  R), 


a  une  dérivée 


/• 


fi  -(Mlo-'/ 


H) -h 


/Mlog'-»/ 


--+-M'log'^-f- 


également  régulière;  a**  que  tout  produit  d'expressions  régu- 
lières est  une  expression  régulière. 

Si  donc  les  intégrales  k<^  •  •  •■>>'«  d'une  équation  d'ordre  n 
sont  régulières,  les  coefficients  de  l'équation,  nii<ie  sous  la 
forme 


JC 

.'i      • 

y'n 

x' 

y\    ■ 

y' 

J  n 

a;" 

yl   ■ 

"O, 


seront  des  sommes  d'expressions  régulières,  telles  que 


(^0 


/'•(Mlog'^-l-.  .  .)  4-  ^''.(Miloîî'.^-h.. .)  H- 


D'ailleurs,  lorsque  t  tourne  autour  de  l'origine,  j^i,  . .  .,j',/ 
subissant  une  substitution  linéaire,  leurs  dérivées  d'un  ordre 
quelconque  subissant  la  même  substitution,  les  coefficients, 
qui  sont  des  déterminants  formés  avec  ces  quantités,  se  re- 
produiront multipliés  par  le  déterminant  S  delà  substitution. 

Or,  pour  qu'une  expression  de  la  forme  (2)  jouisse  de 
cette  propriété,  il  faut  manifestement  que  les  logarithmes 
disparaissent  et  que  les  exposants  r,  ri ,  . . .  ne  diffèrent  de  la 

quantité  — -.  logo=  ^  que  de  nombres  entiers.  Les  coeffi- 
cients de  l'équation  seront  donc  de  la  forme  ^PP,  P  étant  une 
fonction  de  la  même  espèce  que  M,  M|,  .  . .,  c'est-à-dire 
aj'ant  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  au  point  t-=o. 

Si  maintenant  nous  divisons  l'équation  par  le  coefficient 
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de  la  plus  haute  dérivée,  t^  disparaîtra  et  il  viendra 

d'^x  d"^-^x 

les  coefficients />!,  . , .  y  pn  étant  des  quotients  de  fonctions 
pour  lesquelles  ^  =  o  est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle,  et 
jouissant  évidemment  de  la  même  propriété. 

Il  reste  à  montrer  que  Tordre  de  multiplicité  du  pôle  t  =  o 
pour  le  coefficient  /?/  ne  peut  surpasser  i. 


147.  Posons  à  cet  effet 


.r=zT$, 


ç  étant  une  nouvelle  variable  et  T  une  fonction  de  t  qui  soit 
de  la  forme 


(3) 


T  — C^î*-HCi^?-^*-+- 


Nous  obtiendrons  une  équation  transformée 


T  "-^  4-  n  T 

dr' 


dn-i^        n(n-^i)^„ 


dt''~' 


{n-i)p,V 


d^ 
dF^ 


4-.  .  .  =  0 


OU,  en  divisant  par  T, 


dF^rj-^^^idï^ 


[ 


T  +  ^^'T+H^?^ 


-+-...:=  O. 


Si  l'équation  prim-itive  a  ses  intégrales  régulières,  il  en  sera 
de  même  de  cette  nouvelle  équation,  dont  les  intégrales  s'ob- 
tiennent en  multipliant  les  précédentes  par  l'expression  régu- 
lière 

-  —t-?{d-hdit-h,.  .)• 

T' 
D'autre  part,    ^  ==  o    étant   un   pôle  d'ordre  i  pour  -^y 
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(IWdre  2  pour-=rj  •••>  on  voit  que,  si  ce  point  est  un  pôle 

(l'ordre  A*  au  plus  par  rapport  à  chaque  coefficient  p/t  de  l'é- 
quation primitive,  la  même  propriété  subsistera  pour  l'équa- 
tion transformée. 

Réciproquement,  si  l'équation  transformée  jouit  de  cette 
propriété,  l'équation  primitive,  qui  s'eo  déduit  par  la  sub- 
stitution 

la  possédera  également. 

Il  suffira  donc,  pour  établir  le  théorème  pour  l'équation 
primitive,  de  le  démontrer  pour  l'équation  transformée. 

Cela  posé,  il  résulte  de  l'analyse  du  n**  14o  que  l'équation 
en  X  admet  nécessairement  au  moins  une  intégrale  j^'o  =  ^'"M,, 
dépourvue  de  logarithmes.  Cette  intégrale  étant  régulière, 
par  hypothèse,  sera  de  la  forme  (3).  En  la  prenant  pour  T, 
la  transformée  en  Ç,  admettant  comme  intégrale  la  constante  i . 
ne  contiendra  pas  de  terme  en  $  et  se  réduira  à  la  forme 

d^l  rf"-»?  d^ 

Posant  -7-  =  S',  on  aura  l'équation  d'ordre  n  —  1 

dont  les  intégrales,  étant  les  dérivées  de  celles  de  la  précédente^ 
seront  encore  régulières.  Si  donc  le  théorème  est  supposé 
vrai  pour  les  équations  d'ordre  n  —  i,  ^=0  sera  un  pôle 
d'ordre  k  au  plus  pour  q^.  Le  théorème  sera  donc  vrai  pour 
l'équation  en  Ç  et  pour  l'équation  primitive  en  or. 

Il  suffit  donc  d'établir  le  théorème  pour  les  équations  du 
premier  ordre.  Or  soit 

dx 
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une  semblable  équation  ^  si  elle  admet  une  intégrale  régulière, 
elle  sera  de  la  forme 

Or,  si  ^  =  o  est  pour/?4  un  pôle  dont  Tordre  [x  de  multi- 
plicité soit  ;>  I,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

et  qu'on  substitue  pour  jc  une  valeur  de  la  forme  T,  le  résultat 
de  la  substitution  contiendra  un  terme  act~V-'^''  de  degré 
moindre  que  tous  les  autres  et  qui  ne  pourra  se  réduire  avec 
eux;  donc  il  ne  pourra  pas  exister  d'intégrale  régulière. 

148.  Réciproquement,  nous  allons  établir  que  toute  équa- 
tion différentielle  qui  satisfait  aux  conditions  énoncées  a 
n  intégrales  régulières. 

Multiplions  l'équation  par  t"  ;  il  viendra 

L'origine  étant,  par  hypothèse,  un  point  ordinaire  pour  les 
fonctions /7|  t^  p^i'^^  . . .,  on  pourra  écrire 


Soit  r  le  rayon  de  convergence  commun  à  ces  séries;  on 

aura 

M  ,,    -M 


^o^^m<z7^>  mod^>;„.7  — ,  ..., 


M  désignant  une  constante. 

Si  nous  substituons  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée  la  valeur  x  =  r,  nous  obtiendrons  le  résultat  sui- 
vant 


l82  TROISIÈME  PARTIE.  —    CHAPITRE   II. 

en  posant,  pour  abréger, 

r{r  —  i)...(/'  —  /2-hï)-l-«ror(r  —  i)...(r  —  ^4-2) 

+  ^o/'(/'  — i)...(r —  /ï-i-3)-+-...=  F(r), 

amr{r  —  i)...{r—n-Jr'>^) 

-^  l>mr{r—\).  .  .{r  —  n  H-  3)  -}-. .  .  "  -  o,„(r). 

En  substiluant  la  valeur 
on  obtiendrait  évidemment  comme  résultat 

1 . 2        ôr-  dr*' 

Nous  nommerons  équation  déterminante  Téquation  de 

degré  n 

F(r)  =  o. 

Nous  pourrons  grouper  ses  racines  en  séries,  en  réunissant 
ensemble  toutes  celles  dont  la  différence  est  nulle  ou  égale 
à  un  entier  réel.  On  peut  démontrer  qu'à  chaque  série 
contenant  m  racines  correspondent  m  intégrales  régulières 
de  l'équation. 

149.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  nous  ayons  une 
série  contenant  quatre  racines,  dont  deux  égales  à  a  et  deux 
égales  à  a  +  £,  i  désignant  un  entier  positif.  Nous  allons  ob- 
tenir une  intégrale  régulière  de  la  forme  suivante 

l    ^=^]    ^*-^f^(c,x4-41ogO 

(4)       {  1 


/.■ 


^>) 
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dans  laquelle  quatre  des  coefficients  c  resteront  arbitraires, 
ce  qui  donne  bien  quatre  intégrales  particulières  distinctes. 

Substituons  en  effet  la  valeur  précédente  dans  Téquation 
proposée,  et  égalons  à  zéro  les  coefficients  des  termes  en 

^«-^K-log»^,     i«-^-l*Iog«^,     /«-^l^log^,     /«-^-l^; 


il  viendra 

F  (»-+-!a)c;-^?.(>  +  !J^- 

-l)Cjx_ 

l-+-?ï(a-h[x 

F  (a-)-.ji)cJi+ï>,(a  +  u- 

-I)C,X- 

,H-'f,(a-+-{x 

-2)c'[i_2-h. 

+  3[F'(a-;;L)cî;-f-/,(«  +  :x- 

-Oc^ 

i-h-f;(aH-|x- 

-2)cjl_,-^. 

••] 

F  (a-Hjx)c|i-t-'f,(a  h  IX 

-Oc'pL- 

1  H'fsCa-f-  |A 

-2)cJx-8-+-. 

+  2[F'(a+!x)c;4-?',(a-Mx- 

1  ^?ï(*-+-l^ 

-2)c';,_.s-+-. 

••] 

+  3[F''(a4-;x)c;+'/,(a-f-;x- 

■  I  )  ^>-l 

i+?;(«+j^ 

■2)4-,+  . 

••] 

F(a(   :-.x)cp,-t-?,(a-t-;x 

"OCjx- 

iH-?i(a-+-|x 

-2)c,x-îH-. 

+  F'(a-l-;x)c;i4-î.',(a-H|x- 

-  •  )  ^V-i 

i-+-^',(aH-  [1  — 

-2)4_sH-. 

••] 

-^F'(a  +  ;x)4-f^'(a  +  :x- 

■04-' 

-l-'f,(a-h|x 

•2)4_,4-. 

-^F'"(a+|x)c;i-t-!p;(=<+|x 

I  )  Cj,_, 

••] 

=  o, 


=  o, 


=  o, 


=  o. 


Dans  les  deux  premières  équations,  on  aura  à  donner  à  [x 
toutes  les  valeurs  de  /  à  oo  ,  dans  les  deux  dernières  toutes 
les  valeurs  de  o  à  oo  ;  d'ailleurs  les  séries  qui  forment  les 
premiers  membres  se  limiteront  d'elles-mêmes,  ceux  des 
coefficients  c",  d^'  dont  Findice  serait  <  i  et  ceux  des  coeffi- 
cients c,  d  dont  rindice  serait  <^  o  étant  identiquement 
nuls. 

Pour  toute  valeur  de  [x  supérieure  à  /,  F(a  -h  [jl)  étant  \  o, 
ces  équations  donneront  4,  cl,  cL  ^P^  ^*^  fonction  des  coef- 
ficients d'indice  moindre.  Pour  [jl  =  1  les  deux  premières 
équations  deviennent  identiques,  car  elles  se  réduisent  à 

F(a  -h  /)c7=0,  F(a  -h  0^/-^  ^  F'(a  h-  i)c7  — o; 

et  a  4- /  étant  racine  double  de  l'équation  déterminante, 
F(a-+-  /)  et  F'(a  4-  i)  s'annulent;  mais  F" (a  4-  i)  étant  ^o, 
les  deux  dernières  équations  détermineront  cj',  c\. 
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Si  [JL  <;  £  >>  o,  il  ne  resle  plus  que  deux  équations  qui  déter- 
minent c^,  Cjx  en  fonction  des  coefficients  précédents.  Enfin, 
pour  [X  =  o,  ces  équations  deviennent  identiques.  La  déter- 
mination des  coenicients  peut  donc  toujours  se  faire,  et  il  en 
reste  quatre  arbitraires,  a  savoir  r^.,  r/,  c„,  Cq. 

loO.  Il  reste  toutefois  à  prouver  la  convergence  de  la  série 
obtenue.  Pour  l'établir,  nous  remarquerons  que,  F(a-4-jJL) 
étant  un  polynôme  d'ordre  n,  les  valeurs  de  rjJJ,  ..  .,  c^  en 
fonction  des  coefficients  précédents  fournies  par  les  équa- 
tions (5),  lorsque  ji.^/,  seront  de  la  forme 

(X -:::  I,  a,  .  .  .  ,  jx,      V"zO,  r,2,  3), 

P,  P|,  P2,  P3  étant  des  fonctions  rationnelles  en  [jl,  dont  le 
dénominateur  est  d'un  degré  au  moins  égal  à  celui  du  numé- 
rateur. 

Nous  obtiendrons  évidemment  une  limite  supérieure  du 
module  des  coefficients  cherchés  en  remplaçant  les  fonctions 
P,  cpx(a-f-  [JL  —  ).),  etc.,  et  enfin  les  coefficients  c^^\  par  des 
limites  supérieures  de  leurs  modules. 

Or  P,  .  . . ,  P3  tendant  pour  jjl  =  oc  vers  des  limites  déter- 
minées, leurs  modules  seront  constamment  inférieurs  à  une 
quantité  fixe  6|. 

Nous  obtiendrons,  d'autre  part,  une  limite  supérieure  du 
module  de  l'expression 

=  ax(a-l-|x  —  X)(a-i-;x~X  —  i)...(a-4-|x  —  X  —  /l-h2) 
-+-  6).  (a  -+-  [X—  X)(a-i-  {X  —  X  —  i).  .  .(a  4-  fx— -  X  —  /i  4-  3) 


M 

en  remplaçant  a\^  by,  .  . .   par  la  limite  de  leurs  modules  ^y 

les  facteurs  a  +  jx  —  A,  .  . .  par  moda  -h  ji.  -r  n.  On-  trouvera 
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ainsi 


M 


inodn(a-4-|x  —  X)-  ^- [(moda-h  fJL-f-zi)'*"* -r  (moda  H-  l^-h/i  )""**-+-...] 


,.A 

O2  désignant  une  quantité  limitée. 
Le  même  procédé  donnera 

M 

,.A 

M 


et,  par  suite, 


modclî  -N       — r  mode-;! 


Q  désignant  une  quantité  fixe. 

Cette  formule  n'est  établie  que  pour  les  coefficients  dont 
l'indice  inférieur  surpasse  i;  mais,  les  précédents  étant  en 
nombre  limité,  on  pourra  toujours  prendre  6  assez  grand 
pour  qu'elle  soit  encore  satisfaite  pour  ceux-ci. 

Faisons  successivement  A*  =  o,  i ,  2,  3,  ajoutons  et  multi- 
plions par  ri*;  enfin  posons,  pour  abréger, 

il  viendra 

et,  en  changeant  [ji  en  [x  +  i , 

-r4e 


s. 


[^(?)■]r* 
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et,  en  conlinuant  ainsi, 

En  posant  m  rr^  oc  ,  la  série  entre  parenthèses  est  conver- 
gente, pourvu  qu'on  ait  pris  [JL  ^  4^  j '^s  quantités  <fo^  ^1?  — 
<^/ji.,  . .  .  sont  donc  toutes  inférieures  à  un.î  limite  finie  M. 
A  fortiorij  cliacune  des  quantités 

rV-  mod  C|x,  . . . ,         r^  mod  cy 

restera  <N;  donc  la   série   {\)  sera  convergente  dans  un 
cercle  de  ravon  r. 

loi.  Si  la  valeur  de  c^  déduite  dos  équations  (5)  s'annule 
Cil  faut  pour  cela  qu'un  certain  déterminant,  qu'il  serait 
facile  d'écrire,  soit  égal  à  zéro  ),  lous  les  coefficients  c"\  qui 
s'expriment  linéairement  en  fonction  de  celui-là,  s'annule- 
ront également,  de  sorte  que  lous  les  termes  en  log^  ^  dispa- 
raîtront de  l'expression  (4). 

Si  l'on  a  en  outre  c\  =^  o,  les  termes  en  log^/  disparaîtront 
aussi;  mais,  c'^  et  c\  étant  arbitraires,  il  restera  toujours  des 
termes  en  log^ 

Pour  que  les  logarithmes  pussent  disparaître  entièrement 
de  l'intégrale,  il  serait  évidemment  nécessaire  que  la  série 
de  racines  que  nous  avons  considérée  ne  contînt  que  des 
racines  simples. 

Remarquons  enfin  qu'il  peut  se  faire  que  les  racines  de 
l'équation  déterminante  soient  des  entiers  positifs  et  que  les 
intégrales  ne  contiennent  pas  de  logarithmes.  Dans  ce  cas, 
le  point  /  =  o  ne  sera  pas  un  point  critique  pour  les  inté- 
grales. 

Ainsi  l'équation 

d.r       ,  .  . 

t  -j — h  ( —  m  -^  ait  -^  a^t'-h.  .  .  )  .r  rr  o, 

où  m  est  supposé  entier  et  positif,  a  pour  équation  détermî- 
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aante 

r  —  mz=zo 

et  son  intégrale  sera  de  la  forme 

152.  Nous  venons  d'établir  que,  lorsque  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  a  toutes  ses  intégrales  régulières,  on  peut 
les  obtenir  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 
Sachant  d'ailleurs  que,  lorsque  t  tourne  autour  de  l'origine, 
r  se  reproduit  multiplié  par  e-'^'  et  log^  se  change  en 
log^  -f-  2  7rf,  on  voit  aisément,  par  la  comparaison  des  déve- 
loppements obtenus,  quelle  est  la  substitution  que  cette  rota- 
tion fait  subir  aux  intégrales. 

io3.  La  question  se  présente  moins  simplement  dans  le  cas 
général  où  l'équation  différentielle  admet  des  intégrales  ir- 
régulières, car  on  ne  peut  les  obtenir  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  On  peut  employer  dans  ce  cas  le 
procédé  suivant  : 

Traçons  trois  cercles  R,  R',  R"  se  croisant  à  l'origine 
ifië'  0  ^^  d'un  rayon  assez  petit  pour  ne  contenir  aucun  des 
autres  points  critiques.  Soient  a,  a\  a"  les  centres  de  ce? 
cercles. 

Ki(î.  I. 


Soit,  d'autre  part,  X|,  . . .,  X;,  un  système  de  n  intégrales 
indépendantes.  On  peut  supposer  que  chacune  d'elles  est  dé- 
finie par  la  valeur  qu'elle  prend,  ainsi   que  ses  n  —  i   pre- 
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mières  dérivées  en  un  point  ^  -—  6  pris  à  volonté  dans  le 
cercle  K.. 

Tant  que  t^  partant  de  cette  valeur  initiale,  restera  com- 
j)ris  dans  le  cercle  K,  l'intégrale  générale  de  Téquation 
sera  de  la  forme  C|  x, -f- . . . -h  0/*^/iî  «^«î  •••j^/i  étant  des 
séries  convergentes  procédant  suivant  les  puissances  de 
t  —  a  et  C| ,  .  . . ,  Cfl  des  constantes.  On  aura  donc,  tant  que  / 
restera  dans  ce  cercle, 

(O)  A/ :=!  Ci|-.Z*j -f- .  .  . -j- C,|;J?;,. 

En  exprimant  que  le  second  membre  de  cette  égalité  el 
ses  n  —  I  premières  dérivées  prennent  au  point  b  les  valeurs 
qui  défînissent  X/,  on  aura  un  système  d'équations  linéaires 
qui  détermineront  les  coefficients  c. 

Supposons  que  t  sorte  de  ce  cercle  pour  entrer  dans  le 

cercle  suivant  K'.  Dans  ce  second  cercle  les  intégrales  sont 

développables  suivant  les  puissances  de  /  —  a'  et  auront  pour 

forme  générale 

«1  Kl  4- .  .  .4-  dfiYff , 

>',,  ...,j^/i  étant  des  séries  déterminées,  qu'il  est  aisé  de 
calculer  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  On 
aura  donc,  en  particulier, 

(  7  )  ^/'  "^  "I/.}'l  -t-  .  .  .  -|-  d  ni  y  II 

et  ce  nouveau  développement  fera  connaître  la  valeur  de  X/ 
dans  tout  l'intérieur  du  cercle  K',  lorsque  les  coefficients 
rfii,  .  . . ,  d„i  seront  connus. 

Pour  les  déterminer,  il  suffit  de  remarquer  que,  dans  la 
partie  commune  aux  deux  cercles,  les  deux  développements 
(6)  et  ('^)  étant  valables  à  la  fois,  on  aura 

et  par  une  série  de  dérivations  successives 

c,/x'j     -h ...  -h  c„ix'„     -^  (ii,Y\      -h    .  .  -h  d„,y\ , 

•• y 

o    .   y"-l  _4_  _l_  /»     .T'"-l- fi       v'"-l  _1_  .J-  il        i.'*""' 
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En  donnant  à  t  une  valeur  particulière  arbitrairement 
choisie  dans  celte  région  commune,  on  obtiendra  un  système 
d^équations  linéaires  qui  donnera  les  coefficients  d. 

Si  t  passe  du  cercle  K'  dans  le  troisième  cercle  K''', 
X|,  . . .,  Xrt  y  seront  donni's  par  de  nouveaux  développe- 
ments 


\i  '"n 


suivant  les  puissances  de  ^  —  a"  ;  Zi.  . . . ,  ^„  étant  des  séries 
aisées  à  établir,  et  e^j  •••»  ^«i  des  coefficients  qu'on  dé- 
terminera au  moyen  de  Téquation 

et  de  ses  dérivées,  en  donnant  à  /  une  valeur  comprise  dans 
la  région  commune  à  R'  et  à  K". 

Enfin,  si  t,  achevant  sa  révolution  autour  de  Toriglne,  sort 
du  cercle  K"  pour  rentrer  dans  le  cercle  K,  on  aura  dans  ce 
nouveau  cercle 

les  coefficients /se  déterminant  encore  de  même. 

En  comparant  ces  valeurs  finales  de  Xj,  .  .  .,  X„  à  leurs 
valeurs  initiales  (6),  on  voit  que  la  substitution  produite  sur 
les  intégrales  par  une  révolution  de  t  autour  de  l'origine 
sera 

les  constantes  g  étant  déterminées  par  les  équations  li- 
néaires 

Ai  ~  guCki  -i-  .  .  .  -+-  gniCkn       (  f,  A-  =z  1 ,  2,  .  .  .  ,  /l). 

Cette  substitution  étant  connue,  on  la  ramènera  aisément 
à  la  forme  canonique  en  changeant  le  système  d'intégrales 
distinctes  que  Ton  considère. 

Les  nouvelles  intégrales  formeront  une  ou  plusieurs  séries. 
Soit  (Yq,  . . .,  Ya)  l'une  de  ces  séries.  Ces  intégrales  auront 
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(lio)  la  forme  suivante  : 

I  Y;t=i  r(0;t  «y-h  Ox_,  Ml  -h. . .  4-  Ma). 

Tout  est  connu  dans  ces  développemenls,  sauf  les  fonctions 
monodromes  Mo,  .  .  . ,  Ufc  Mais,  en  chaque  point  de  la  région 
occupée  par  les  cercles  K,  K',  K",  on  connaît  par  les  dévelop- 
pements précédents  la  valeur  numérique  des  intégrales 
Xi,  .  . . ,  X„  et  par  suite  celle  des  intégrales  Y^,  .  . . ,  Y^.  Les 
équations  (8)  permettent  d'en  déduire  celle  de  Mo,  •  .  .,  Uk- 
Le  théorème  de  Laurent  (t.  II,  n°  303)  fournira  dès  lors  les 
coefficients  des  séries,  procédant  suivant  les  puissances  po- 
sitives et  négatives  de  /,  qui  représentent  ces  fonctions. 

loi.  Des  considérations  analogues  à  celles  qui  viennent 
d'être  'exposées  permettront  d'intégrer  par  des  séries  toute 
équation  linéaire  qui  n'a  qu'un  nombre  limité  de  points  cri- 
tiques. 

Soil,  en  effet,  F  ^^  o  une  semblable  équation.  Il  nous  sera 
permis  de  supposer,  pour  plus  de  simplicité,  que  ^  =  oo  est 
un  point  ordinaire;  car,  s'il  en  était  autrement,  soient  tt, 
^2,  .  • .  les  points  critiques  situés  à  distance  finie;  b  un  autre 
point  quelconque;  posons 

M 

L'équation  transformée  en  u  admettra  évidemment  pour 
points  critiques  le  point  m  =  o,  correspondant  à  ^  =  oo  ,  et 

les  points  M|  =: 7 j  M2= ,  >  •  •  •  correspondant  à    t,, 

'  ti  —  0  ti —  o  '■ 

/a,  ...  ;  mais  u  =^  oc  ^  correspondant  à  t  ^=:  b,  sera  un  point 
ordinaire. 

Cette  hypothèse  admise,  traçons  un  cercle  K  enveloppant 
tous  les  points  critiques  /|,  ^2»  •••>  '/•  A  l'extérieur  de  ce 
cercle  l'intégrale  générale  aura  la  forme 

(  9  /  Cl  ^'1  -h  .  .  .  -h  C,4  Xf^ 
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jCi,  ...,  o:,,  étant  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  puis- 
sances de  -• 

Il  est  clair,  d'autre  part,  qu'on  pourra  toujours  recouvrir 
l'intérieur  de  K  et  les  portions  voisines  de  la  région  exté- 
rieure au  moyen  d'un  nombre  limité  de  cercles  Ki^Ko,  .  .  ., 
dont  chacun  passe  par  un  ou  plusieurs  points  critiques,  mais 
n'en  contient  aucun  dans  son  intérieur,  tout  autre  point  situé 
sur  K  ou  dans  son  intérieur  étant  au  contraire  intérieur  à 
l'un  au  moins  de  ces  cercles  K^,  Ko,  .... 

Soient  K^^l'un  quelconque  de  ces  cercles,  cim  son  centre. 
Dans  l'inténeur  de  ce  cercle,  l'intégrale  générale  aura  la 
forme 


m  n  •*'  m  n 


x„i\  j  •  •  •  »  ^mn  étant  des  séries  procédant  suivant  les  puissances 
de  /  —  a/«. 

Traçons  maintenant  une  série  de  coupures  L|,  L^,  ... 
allant  de  chacun  des  points  critiques  f|,  ^a?  •••  jusqu'à  l'in- 
fini. Tant  que  t  ne  traversera  aucune  de  ces  coupures,  les 
intégrales  de  Téquation  resteront  monodromes.  Soit  X|,  . . ., 
Xrt  un  système  quelconque  d'intégrales  indépendantes,  Cha- 
cune d'elles  sera  définie  en  un  point  quelconque  par  l'un  ou 
l'autre  des  développements  (9)  ou  (10)  parmi  lesquels  il  y 
en  a  au  moins  un  de  convergent.  Les  coefficients  c  qui  figu- 
rent dans  ce  développement  pourront  d'ailleurs  se  déterminer 
comme  au  n**  153.  La  valeur  de  ces  intégrales  sera  donc 
connue  en  chaque  point  du  plan. 

D'ailleurs,  lorsque  t  tourne  autour  d'un  des  points  cri- 
tiques, ces  intégrales  subissent  une  substitution  linéaire  que 
nous  savons  déterminer.  Supposons  donc  que  t  se  rende  de 
la  valeur  initiale  ^0  à  une  valeur  finale  quelconque  T.  Pour 
obtenir  la  valeur  finale  des  intégrales  X|,  . . .,  X^,  il  suffira 
de  réduire  le  chemin  parcouru  par  la  variable  à  une  série  de 
contours  élémentaires  A,  A',  . . .  suivis  d'un  chemin  A  qui  ne 
traverse  plus  les  coupures.  Lorsque  t  reviendra  au  point  de 
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départ  Iq  après  avoir  décrit  le  contour  A,  les  intégrales  auront 
subi  une  substitution  linéaire  connue  S;  le  contour  A'  leur 
fera  subir  une  seconde  substitution  S',  etc.  L'ensemble  des 
contours  A,  A',  .  . .  successivement  décrits  leur  fera  donc 
subir  la  substitution  résultante  SS'. . .,  de  telle  sorte  que  les 
intégrales  auront  passé  de  leurs  valeurs  initiales  X4,  . . .,  X„ 
à  des  valeurs  finales  X', ,  . . . ,  X^  de  la  forme 

Lorsque  /  décrira  ensuite  la  ligne  A,  ces  expressions 
varieront  et  prendront  en  T  les  valeurs  suivantes 

S| ,  . . . ,  S«  étant  les  valeurs  finales  de  X| ,  . . . ,  X^,  lesquelles 
sont  données  sous  forme  de  séries,  ainsi  que  nous  l'avons  vu. 
On  peut  donc  déterminer  a  priori  la  valeur  finale  d'une 
intégrale  quelconque  lorsque  la  variable  t  décrit  une  ligne 
donnée,  sans  être  obligé  de  calculer  la  série  des  valeurs  suc- 
cessives par  lesquelles  elle  passe,  pour  les  points  intermé- 
diaires. 

loo.  La  méthode  précédente  est  susceptible  de  nom- 
breuses modifications,  si  l'on  admet,  pour  représenter  les 
fonctions  intégrales,  d'autres  développements  que  ceux  qui 
sont  fournis  par  la  série  de  Taylor.  Supposons,  par  exemple, 
(jue,  parmi  les  points  critiques,  il  y  en  ait  aux  environs  des- 
(juels  les  intégrales  soient  régulières.  On  pourra  évidem- 
ment substituer  à  quelques-uns  des  cercles  dont  nous  nous 
sommes  servis  des  cercles  décrits  autour  de  ces  points  cri- 
tiques (pourvu  qu'ils  ne  contiennent  dans  leur  intérieur 
aucun  autre  point  critique);  car  on  connaît  un  développe- 
ment des  intégrales  dans  ces  cercles,  et  cela  suffit. 

On  peut  encore,  dans  beaucoup  de  cas,  transformer  l'équa- 
tion diflérentielle  par  un  changement  de  variable 

/  =  cp(M),         d'où         u=z^{t). 
Soit  a  un  point  ordinaire  de  l'équation  transformée  :  on 
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aura  un  développement  de  ses  intégrales  suivant  les  puis- 
sances de  u  —  a,  lequel  sera  convergent  tant  que  le  module 
de  M  —  a  sera  moindre  qu'une  constante  donnée  r.  Les  inté- 
grales de  l'équation  primitive  admettront  un  développement 
correspondant  suivant  les  puissances  àe  if{^t)  —  ^(ûf)j  valable 
dans  toute  la  région  du  plan  où 

lequel  développement  pourra  être  utilisé  au  besoin. 

156.  Nous  avons  vu  que,  lorsque  la  variable  t  revient  à  sa 
valeur  initiale  fo>  après  avoir  décrit  un  contour  fermé  quel- 
conque, les  intégrales  X|,  ...,  X„  subissent  une  substitu- 
tion linéaire.  Considérons  Tensemble  de  ces  substitutions 
S,  S',  ...  correspondant  aux  divers  contours  fermés  pos- 
sibles K,  K', Il  est  clair  que,  si  S,  S',  ...  sont  deux  de 

ces  substitutions,  correspondant  respectivement  aux  con- 
tours K,  K',  on  obtiendra,  en  décrivant  successivement  ces 
deux  contours,  un  nouveau  contour  fermé  RK'  auquel  cor- 
respondra la  substitution  SS',  résultante  des  deux  premières. 
Cette  dernière  substitution  fera  donc  elle-même  partie  de  la 
suite  S,  S', 

On  dit  qu'une  suite  de  substitutions  forme  un  groupe 
lorsqu'elle  jouit  de  cette  dernière  propriété. 

Nous   appellerons  groupe   de  Véquation  différentielle 

celui  qui  est  formé  par  l'ensemble  des  substitutions  S,  S', 

Toutes  ces  substitutions  résultent  évidemment  de  la  combi- 
naison successive  des  substitutions  correspondantes  aux  con- 
tours élémentaires  relatifs  aux  divers  points  critiques. 

157.  La  notion  de  ce  groupe  est  d'une  grande  impor- 
tance dans  toutes  les  questions  qui  se  rattachent  à  l'étude 
des  équations  qui  nous  occupent.  Nous  allons,  par  exemple, 
montrer  comment  on  peut  reconnaître,  à  l'inspection  du 
groupe  de  l'équation  différentielle 

J.  —  Cours,  III.  i3 
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si  elle  est  réductible  ou  non,  c'est-à-dire  si  elle  admet  ou 
non  des  solutions  communes  avec  une  autre  équation 

où  m^n. 

Formons  les  dérivées  successives  de  G;  il  viendra 

dG       d'^-^^x  d'^x         ,  d'^-^x 


dî  ~"  df^-^'   ~^^*  dt'*'  ~^'^'  dt"'-' 


I  •  •  •  j 


d''-"'G  __  d^x  d^-^x 

dt'^-"^  "  IF  '^^'~dû^  "^••" 

et,  en  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  — ,— r>  •••>  -7— 
'  ^  dt'"  df' 

pour  les  substituer  dans  F,  il  viendra 

,,      d^-^G   ,  .    d'^-'^-'G  .         ^       ^ 

^^-dF^i  +A,  ^^.,_,,.^  -l-...-l-A„_;„G-hG„ 

A|,  . . .,  Afi^m  étant  des  fonctions  monodromes  de  ^,  et  G| 

une  fonction  linéaire  de  — ; ->  •••?  -7-,  ^,  à  coefficients 

dl"'-'  dt         ' 

monodromes  en  t. 

Les  solutions  communes  à  F  =  o,  G  =  o  sont  évidemment 
les  mêmes  que  les  solutions  communes  à  G  =  o,  G|  =  o. 

Donc,  si  G|  est  identiquement  nul,  l'équation  F=o  ad- 
mettra toutes  les  intégrales  de  G,  et  son  premier  membre 
sera  une  fonction  linéaire  de  G  et  de  ses  dérivées. 

Si  Gi  n'est  pas  identiquement  nul,  mais  ne  contient 
aucune  des  dérivées  de  x^  on  n'aura  Gi  =  o  qu'en  posant 
X  •=.  o.  En  dehors  de  cette  solution  évidente,  les  équations 
F=  o,  G  =  o  n'auront  aucune  intégrale  commune. 

d  X 
Enfin,  si  G|  =  Bo -t-j +. . .+ B^JC,  B©  n'étant  pas  nul, 

on  pourra  opérer  sur  les  équations 

G  =  0,  7r-G,=::0, 

l5o 
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comme  sur  les  équations  primitives,  et  en  déduire  une  nou- 
velle équation  G^^o,  à  laquelle  les  solutions  communes 
devront  encore  satisfaire. 

En  poursuivant  cette  série  d'opérations,  toutes  semblables 
à  celles  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  arrivera  évi- 
demment à  ce  résultat  : 

Si  deux  équations  linéaires  F=o,  G  =  o,  à  coefficients 
monodromes,  ont  des  intégrales  communes,  on  pourra  déter- 
miner une  équation  de  même  espèce  H  ==  o,  ayant  pour  in- 
tégrales ces  solutions  communes;  et  F,  G  seront  des  fonc- 
tions linéaires  de  H  et  de  ses  dérivées. 

Donc,  si  l'équation  F=o  est  réductible,  il  existera  une 
équation  d'ordre  moindre,  H  =  o,  dont  elle  admet  toutes  les 
intégrales. 

158.  Cela  posé,  soient  X|,  ...,  X„  un  système  quelconque 
d'intégrales  indépendantes  de  F=o,  Y|,  ...,  Y;,,  un  sys- 
tème d'intégrales  indépendantes  de  H  ==  o.  Les  intégrales  de 
cette  dernière  équation  auront  pour  forme  générale 

et  se  permuteront  les  unes  dans  les  autres  lorsque  /  décrit  un 
contour  fermé  quelconque.  D'ailleurs  Yi,  ...,  Y;„,  étant 
des  intégrales   de  F=o,  seront  des  fonctions  linéaires  de 

Donc,  si  F=o  est  réductible,  on  pourra  déterminer  des 
fonctions  linéaires  Yi,  .  .  •,  Y^  des  Intégrales  X|,  . . . ,  X;,, 
en  nombre  <  /i  et  telles  que  les  fonctions  du  faisceau 

Cj  Y 1  -f- .  .  .  -f-  Cfn  1  rn 

soient  exclusivement  permutées  les  unes  dans  les  autres  par 
toutes  les  substitutions  du  groupe  de  l'équation  F=:  o. 

Nous  exprimerons,  pour  abréger,  cette  propriété  du  groupe 
de  l'équation  en  disant  qu'il  n'est  ^diS primaire. 

Réciproquement,  si  le  groupe  de  l'équation  F=o  n'est 
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pas  primaire,  réquatlon  sera  réductible.  En  effet,  les  inté- 
grales Y,,  . . . ,  Y;„  satisfont  à  Téquation  d'ordre  m 


X 


Y, 


m 


dx 
dt 

Y'. 

•     •     • 

y 

•  •  • 

•       • 

•    •     • 

•    ■    • 

•     •     • 

Y 'M 

*  //l 

=iO 


dont  les  coefficients  sont  monodromes  (après  qu'on  a  divisé 
par  le  coefficient  du  premier  terme).  En  effet,  faisons  dé- 
crire à  ^  un  contour  fermé  quelconque.  Les  fonctions 
Y,,  .  . .,  Y;„  étant  transformées  en  des  fonctions  linéaires  de 
Yo  .  .  . ,  Y;„,  les  déterminants  qui  forment  les  coefficients  de 
l'équation  se  reproduiront  multipliés  par  le  déterminant  de 
la  transformation.  Leurs  rapports  reprendront  donc  la  même 
valeur. 

.     Pour  reconnaître  si  l'équation  Frr=  o  est  irréductible,  nous 
n'aurons  donc  qu'à  chercher  si  son  groupe  F  est  primaire. 

139.  Soient  S,  S',  ...  les  substitutions  relatives  aux  divers 
points  critiques,  et  dont  la  combinaison  reproduit  F.  Si 
chacune  d'elles  multiplie  toutes  les  intégrales  par  un  même 
facteur  constant,  il  est  clair  que  toutes  les  substitutions  de  F 
jouiront  de  cette  même  propriété  et  que  ce  groupe  ne  sera 
pas  primaire. 

Supposons  au  contraire  que,  parmi. les  substitutions  S, 
S^  . . . ,  il  en  existe  au  moins  une  S  qui  ne  multiplie  pas 
toutes  les  intégrales  par  un  même  facteur.  Prenons  à  la  place 
de  X|,  . . . ,  Xrt  un  autre  système  d'intégrales  indépendantes, 
choisi  de  manière  à  ramener  S  à  la  forme  canonique.  Sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  que  l'équation  caractéristique 
pour  cette  substitution  ait  deux  racines  a,  h\  qu'à  la  racine  a 
correspondent  quatre  séries  d'intégrales,  dont  trois  con- 
tiennent k  intégrales  et  la  quatrième  /  intégrales,  /  étant 
•c^A*,  et  qu'à  la  racine  h  corresponde   une  seule  série  de 
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i  intégrales;  la  forme  canonique  de  S  sera  la  suivanle  : 


Sn: 


Jl. 

Vj,  ...,  Va- 

/l. 

,,                         » 

Vj,   . . .  ,  V^. 

-^1» 

5j,    .  .  . ,    S/ 

«„ 

«î,    .  .  .  ,  «// 

«  (/i  H-  y\  ) »  «  (/i  -^-  .^'a)»   •  •  •  »  «/* 
fl(w|  -T-  >5j  ),  a^z^  4-  ■:?3  ),  .  .  . ,  azj 

b{iii  -H  «j  ),  ^(^/j  -h  ;/j),  .  .  .,  bui 


Soit 


Yj  =  diVi  4-  ^2 r j -4-. . . -T-  (l[  r\  -h. . .  h-  e,  -:;i  -f- . . . 4-/i  M|  -f-. . ,-{-j  ( Uf 

une  intégrale  quelconque.  Effectuons  sur  cette  expression 
les  transformations  S,  S',  ....  Nous  obtiendrons  de  nou- 
velles expressions  de  la  forme 

D,j,-hD,j,H-...-f-F,w„ 

oùD|,  D2,  ...,  F/ sont  des  fonctions  linéaires  de  dt^  d^y  ••.»//• 
Si  parmi  ces  expressions  il  en  est  qui  ne  soient  pas  li« 
nëairement  distinctes  de  celles  qui  les  précèdent  lorsque  d^, 
^2>  •  •  .j/î"  restent  indéterminés,  on  pourra  les  supprimer  et 
transformer  de  nouveau  celles  qui  restent  par  les  substitu- 
tions S,  S',  ....  Parmi  ces  transformées  on  supprimera 
celles  qui  ne  sont  pas  distinctes,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
qu^une  nouvelle  transformation  ne  donne  plus  aucune  ex- 
pression distincte  de  celles  obtenues  précédemment.  Cette 
suite  d'opérations  est  nécessairement  limitée,  car  toutes  les 
fonctions  obtenues  sont  linéaires  par  rapport  aux  produits 
en  nombre  limité  qu^on  peut  former  en  multipliant  les  inté- 
grales j^,  ,  j^'2,  . . . ,  Ui  par  les  arbitraires  rf| ,  rfj,  . . . ,  //. 

Soient  Y,,  Y'i-i  ...  les  diverses  fonctions  ainsi  obtenues.  11 
est  clair  que  toute  substitution  de  F  transforme  les  unes 
dans  les  autres  les  fonctions 

du  faisceau  ^  formé  avec  ces  fonctions. 


i60.   Cela  posé,  cherchons  à  déterminer  les  arbitraires  di^ 
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rfa,  •  •  • ,  /o  ^6  '^cl'c  sorte  que  dans  chacune  des  fonctions 
Y«,  Ya,  ...  les  coefficients  Di,  D'^,  D",  des  termes  enj^i, 
J'n  J^*i  disparaissent.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  série 
dVquations  linéaires  par  rapport  aux  arbitraires  d^^d^^  "'-f/i' 

Supposons  d'abord  que  ces  équations  soient  compatibles. 
Assignons  à  <:/<,  c^o^  •••»//  un  système  de  valeurs  qui  satis- 
fasse à  ces  équations. 

Les  fonctions  Y,,  Ya,  ...  ne  dépendant  plus  que  des  va- 
riables j^'a. .  •  • ,  Vk,  y.2J  '  '  7  y  kl  yi,  •  •  • .  ^a?  ^\,  •  •  -  w/  en 

nombre  <C  /i,  celles  de  ces  fonctions  Y|,  .  .  . ,  Y;„  qui  restent 
encore  linéairement  distinctes  seront  en  nombre  <^n.  D'ail- 
leurs les  fonctions  suivantes  Y;;,^^,  .  .  .  s'exprimant  linéaire- 
ment au  moyen  de  celles-là,  toutes  les  fonctions  de  ^  pour- 
ront se  mettre  sous  la  forme 

Tj  I  1  +  .  .  .  -4-  Cffi  I  ffi , 

et,  comme  elles  sont  transformées  les  unes  dans  les  autres 
par  toutes  les  substitutions  de  F,  ce  groupe  ne  sera  pas  pri- 
maire. 

161.  Supposons,  au  contraire,  que  les  équations  soient 
incompatibles.  Quelle  que  soit  Finlégrale  Y<  qui  a  servi  de 
point  de  départ,  le  faisceau  <I>,  déduit  de  ses  transformées, 
contiendra  une  intégrale 

Y  =Dl/l-^D;/l  4-D';v;-i-  D2jj4-...-i-E,;;,^-...-4-Fi//i-4-... 

où  l'un  au  moins  des  trois  coefficients  D|,  D^,  D]  n'est  pas 
nul.  Il  contiendra  sa  transformée  par  la  substitution  S; 
cette  transformée,  que  nous  désignerons  par  SY,  est  de  la 
forme 

SY~D,rt(v, -Hjî)  -i-...-f-Eia(sj-f-:;2)-}-...-t-Fi6(M,4-  i/j)-l-..- 

Le  faisceau  ^  contiendra  encore  la  fonction 

Y'.^  — i--(SY-.é>Y), 
a  —  0 
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OÙ  les  coefficients  de  jKi  j  J'o  y\  ^Qt  les  mêmes  valeurs  que 
dans  Y,  mais  où  le  coefficient  de  Ui  s'annule. 
Il  contiendra  de  même  la  fonction 

y'izz  — i— -  '[S(SY)  —  bSY]  z=z  SY'—  6Y', 

oùDf,  D'^j  D,  ont  encore  conservé  leurs  valeurs  primitives, 
mais  où  le  terme  en  U2  disparaîtra. 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  <I>  contiendra  une  fonction 
de  la  forme 

Z  =  D,  ri  -h  D'i/'i  -i-  D';y;  -+-  s,/,  -h . . .  +  e, 5,  -h . . .  -4-  e/^/, 

d'où  les  u  ont  entièrement  disparu. 
Il  contiendra  encore  la  fonction 

7-'^  ^  sz— Zizi  D,  r,-h  d;/,  4- d;  v; -f-. . . -+-e,-;,4- . . . , 

d'où  j'i ,  j^j ,  r'j ,  z^  ont  disparu.  Il  contiendra  de  même  la 
fonction 

z'^:.  isz'-z'=:  D,  v,+ d;/,  +  d;/,+.  . .+ E,5,+. ... 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  <I>  contient  la  fonction 

Donc,  quelle  que  soit  l'intégrale  initiale  Y| ,  il  existe  dans 
le  faisceau  0,  dérivé  de  ses  transformées,  une  intégrale  «p  de 
la  forme  plus  simple 

(II)  cp^_r/7,.-i-^%4-c/y,.. 

Prenons  pour  point  de  départ  celte  nouvelle  intégrale  et 
formons  le  faisceau  ^'  dérivé  de  ses  transformées,  lequel 
fait  évidemment  partie  du  faisceau  ^. 

Les  fonctions  qu'il  contient  seront  de  la  forme 
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OÙ  les  coefficients  D|,  . . .,  F/  sonl  linéaires  et  homogènes 
en  rf,  dl y  (T,  D^ailleurs,  de  toute  fonction  de  cette  forme 
contenue  dans  ^'  on  déduira ,  comme  on  vient  de  le  voir, 
une  fonction  correspondante 

également  contenue  dans  ^'. 

Formons  successivement  les  diverses  fonctions  de  cette 
dernière  sorte  qui  sont  contenues  dans  4>',  en  supprimant 
à  mesure  qu'on  les  obtient  toutes  celles  qui  ne  sont  pas 
linéairement  distinctes  des  précédentes,  même  lorsque  rf, 
rf',  d"  restent  indéterminés.  Il  restera  un  nombre  limité  de 
fonctions 


(12) 


i   ?o=  dYk  -^  d'y,  +  d\y\^^, 


dont  toutes  les  autres  sont  des  combinaisons  linéaires. 

Soit  <pa  l'une  quelconque  de  ces   fonctions.  Les  coeffi- 
cients Da,  Da,  D^  seront  de  la  forme 

Da:::::^    d -V-V  d'  ^Y  d\ 

D'a  =  hd-hl\d-hl\d', 

d;  ^a,  é/ -h  x;  tf -h  x;  ^^. 

de  telle  sorte  qu'on  aura 
G'gt  désignant  la  substitution 

y\   yyA-^Ky'j^-^K/k 


Les  opérations  a*  satisfont  à  Téquation  symbolique 


OÙ  Co,  •  •  • ,  Cpt  sont  des  constantes. 


ÉQUATIONS   LINÉAIRES.  SOI 

En  eOet,  puisque  de  Texistence  de  la  fonction  <p  dans  le 
faisceau  O  on  déduit  Texistence  dans  ce  même  faisceau  des 
transformées  o-otcp  et  o-p^p,  on  déduira  de  l'existence  de  cette 
dernière  fonction  celle  de  la  fonction  o'oiO'po.  Cette  fonction, 
ne  dépendant  d'ailleurs  que  des  variables  ^'a,  ^''*î  ji>  ^^^^  ^® 
la  forme 

162.  Cela  posé,  considérons  le  groupe  y  dérivé  des  sub- 
stitutions (To,  .  . .,  Cjt  entre  les  trois  variables  y/^,  y\^  y\.  Il 
est  clair  que  le  faisceau  résultant  de  la  combinaison  des  fonc- 
tions o,.î5i,  . . . ,  '^|4  se  confondra  avec  le  faisceau  déduit  des 
transformées  de  (p  par  les  diverses  substitutions  de  y. 

Le  groupe  y  contenant  moins  de  variables  que  le  groupe  F 
primitivement  considéré,  nous  pouvons  évidemment  sup- 
poser que  nous  sachions  reconnaître  s'il  est  ou  non  primaire. 

1**  Si  Y  n'est  pas  primaire,  nous  pouvons  assigner  aux 
coefficients  rf,  rf',  d!'  de  la  fonction  ç  un  système  de  valeurs 
tel  que  le  nombre  des  fonctions  f,  cp^,  . . .,  ^^  qui  restent 
encore  distinctes  dans  cette  hypothèse  soit  moindre  que 
celui  des  variables^Aî^A?  J'i-  Dans  ce  cas  F  ne  sera  pas  pri- 
maire. En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu'il  reste  deux 
fonctions  distinctes;  soient 

?  =^  dYk  -f-  d'Y\.  -+-  (Tvl  ^  ?(.Va.,/x.,/a)» 
?i  —  diYh  H-  <  y\- -H  cf^  ri  —  oi  {yj>.,  r\, y\). 

Considérons  le  faisceau  4>'  dérivé  des  transformées  de  o 
par  les  diverses  substitutions  de  F.  Soit 

I^i7i-^  Ï>i7i-+-  l^'i/i-^-  I>iV,-t-. .  .-^  F,«, 

une  quelconque  des  fonctions  qu'il  contient.  Nous  avons  vu 
que  ce  faisceau  contenait  la  fonction 

laquelle  doit  être  une  combinaison  linéaire  de  o  et  de  <pi.  On 
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aura  donc 
D.V.+  D;/,  +  D;/,^c<?(j.,/„/.)-+-c,ç,(r.,/,./,), 

c,  C|  étant  des  constantes. 

Les  intégrales  j't,  y\'>y''\  ^^  figurant  dans  4>'  que  par  les 
deux  combinaisons  ^{y\,y\,y\)  et  ^s{yi,y\jy\),  le  nombre 
des  fonctions  linéairement  distinctes  dont  <ï>'  dépend  sera 
moindre  que  n.  Donc  F  n*est  pas  primaire. 

2°  Si  le  groupe  y  est  primaire,  de  quelque  manière  qu'on 
choisisse  rf,  </,  </',  la  suite  ç,  Çi,  .  . .,  o^  contiendra  tou- 
jours trois  fonctions  distinctes,  tp,  (pi,  ©2Î  et  chacune  des 
intégrales  va,  r^,  y\  dont  elles  dépendent,  j'^  par  exemple, 
pourra  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de  cp,  cp^,  Ça-  Elle 
appartiendra  donc  au  faisceau  <ï>'. 

Formons  maintenant  les  transformées  successives  de  Vk 
par  les  diverses  substitutions  de  F. 

Cette  intégrale  étant  entièrement  déterminée,  il  n'y  aura 
aucune  difficulté  à  reconnaître  combien  le  faisceau  4>",  dé- 
rivé de  ses  transformées,  contient  de  fonctions  distinctes; 
si  ce  nombre  est  inférieur  à  ^,  F  ne  sera  pas  primaire;  dans 
le  cas  contraire  il  sera  primaire. 

Soient,  en  effet, 


m  *  m 


un  faisceau  quelconque  d'intégrales  que  les  substitutions 
de  F  transforment  les  unes  dans  les  autres;  Y^  Tune  de  ces 
intégrales.  Le  faisceau  ^V  contiendra  le  faisceau  ^  déduit  des 
transformées  de  Y<  ;  dans  celui-ci  existe  une  intégrale  <p  de 
la  forme  (ii),  dont  la  combinaison  avec  ses  transformées 
donne  l'intégrale  j^y^.  Donc  W  contient  cette  intégrale  et  ses 
transformées,  parmi  lesquelles  il  y  en  a  «  linéairement  dis- 
tinctes. 

163.  Une  seconde  application  de  la  notion  du  groupe 
nous  sera  fournie  par  la  recherche  des  intégrales  algébriques 
que  peut  offrir  une  équation  linéaire. 
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Soit  F  =  o  une  équation  d'ordre  /i,  admettant  des  inté- 
grales algébriques.  Il  est  clair  que,  si  t  décrit  un  contour 
fermé  quelconque,  ces  intégrales,  restant  toujours  algé- 
briques, se  transformeront  les  unes  dans  les  autres.  Soient 
donc  Xi^  . . . ,  Xm  celles  de  ces  intégrales  qui  sont  linéaire- 
ment distinctes;  les  intégrales  algébriques  cherchées  auront 
pour  forme  générale 

Cl  i3?i  ~T~  .  •  •  "T*  C/n  X 


m.'^m 


et  seront  les  solutions  d'une  équation  linéaire  d'ordre  m 


G=z 


X 

dx 

~di 

•  •  • 

'dT 


X, 


X. 


m 


X 


m 


m 


X 


m 


X 


m 
m 


O 


à  coefficients  monodromes,  après  division  par  le  coefficient 

d^'*x 
du  terme  en     .--•  Si  donc  F  est  une  équation  irréductible, 

on  aura  m  =  n,  et  les  équations  F=  o,  G=  o  se  confon- 
dront. 

164-.  Étudions  les  équations,  telles  que  G,  à  coefficients 
monodromes,  et  dont  toutes  les  intégrales  sont  algébriques. 
Leurs  coefficients,  étant  des  fonctions  algébriques  et  mono- 
dromes, seront  des  fonctions  rationnelles. 

D'ailleurs,  aux  environs  de  chaque  point  critique,  les  in- 
tégrales seront  régulières.  Considérons,  en  effet,  un  point 
critique  quelconque  a.    Une  intégrale  quelconque  Xq  sera 

développable  suivant  les  puissances  croissantes  de  (^  —  a)'', 

p  étant  un  entier  convenable. 

Soit 

«  Ë 


ce  développement.  Groupons  ensemble  tous  les  termes  dont 
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les  exposants  ne  diflTèrenl  que  de  nombres  entiers;  on  pourra 
écrire 

liai  ^^^t  •  •  •  étant  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  puis- 
sances entières  de  /  —  a. 

Si  Ton  fait  décrire  à  /  un  contour  élémentaire  autour  du 
point  a  une  fois,  deux  fois,  etc.,  on  obtiendra  de  nouvelles 

intégrales 

?  Ë 


en  posant,  pour  abréger, 

Résolvant  ces  équations  par  rapport  à 

on  voit  que  ces  quantités  s'expriment  linéairement  en  jto, 
^j,  ...  :  ce  sont  donc  des  intégrales;  d'ailleurs  elles  sont 
manifestement  régulières. 

On  voit  de  même  que  les  intégrales  seront  régulières  pour 

165.  Ce  premier  résultat  nous  donne  déjà  quelque  lu- 
mière sur  la  forme  des  équations  cherchées.  En  effet, 
d'après  le  n°  146,  chacun  des  points  critiques  ^i,  ...,  t^ 
devant  être  un  pôle  d'ordre  A*  tout  au  plus  pour  le  coeffi- 

cient  de    .  ^^^_^.  >  l'équation  aura  nécessairement  la  forme 

T  désignant  le  produit  {t —  /,)...(/  —  t^)  et  M|,  Mj,  . . . 
étant  des  fonctions  entières. 


ao3 
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Il  reste  encore  à  exprimer  que  les  intégrales  sont  régu- 
lières aux  environs  de  t  =:  x>.  A  cet  effet,  posons 


on  a 


I 
u 

d'où 

,             du 

dt -y 

dx               ^dx 
dt             "du' 

d}x              m  d  1 

u*'^''\ 

^d^x 

dt' 


du* 


2U^ 


dx 
du 


et  généralement 


d^_ 

dt^  ~  ^ 


«*,*-!" 


îA-1 


d^'^X 

dt''-^ 


d^-Ki 
'  dt'^-^ 


Xk-t 


^k,k-ij  ^k,k-2^  '  •  •  étant  des  entiers,  dont  le  premier  est  égal 
à  k{k  —  i);  car  on  voit  sans  peine  que  cette  formule,  étant 

supposée  vraie  pour  --j-j  >  sera  encore  vraie  pour  la  dérivée 

suivante. 

Substituant  ces  valeurs  des  dérivées  dans  l'équation  pro- 
posée, et  divisant  par  ( —  i)"'^^'",  on  aura  l'équation  trans- 
formée 


d'^x 


du 


m 


El  JL 

T    «» 


d"'-^x  i 

Ml    I 


M,    i_ 
T«  u' 


d"'-'  X 
du'"-^ 


-H 


où  il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  t  =  -  dans  T,  M| ,  Ma 

Le  point  u  =  0  doit  être  un  pôle  d'ordre  i,  2,  ...  au  plus 

pour  les  coefficients  des  dérivées 

M,     M, 


d'^'-^x    d"*-*x 


du 


m—l 


du 


m 


— ,  •  •  •  •  Il  faut 


et  il  suffit  pour  cela  que  -—-y  -=^9  •••  soient  développables 
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suivant  les  puissances  croissantes  de  u  et  commencent  res< 
pectivement  par  des  termes  de  degrés  i,  2,  ....  Mais  on  a 

=-,  —-n ^ — ^  =  u^-^c^  wl*-+-*H- 


(^-^)-(ïï-^o 


On  devra  donc  avoir 


^ ^ 


Mi^  r:^  -f-  TT-r,  -v- . ,  .=  d.tv-''  -\-d^l^-''  H-..., 


^,--^3,-^::^-+-^ 


;^2(l-t  nt\L 


Donc,  M<,  ...,  Ma,  ...  sont  des  polynômes  entiers  en  r,  de 
degrés  au  plus  égaux  à  |jl  —  i,  . . .,  Xr(|JL  —  i),  . . .. 

166.  Il  est  aisé  d^établir  que  la  somme  des  racines  des 
équations  déterminantes  relatives  aux  points  critiques  ^i,  . . ., 

.     ,     ,  ,            .m{m  —  i) 
t^y  00  est  égale  a  ([x  —  1) 

En  effet,  Téquation  déterminante  relative  au  point  ti  sera 
évidemment 

r(r— i)...(r  — m4-i)-h  rr,\  ,  r(r  — 1). .  .(r  —  m  4- 2) 

-+-  jf\\[i  ^(^  —  i). .  .(r  —  m  -f-  3)  4-. .  .=  G 

et  la  somme  de  ses  racines  sera 

m(/7i  — i)        Mi(^i) 

D'autre  part,   Téquation  déterminante  relative  au  point 
t=z  00  sera 

r{r  —  i). .  .(r  —  m  -f-i) 

H- (^/«,m-i  —  c^i)''('' —  0- •  •('•  — '^ -H  2) -f-. .  .  =  o, 
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et  la  somme  de  ses  racines  sera 

m  (m  —  i)  ,  m{m  —  i)         , 

— ; «m,  m-l  -h  a,  = h  di. 

La  somme  totale  des  racines  de  ces  équations  sera  donc 

m(m  —  i)   _    j      ^M,(^/)  ^  m  {m  —  i)^ 

1 1 


m(m-i)  VM,   <<)_^ 

(^-1) +rf,_27p^-(.a- 


2 


car  on  a,  d'après  une  formule  connue  de  la  décomposition 
des  fonctions  rationnelles, 


1 


T{Ci)  t-ti-  T(0' 
d'où,  en  multipliant  par  t  et  posant  /  =  x, 

\U(ti) 


1 


T{ti) 


zi:^  d/j. 


167.  Nous  venons  d'obtenir  la  forme  générale  des  équa- 
tions dont  les  intégrales  sont  partout  régulières;  mais  il  s'en 
faut  de  beaucoup  que  toutes  les  équations  de  ce  genre  aient 
leurs  intégrales  algébriques.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  un 
second  caractère  est  nécessaire  :  il  faut  que  le  groupe  de 
Téquation  ne  contienne  qu'un  nombre  fini  de  substitutions. 

En  effet,  chacune  des  substitutions  du  groupe  est  définie 
par  le  système  des  fonctions  dans  lesquelles  elle  transforme 
les  intégrales  indépendantes  ^i,  ...,  Xmy  mais  chacune  de 
ces  intégrales,  étant  algébrique,  n'a  qu'un  nombre  fini  de 
transformées  distinctes;  le  nombre  des  substitutions  dis- 
tinctes est  donc  fini. 

Réciproquement,  toute  équation  à  intégrales  régulières, 
dont  le  groupe  ne  contient  qu'un  nombre  fini  de  substitu- 
tions, a  toutes  ses  intégrales  algébriques. 

En  effet,  soient  Xi  une  quelconque  de  ces  intégrales, 
X2',  -••  ses  transformées  par  les  substitutions  du  groupe. 
Toute  fonction  symétrique  de  ces  transformées  étant  évi- 
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(lemment  monodrome,  Xt  sera  racine  de  réquation 

(l3)  (J7  —  Xi)(x  —  J7j).  .  .----0, 

dont  les  coefficients  sont  monodromes. 

Considérons  d^ailleurs  un  point  critique  quelconque  /«. 
On  aura  aux  environs  de  ce  point  un  système  d'intégrales 
distinctes  dont  les  développements  auront  la  forme 

I/o,  . . .,  Uh  étant  monodromes  aux  envî-rons  de  ^|. 

Mais,  pour  qu^une  expression  de  ce  genre  n^admette  qu'un 
nombre  limité  de  transformées  distinctes  lorsqu'on  tourne 
autour  de  ^i,  il  faut  évidemment  :  i^  que  les  logarithmes  dis- 
paraissent, 2^  que  r  soit  rationnel.  On  aura  donc  un  système 
d'intégrales  distinctes' 

OÙ  Ti,  Ta,  . . .  sont  des  fractions  rationnelles. 

Soit /?  ]e  plus  petit  multiple  de  leurs  dénominateurs.  Les 

intégrales  Ç|,  Ç2?  •••  seront  développables  suivant  les  puis- 

1 

sances  entières  et  croissantes  de  (t  —  t^Y]  et  il  en  sera  de 
même  de  X|,  Xa,  ...  qui  s'expriment  linéairement  en  Ç,, 
ia,  ....  Le  point  t^  sera  donc  un  point  critique  algébrique 
pour  chacune  des  intégrales  ^Tf,  X2,  ...  et,  par  suite,  pour 
les  coefficients  de  l'équation  (i3).  Mais  ces  coefficients  sont 
monodromes;  donc  ^1  sera  un  pôle  (ou  un  point  ordinaire') 
pour  chacun  d'eux. 

On  verra  de  même  que  00  est  un  pôle  ou  un  point  ordi- 
naire pour  ces  coefficients. 

Les  coefficients  de  l'équation  (i3)  étant  monodromes  et 
n'ayant  d'autres  points  critiques  que  des  pôles,  même  a 
l'infini,  seront  des  fractions  rationnelles,  et  X|,  X2y  • . .  se- 
ront des  fonctions  algébriques. 

Si  donc  on  savait  déterminer  tous  les  groupes  formés 
d'un  nombre  fini  de  substitutions  entre  m  variables,  on  con> 
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naîtrait  par  là  même  les  divers  types  possibles  (Inéquations 
linéaires  d'ordre  m  à  intégrales  algébriques,  et  il  suffirait, 
pour  reconnaître  si  une  équation  donnée  appartient  à  cette 
calégorie,  de  chercher  à  identifier  son  groupe  avec  l'un  de 
ceux  dont  on  aurait  dressé  le  tableau. 

Le  problème  arithmétique  de  la  construction  des  groupes 
d\in  nombre  fini  de  substitutions,  auquel  la  question  se 
trouve  ainsi  ramenée,  n'est  résolu  d'une  manière  complète 
que  pour  m  =  2  ou  3.  On  a  toutefois  démontré  que,  pour 
une  valeur  quelconque  de  /n,  le  nombre  de  ces  groupes  est 
limité,  et  l'on  en  a  déduit  ce  théorème  : 

Si  V équation  G  =  o,  d^ordre  m,  a  toutes  ses  intégrales 
algébriques,  elle  admettra  un  système  dHntégrales  dis- 
tinctes Xi^  . . . ,  Xm  de  la  forme 


p  étant  un  entier  et  U|,  Ua,  . . .  étant  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  t  et  d^une  irrationnelle  u  définie  par  une 

équation 

f{t,  u)—o, 

dont  le  degré  est  limité  en  fonction  de  m. 

Nous  nous  bornerons  à  énoncer  ce  résultat,  dont  la  dé- 
monstration exigerait  une  exposition  détaillée  des  principes 
de  la  théorie  des  substitutions. 

168.  Le  cas  où  l'intégrale  générale  de  l'équation  G  =  o 
est  non  seulement  algébrique,  mais  rationnelle,  mérite  une 
attention  particulière.  Il  est  aisé  de  le  reconnaître. 

En  effet,  les  intégrales  devant  n'avoir  d'autres  points  cri- 
tiques que  des  pôles,  l'équation  déterminante  relative  à  l'un 
quelconque  des  points  critiques  de  G  n'aura  que  des  racines 
entières,  et  les  développements  des  intégrales  régulières  ne 
contiendront  point  de  logarithmes. 

Pour  que  cette  dernière  condition  soit  remplie,  il  faudra 
J.  —  Cours f  Ilï.  1 4 
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tout  d^abord  qu'aucune  des  équations  déterminantes  n'ait  de 
racines  multiples  (ISl). 

Supposons  qu'il  en  soît  ainsi;  soit  F(r)  =  o  l'équation 
déterminante  relative  au  point  /|,  et  soient  a,  a',  a",  .  •  •  ses 
racines,  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  L'inté- 
grale générale  aux  environs  du  point  ti  sera  de  la  forme 

Zi  [       +  C"a,.^^{t  -  ^,)«"-^t^l0g*(^  -  ^i)  +.  .  .  J  ' 

0 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  différentielle, 
comme  au*n**  1  i9,  on  obtiendra  une  série  d'équations  li- 
néaires et  homogènes  qui  détermineront  par  voie  récurrente 
tous  les  coefficients  c,  c',  c",  ...  en  fonction  des  m  coeffi- 
cients Col,  Caft  <^afly  •  •  •  qui  restent  arbitraires.  On  voit  d'ail- 
leurs sans  difficulté  que  tous  les  coefficients  c',  c",  ...  qui 
multiplient  des  termes  logarithmiques  s'expriment  en  fonc- 
tion des  m  —  I  coefficients  c'a/,  c'a//,  .  . . ,  et  que  ceux-ci  ont 
des  expressions  de  la  forme 

c'a'i^Aca,      Ca«:=:Bca4-B'Ca',      Ca-^^  Cca-H  C'Ca'H- Cca',      .... 

Donc,  pour  que  les  logarithmes  disparaissent,  il  faut  et  il 

suffit  qu'on  ait  les  équations  de  condition 

o— A  — Bz=B'~-C  =  .... 

169.  Réciproquement,  si  Tensemble  des  conditions  qui 
précèdent  est  rempli,  l'intégrale  générale  sera  rationnelle. 
En  effet,  elle  n'a  pour  points  singuliers  à  distance  finie  que 
des  pôles.  Elle  est  donc  monodrome  dans  tout  le  plan. 

Formons  d'ailleurs  l'équation  déterminante  pour^=QO 
et  groupons  ses  racines  en  classes  en  réunissant  celles  dont 
les  différences  mutuelles  sont  entières.  Soient  p,  p',  ...  les 
plus  petites  racines  de  chaque  classe;  (x,  pi',  ...  le  nombre 
des  racines  contenues  dans  leurs  classes  respectives.  Pour 
des  valeurs  suffisamment  grandes  de  ^,  on  aura,  pour  l'inté- 
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grale  générale,  un  développement  de  la  forme 

les  expressions  cp,  ©i,  .  . . ,  cp',  ...  étant  des  séries  procé- 
dant  suivant  les   puissances   entières  et  croissantes   de  -• 

Mais,  puisque  cette  expression  est  monodrome,  les  loga- 
rithmes disparaîtront  nécessairement  et  les  exposants  p,  p',  ... 

seront   entiers.   LMntégrale  générale   aura    donc  un  simple 

.  .  P 

pôle  à  rinfini  ;  ce  sera  donc  une  fonction  rationnelle  t^* 

On  pourra  d'ailleurs  la  déterminer  par  des  opérations 
purement  algébriques.  En  effet,  on  connaît,  par  ce  qui  pré- 
cède, la  situation  des  pôles  à  distance  finie  et  Tordre  de 
multiplicité  de  chacun  d'eux.  On  pourra  donc  former  le  dé- 
nominateur Q.  L'ordre  de  multiplicité  du  pôle  t  =  <x>  étant 
également  connu  par  le  développement  obtenu  suivant  les 

puissances  de  ->  le  degré  du  numérateur  P  sera  déterminé. 
Pour  déterminer  ses  coefficients,  il  suffira  d'identifier  le  dé- 
veloppement de  -TT  suivant  les  puissances  de  -  à  celui  qu'a 
fourni  l'équation  différentielle.  . 

170.  Considérons  plus  généralement,  avec  M.  Halphen, 
les  équations  dont  les  intégrales  sont  partout  régulières  et 
sont  monodromes  dans  toute  région  du  plan  qui  ne  contient 
pas  le  point  t^.  Les  autres  points  critiques  ^2,  .  .  . ,  ^p,,  des 
coefficients  de  l'équation  ne  pouvant  être  que  des  pôles  pour 
l'intégrale,  les  équations  déterminantes  qui  leur  corres- 
pondent n'auront  que  des  racines  entières,  et  les  logarithmes 
disparaîtront  des   développements   correspondants,   ce   qui 

donnera  (jx — i) 1  équations    de    condition,    dont 

l'existence  sera  à  vérifier. 
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Lorsque  rensemble  des  conditions  précédentes  est  rempli, 
on  peut  trouver  Tintégrale  générale.  En  effet,  d'après  l'ana- 
lyse du  n°  iAo,  on  peut  déterminer  un  système  d'inlëgrales 
particulières  formant  une  ou  plusieurs  séries,  et  telles  qu'aux 
environs  du  point  tf  les  intégrales ^oj  •••»^a  d'une  même 
série  soient  de  la  forme 

7t  =  (^-^i)''(ô|«o-+-"i), 


Uq,  . . .,  Uk  étant  des  fonctions  monodromes  aux  environs  du 
point  ti ,  r  désignant  une  racine  de  l'équation  caractérisa 
tique  qui  correspond  à  ce  point  et  les  Q  étant  définis  par  les 
relations 

Les  fonctions  Wo,  .  .  •,  wa,  définies  par  les  équations  pré- 
cédentes, seront  des  fractions  rationnelles.  En  effet,  les 
points  ^2)  •  •  -1  ^|A  étant  des  points  ordinaires  pour  les  fonc- 
tions (t  —  ^i)"'"  et  log(^ — f«),  et  de  simples  pôles  pour 
yoy  •  •  "f  yh  seront  de  simples  pôles  pour  Uq,  .. .,  m*.  Donc 
ces  fonctions  sont  monodromes  non  seulement  aux  environs 
de  ^1,  mais  dans  tout  le  plan.  D'autre  part, 

<'-'.>-'=K-t)" 

et 

log ( /  -  ^i )  ^  -  log  i  +  log  ^I  -  ^  ^ 

sont  des  expressions  régulières  pour  t  =  oo'^  il  en  est  de 
même  pour  ^o?  •••>  JKa  et,  par  suite,  pour  Wo,  ...,  wa-  De 
ces  deux  propriétés  réunies  on  déduit  que  Uq^  ...,  u/^  sont 

P  Pk 

des  fractions  rationnelles  de  la  forme  vy  >  •  •  •  >  -j^  • 

On  pourra  d'ailleurs  les  déterminer  par  des  opérations  al- 
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gébriques.  En  efiet^  connaissant  les  pôles  t2,  ..•?  t^  des  in- 
tégrales et  leur  ordre  de  multiplicité,  on  pourra  former  le 
dénominateur  Q.  Le  développement  de  l'intégrale  générale 
pour  t  =  oo  fera  connaîti^e  le  degré  des  numérateurs  Pq,  . . ., 
Pa.  Pour  obtenir  leurs  coefficients,  il  ne  restera  plus  qu'à 
substituer  les  expressions  précédentes  dans  l'équatîon  diffé- 
rentielle et  à  identifier  le  résultat  à  zéro. 


171.  Considérons  encore  les  équations  de  la  forme 


04) 


~dr 


m 


Pi 


-f-...-4-P;„a7  =  o, 


où  Poj  .  • .,  Pw  sont  des  pol^^nômes  dont  le  degré  soit  au  plus 
égal  à  celui  du  premier  d'entre  eux,  Pq. 

Lorsque  l'intégrale  d'une  équation  de  cette  forme  n'a 
pour  points  critiques  à  distance  finie  que  des  pôles,  ce  qu'on 
reconnaîtra  aisément  par  les  méthodes  précédentes,  on 
pourra  obtenir  l'intégrale  générale  par  les  considérations 
suivantes,  également  dues  à  M.  Halphen. 

Remarquons  tout  d'abord  que  la  condition  imposée  aux 
degrés  des  polynômes  P  équivaut  à  dire  que  les  développe- 

P  P         .  . 

ments  de  ^y  •••?  -—■  suivant  les  puissances  décroissantes 

de  t  ne  contiennent  pas  de  puissances  positives. 

Posons  maintenant 

x=^Ryy 

R  désignant  une  fraction  rationnelle  en  t,  La  transformée 


PoR^-^/nPoR' 


de 


m 


0 

PiR 


-+-      (m  — i)P,R' 

P,R 


sera  de  la  même  forme  que  la  primitive  en  x;  car  son  inté- 
grale n'a  que  des  singularités  polaires,  et  ses  coefficients 
sont  rationnels  et  pourront  être  rendus  entiers  en  chassant 
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le  dénominateur  commun.  Enfin,  si  nous  admettons  que  R, 
développé  suivant  les  puissances  décroissantes  de  t,  com- 
mence par  un  terme  en  tPj  ses  dérivées  R',  R",  . . .  commen- 
ceront par  des  termes  d'ordre  moindre,  en  tP^^^  tP~^^  .... 
On  en  déduit  sans  peine  que  les  développements  des  coeffi- 
cients de  Téquation  (après  division  par  PqR)  ne  contien- 
dront pas  de  puissances  positives  de  t. 

172.  Cela  posé,  on    peut  déterminer  a  priori  les  pôles 

^1,  ^2,  ...  de  l'intégrale  de  l'équation  (i4)  et  leurs  ordres  de 

multiplicité  |A|,  [jl2,  .... 

Posons 

r 

La  transformée  en  y 

Q.  rf,w  +  Q. -^^^^rt  +  •  •  •  +  Q«/ =  o 

appartiendra  au  même  type  que  la  primitive;  mais  ses  inlc- 
grales  n'auront  plus  de  pôles. 
Posons 

y  1=  è^^z, 

La  transformée  en  z  (après  suppression  du  facteur  commun 
ey^  sera 


Q. 


X'«-'Q, 


m 


et  appartiendra  évidemment  encore  au  même  type.  Mais  on 
pourra  disposer  de  l'indéterminée  X,  de  manière  à  annuler  le 
coefficient  du  terme  de  degré  le  plus  élevé  dans  R;,*,  qui 
sera  dès  lors  un  polynôme  de  degré  moindre  que  R©. 
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173.  Supposons  ce  résultat  atteint,  et  cherchons  à  nous 
rendre  compte  de  la  forme  des  coefficients  de  l'équation  en  z. 

Soient  0| ,  O2,  ...  les  racines  de  l'équation  R©  =  o  •,  on  aura 
par  la  décomposition  en  fractions  simples ,  en  remarquant 
que  Ra  est  au  plus  du  même  degré  que  Rq, 


les  A,  B  étant  des  constantes.  (En  particulier  A,»  sera  nul.) 
D'ailleurs  chacun  des  points  6|  étant  un  point  ordinaire,  aux 
environs  duquel  les  intégrales  sont  régulières,  l'indice  /  ne 
pourra  prendre  dans  la  sommation  que  les  valeurs  i,  2,...,  A*. 
L'équation  déterminante  relative  au  point  0/  sera 

r(r  —  i)...(r  —  7W-+-i)-h  B/iir(/- —  i).«.  .(r —  /n-f-  2) 

-+-B/«r(r — i). .  .(r  —  m -h  3)-h. . .  =0. 

La  somme  de  ses  racines  est 

D'ailleurs  8/  étant  un  point  ordinaire  pour  les  intégrales, 
ces  racines  seront  nécessairement  entières,  non  négatives  et 
inégales.  Leur  somme  est  donc  au  moins  égale  à 

m{m  —  i) 

o-hi-H. ..H-m  —  ir=  — ^ ! 

2 

donc  B|H  est  un  entier  non  positif.  A  fortiori  la  somme 

1 


^^iu. 


étendue  à  tous  les  points  critiques  apparents,  sera  entière  et 
non  négative. 


174.  Cela  posé,  admettons  d'abord  que  Km  ne  soit  pas  nul 

dz 
di' 


dz 
et  prenons  pour    variable    auxiliaire   la   quantité    i/=  -1^ 
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L*équation  en  z  pourra  s'écrire 

Différentiant,  il  viendra 

d'^  z'  d"*~^  z" 


-i-  .  .  .  -f-  R  „,  2  n—  O. 


Éliminant  z  entre  ces  deux  équations,  on  aura  la  trans- 
formée en  s' 

f£m  /-'  d'"~^  "' 

RoRm  -^  +  [(r;+ R^)R;„~  RoR;.]  -^^  +. . . 

-^[(Rm-i-^Rm)R;„-R;„-,R;„]^'=0. 

Cette  équation  est*évidemment  du  môme  type  que  l'équa- 
tion en  <3  ;  et  le  rapport  des  deux  premiers  coefficients,  qui 

dans  l'équation  primitive  était  ~  >  sera  devenu 

(r;4-Ri)r..-RoR„,  ^  5i  _^  K  _  r;, 

HoR/n  Ro         Ro  R/K 


Or  soient 


on  aura 


Rm  =  C,„  (  f  —  Ti) ?i  (  ^  —  T, )?« .  .  .  ; 


R'o «1      .      «ï , 


et  de  même 


Rq        t  —  Bx       t  — .  0j 


R«_    Pi     ,     P. 


K,„        t-  r, 


La  somme  S',  analogue  à  S,  formée  pour  l'équation  en  z  , 
sera  donc 


I1*~S^ 


et  sera  >  S,  car  Sa,  degré  de  Ro,  est  supérieur  à  Sp,   degré 
de  R;„. 
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La  dérivée  seconde  :^  satisfera  de  même  à  une  équation  du 
même  type,  mais  où  la  somme  S",  analogue  à  S,  sera  >-  S'. 

Si  Ton  pouvait'  poursuivre  ainsi  indéfiniment,  on  obtien- 
drait par  là  une  suite  illimitée  de  nombres  entiers  S,  S',  S'',  ... 
non  positifs  et  croissants,  ce  qui  est  absurde.  Or  on  ne  peut 
se  trouver  arrêté  qu'en  arrivant  à  une  équation  où  le  coeffi- 
cient du  dernier  terme  soit  nul.  Supposons  que  cette  circon- 
stance se  présente  pour  l'équation  en  5".  Cette  équation 
admettra  comme  intégrale  particulière  une  constante  ;  et 
l'équation  en  z  aura  pour  intégrale  correspondante  un  poly- 
nôme n  de  degré  n  ;  enfin  l'équation  en^  admettra  l'intégrale 
particulière  e^'II. 

Posons  maintenant 


y^e^^'M^y.dt, 


La  nouvelle  variable  y^  satisfait  à  une  équation  d'ordre 
m  —  1 ,  et  qui,  d'après  ce  qui  précède,* appartiendra  au  même 
type  que  l'équation  en  ^.  On  pourra  donc  en  déterminer  une 
solution,    de    la   forme   ôVlIi,  II|  désignant  un  polynôme. 

Posant 


yi^-e\'U,Jy^dt, 


on  continuera  de  même,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une 
équation  du  premier  ordre,  dont  l'intégrale  sera 

Cm  désignant  une  constante  arbitraire. 

Les  intégrations  indiquées  sont  d'ailleurs  de  celles  qu'on 
sait  effectuer  et  fourniront  un  résultat  de  la  forme 


y  =  y  CkC^k^Wf,, 


les  Wf(  désignant  des  polynômes  et  les  cm  des  constantes  arbi- 
traires. 

Divisant  cette  expression  parle  produit  (^— ^)f*«(^ — ^,)H«..., 
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on  aura  Tintégrale  générale  de  Téquation  en  x^  sous  la 
forme 

(i5)  ^=Vc*e«*'A(0, 

les /a  étant  des  fonctions  rationnelles. 

173.  Réciproquement,  toute  équation  différentielle  dont 
l'intégrale  générale  est  de  cette  forme  appartient  au  type  que 
nous  avons  considéré. 

En  effet,  éliminant  les  constantes  Ck  entre  Téquation  (id) 
et  ses  dérivées  et  supprimant  les  facteurs  communs  expo- 
nentiels, on  obtiendra  une  équation  à  coefficients  rationnels, 
qu'on  pourra  rendre  entiers  en  chassant  les  dénominateurs. 
Soit 

cette  équation.  Son  intégrale  n'a,  à  distance  finie,  que  des 
singularités  polaires.  Reste  à  prouver  que  les  degrés  de 
P,,  . . . ,  Pot  ne  surpassent  pas  celui  de  P©. 

La  chose  est  manifeste  pour  les  équations  du  premier  ordre  ; 
car  de  l'équation 

on  déduira,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique,  l'équation 

dx 

fit) 

où  le  coefficient  X  4- '^7 — >  développé  suivant  les  puissances 

décroissantes  de  ^,  ne  contient  pas  de  puissances  positives. 
Supposons  d'ailleurs  le  théorème  établi  pour  les  équations 
d'ordre  m  —  i .  Il  sera  vrai  pour  l'équation 

d"*-\  Il 
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qui  admet  pour  intégrale  générale 

car  chaque  terme  de  cette  expression  est  le  produit  d'une  ex- 
ponentielle par  une  fraction  rationnelle.  Il  sera  encore  vrai 
pour  l'équation  de  degré  m 

dont  l'intégrale  générale  est 


et  sî  nous  posons 


w=  -r-. —  ^» 


il  sera  encore  vrai  (171  et  172)  pour  la  transformée  en  x.  Or 
celle-ci  a  précisément  pour  intégrale  générale  ^Cke^k^fh{t). 

176.  La  méthode  que  nous  avons  indiquée  plus  haut  pour 
intégrer  par  des  séries  les  équations  qui  n'ont  qu'un  nombre 
fini  de  points  critiques  peut  aisément  s'étendre  au  cas  où  les 
coefficients  de  l'équation,  au  lieu  d'être  monodromes  en  t^ 
sont  des  fonctions  monodromes  de  t  et  d'une  irrationnelle  w, 
racine  d'une  équation  algébrique /(^,  u)  =  o. 

En  effet,  les  points  critiques  de  Téquation  considérée  sont 
de^deux  sortes  :  i"  ceux  aux  environs  desquels  u  reste  mo- 
Dodrome;  2°  ceux  autour  desquels  les  diverses  détermina- 
tions u^ ,  M27  .  • .  de  cette  irrationnelle  s'échangent  les  unes 
dans  les  autres. 

A  partir  de  chaque  point  critique  de  cette  seconde  sorte, 
traçons  une  coupure  allant  jusqu'à  l'infini.  Tant  que  t  ne 
traversera  pas  ces  coupures,  i/|,  W2,  •••  resteront  mono- 
dromes. Substituant  successivement  ces  diverses  fonctions 
dans  l'équation  différentielle  à  la  place  de  m,  on  obtiendra 
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une  suite  (Inéquations  difierentielles 

d^  'v  d^ ^^  jc  d^ — * X 

Chacune  d'elles  admettra  un  système  de  n  intégrales  dis- 
tinctes ^41,  ...,  Xnit  qu'on  pourra  exprimer  par  des  séries 
dans  la  région  considérée. 

Il  reste  à  voir  quel  changement  subissent  les  intégrales 
lorsqu'on  traverse  les  coupures.  Or,  si  nous  supposons 
qu'en  traversant  une  d'elles  ui  se  change  en  Uk',  l'équa- 
tion F|  se  changera  en  F^.  Les  intégrales  X\i^  ...,  Xni  se  chan- 
geront donc  en  intégrales  de  cette  dernière  équation,  soit  en 
expressions  de  la  forme 

Pour  déterminer  les  coefficients  c,  on  n'aura  qu'à  égaler 
les  valeurs  numériques  que  prennent  les  intégrales  x^i,  . . ., 
Xni  et  leurs  n  —  i  premières  dérivées  en  arrivant  à  la  cou- 
pure aux  valeurs  que  prennent  C\^x^k-^  •  •  •  -^  Cui^nh^  •  •  • 
et  leurs  n  —  i  premières  dérivées  de  l'autre  côté  de  la  cou- 
pure. 

177.  Nous  terminerons  cette  section  en  effectuant  quel- 
ques applications  particulières  des  principes  généraux  que 
nous  avons  exposés. 

Proposons-nous  d'étudier  les  équations  linéaires  du  second 
ordre  à  trois  points  critiques  to^  t^,  t^  et  à  intégrales  régu- 
lières. 

Soit  F=  o  l'équation  proposée.    Changeons  de  variable 

indépendante  en  posant 

mu  -h  n 

t  =:  —, ,• 

m  u  -\-  n 

Soient  6,  u  deux  valeurs  correspondantes  de  ^,  u.  On  voit 
sans  peine  qu'on  aura,  aux  environs  de  ces  valeurs,  une  re- 
lation de  la  forme 
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(formule  où  l'on  devra  remplacer  t  —  9  ou  m  —  u  par  -  ou  — 

si  0  ou  i»  devieDnent  infinis). 

Celte  valeur  de  t  —  8,  étant  substituée  dans  une  fonction 
entière  de  t — 0,  donnera  une  fonction  entière  de  u  —  u. 
D'autre  part,  en  la  substituant  dans  une  fonction  régulière 
de  ^  —  8,  telle  que 

(r-6)'-[To-l-Tilog(^-0)-i-...H-T>log^(^-6)], 

où  To,  T|,  ...,  T>  sont  des  fonctions  entières  de  t  —  8,  on 
obtiendra  évidemment  un  résultat  de  la  forme 

( M  —  o)'*[ Uo -h  Uj  log (  a  —  u)  -h . . .  H-  Ux  log^"  (  u  — -j  )], 

Uo,  . . .,  Ux  étant  des  fonctions  entières  de  u  —  u. 

Donc  l'équation  transformée  entre  x  ei  u  admettra  comme 
points  critiques  les  trois  points  Uqj  U\j  112  correspondant  à 
^oj  ^i>  ^2  5  ses  intégrales  seront  régulières,  aux  environs  de  ces 
points,  et  les  équations  déterminantes  relatives  à  ces  points 
seront  les  mêmes  qu'aux  points  correspondants  de  l'équation 
primitive. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  disposer  des  rapports  des  coeffi- 
cients m,  71,  m',  n!  de  manière  à  donner  à  Uq,  Ut,  112  des  va- 
leurs arbitrairement  choisies.  Nous  ferons  en  sorte  que  ces 
valeurs  soient  o,  i,  00.  Ce  résultat  pourra  évidemment  être 
obtenu  de  six  manières  distinctes,  suivant  qu'on  posera 
Uq  =0,  a<  =  I ,  U2  =  <x>9  OM  Uo=  i,  Ui  =  Oy  Wa  =  ^j  etc. 

178.  Soient  respectivement  \  V;  [jl,  [jl'  et  v,  v'  les  racines 
des  équations  déterminantes  relatives  aux  points  critiques  o, 
I,  00.  Si  X  —  V,  |JL  —  [!.',  V  —  v' ne  sont  pas, entiers,  on  aura 
pour  les  intégrales  aux  environs  de  chacun  de  ces  trois  points 
des  développements  de  la  forme 


u^  iC* 
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U,  U'  étant  des  fonctions  entières  de  m;  V,  V  des  fonctions 

entières  de  u  —  i  ;  W,  W  des  fonctions  entières  de  -• 

u 

Posons  maintenant 

j'  étant  une  nouvelle  variable.  Nous  aurons  entre  u  ely  une 
équation  transformée  H  =  o,  dont  les  intégrales  seront 
données  aux  environs  des  points  o,  i,  oo  par  les  développe- 
ments 

les  quantités 

U,  z:=(i  — M)-i*U,  u;   =z(i  — a)-l^U', 

étant  respectivement  développables  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  ?/,  de  m  —  i  et  de  -  • 

L'équation  H  =  o  a  donc  ses  intégrales  régulières,  et  ses 
équations  déterminantes  par  rapport  aux.  points  o  et  i  ad- 
mettent une  racine  nulle,  la  seconde  racine  étant  respective- 
ment V —  X  et  [jl' —  |x. 

Il  existe  évidemment  quatre  manières  d'arriver  à  ce  ré- 
sultat; car  on  peut  prendre  pour  "k  une  quelconque  des  deux 
racines  de  l'équation  déterminante  du  point  o,  pour  [x  une 
quelconque  des  deux  racines  de  l'équation  déterminante  du 
point  I.  Sur  ces  quatre  manières,  il  y  en  aura  une  telle  que 
les  racines  V — X  et  jx' —  [jl  aient  leur  partie  réelle  positive 
(à  moins  que  ces  différences  ne  soient  purement  imaginaires). 

L'équation  H  =  o  doit  être  de  la  forme 

d^y  M,iu)    dy  M,(«) 

du^        u{u—i)du       u*(u  —  i)**^         ' 
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M,,  M2  étant  des  polynômes  de  degrés  i  et  2,  et  ses  équa- 
tions déterminantes  par  rapport  aux  points  o  et  i  seront 

r(r  —  i)  —  Mi(o)r  H-  Mj(o)=:o, 
r(r-— i)  4-  Ml  (i)  r-t-  M,(  1  )  ==  o. 

Comme  elles  ont  une  racine  nulle,  M2  devra  admettre  les 
racines  o  et  1  et  sera  divisible  par  u(u  —  1).  En  efTectuant  la 
division  et  chassant  les  dénominateurs,  Féquation  prendra  la 
forme 

OU,  en  remplaçant  A,  B,  C  par  trois  nouvelles  constantes  a, 
^,  Y  définies  par  les  relations 

«(»-«)  ^  +  [ï -(«-+-? -i- 0  "]  ^  -  ^?7  =  o. 

179.  Les  équations  déterminantes  relatives  aux  trois 
points -critiques  o,  i,  00  sont  respectivement 

r(r  —  i)  -h  Y/"  =  o, 

/•(/-  —  l)  —  (y  — a  —  3  —  1  )/'=;:  o, 
—  r(/'  +-1)  +  (a-f-  p-hi)r  — aPt=o, 

et  ont  pour  racines 

o  et   I  —  Y>     o  et  Y  —  a — p,     a  et  p. 

L'équation  admet  donc  une  intégrale  développable  aux 
environs  du  point  o  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  M. 

Soit 

J'i  1=:  Co  -f-  Cl  M  4-  .  .  .  -h  C,i  mH-  4-  .  .  . 

cette  intégrale.  En  la  substituant  dans  Péquation  et  égalant 
à  zéro  les  termes  en  wl*,  il  viendra 

[_  jx(jA  ~  i)  —  (d-h  p -h  i)fx  —  ap]Ci, 
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d'où 

_  (g  -f-  H^Up-f-  tJ^) 

et,  par  suite,  en  donnant  à  Cq,  qui  reste  arbitraire,  la  valeur  i , 

•^  *  Y  I  .2.y(Y  H-  0  \    »  r7   j7      / 

F  désignant  la  série  hypergéomé trique  (t.  I,  n**  170). 

180.  Cela  posé,  il  existe,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  vingt- 
quatre  substitutions  de  la  forme 

ni'  u'  -t-  n'  "  ^  ' 

qui  transforment  l'équation  proposée  en  une  équation  ana- 
logue. L'équation  transformée  admettra  comme  solution  une 
sôrie  hypergéomé  trique,  et  l'on  en  déduira  aisément  une  in- 
tégrale correspondante  de  l'équation  primitive. 

Au  système  de  valeurs  o,  i,  oo  données  à  u  doivent  cor- 
respondre pour  M  les  mêmes  valeurs,  mais  dans  un  ordre  ar- 
bitraire, ce  qui  donnera,  pour  la  fraction  — -, -,  j  les  six 

formes  suivantes  : 

I  I  u  u I 

u,       I  — u,      -j , ,      . 


u         1  —  u        u  —  I  u 


A  chacune  d'elles  correspondent  quatre  équations  trans- 
formées, qu'on  obtiendra  en  prenant  successivement  pour  X 
chacune  des  deux  racines  de  l'équation  déterminante  du 
point  o,  pour  [jl  chacune  des  racines  de  l'équation  détermi- 
nante du  point  I . 

Nous  allons  donner  un  exemple  du  calcul  de  l'une  de  ces 
intégrales. 

181.   Soit  par  exemple  u  = •  Pour  m  =  o,  i,  oo,  on 

aura  u  =  o,  oo,  i  ^  l'équation  entremet  u  aura  donc  ces  trois 
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points  critiqaes,  et  les  racines  des  équations  déterminantes 
correspondant  à  ces  trois  points  seront  comme  précédem- 
ment 

o  et  I  —  Y)     o  et  Y  —  «  —  ?>     a  et  p. 

On  pourra  donc  prendre 

X  =  o  ou  I  —  Y,         ji  =r  a  ou  p. 

Prenons,  par  exemple , 

X  =  I  —  Y»        |i-=  a. 

Les  racines  des  équations  déterminantes  pour  Téquation 
entre  .s  et  u  seront 

Pour  o. ..        —  X=Y  —  '>  Y  —  1  —  X=io, 

Pour  00  . .     X4-H''=^a-l-i  —  Y>         T  —  *  —  p-f-X  +  iAinii  —  p, 

Pour  I...      a  —  Ht-rro,  P  —  l^i-^?  —  ^' 

Si  nous  posons 

Y— 1=  I  —  y'-  P  — azziY'— a'—  p', 

d'où 

«'=«4-1  — Y»         P'=ï  — ?>         T'=2  — Y> 

cette  équation  admettra  la  solution 

F(a',p', /,..). 

L'équation  primitive  admettra  donc  la  solution 

j=ru*-Y(i-u)«F(a',p',Y',u) 

OU,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur et  a',  ^',  y'  par  leurs 

valeurs  et  supprimant  le  facteur  constant  ( —  i)T~°'~', 

j=:M»-r(l— «/)Y-a-«F/^a4-l  — Y»  '  —  P»  2  —  Y)  — 17"  )  ' 
J.  —  Cours,  III.  i5 
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182.  On  obtient  par  un  procédé  tout  semblable  les  vingt- 
quatre  intégrales  suivantes  : 


(i6 
(>7 
(.8 

(>9 

(20 

(21 

(22 

(23 

(24 
(25 

(26 

(27 

(28 
(29 

(3o 
(3, 

(32 

(33 
(34 


(,_„)Y-oc-PF(Y-a,  Y-P,  Y,  «), 
(i-a)-«F(a,Y-P,T,^)' 

w*-YF(a  — Y  +  '>  P  — T-^i>  2  —  Y,  a), 
tt»-Y(i  —  M)Y-a-P  F(i  _  a,  ,  _  p,  2  —  Y,  "), 

^i-Y(i-e£)Y-«-iF(^a-Y-+-i»  i-P,  2-Y,  JT^j' 

M»-Y(i  — //)r-MF(p  — Y-+-I»  I  — a,  2  — Y>  ""ZT")' 

F(a,  p,  a-h  p  — Y-^-ï»  '  —  «)> 
M'-YF(a  — Y4-I,  P  — YH-i»«-^P  — Y  +  ^  I  —  ")» 

//-«  F(a,  a  — Y^-ïj^-^P  — Y^-^ )' 

£/-P  F^p,  P-Y  +  ^  a-f-p-Y  +  i,  '^)' 

(i  — a)T-«-PF(Y  — a,  y— P,  Y  — *—  P  +  ^^j  i  — «)» 
(l_-M)Y-a-PMi-YF(l  — a,    i  —  p,  y  — a— P  +  i,  i  —  w), 

(i— w)Y-a-pM«-YF/'i— a,  y  —  a,  Y  — «— PH"',  ^^^^)» 

(,_^)Y-a-P«P-YF^i-P,  Y-P,  Y-«-P+ï/-^)' 
M-«FK  a  — Y  +  ï>  «  — P  +  ^  '-)> 
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(35)  «-«(^i-^y~*  *FU— Y-i-i,  I  — p,  a— p  +  i,  j-^ 

(36)  ,,-PF^p,p-Y  +  i,  ?-«+!,  i), 

(37)  „-p^,_Ly"""^F(l-a,Y_«,  p-a4-i,J 


(38)  "-P(i-^)      F^p.f-».  ?-«  +  •.  7:!.- 

(39)  ,/-?(,_  -j  f(^P-y4-i,i-«,  P-a  +  i.^^^j- 

183.  Traçons  dans  le  plan  deux  coupures,  l'une  de  o  à 
—  00,  l'autre  de  i  à  +  oo.  Chacun  des  développements  pré- 
cédents restera  monodrome  tant  qu'on  ne  traversera  pas  ces 
coupures.  Pour  achever  de  les  préciser,  il  faut  indiquer 
quelle  est  la  détermination  que  l'on  adopte  pour  les  diverses 

puissances  de  a,  i  — '  w,    i  —  -  qui  figurent  en  multiplica- 

teurs.  Nous  choisirons  celles  qui  se  réduisent  à  l'unité 
lorsque  l'on  a  respectivement  w  =  i,  i/  =  o,w=:=oo. 

Cela  posé ,  les  vingt-quatre  développements  ci-dessus 
forment  six  groupes  de  quatre,  dont  chacun  représente  une 
même  fonction.  En  effet,  les  développements  (i6)  à  (jg),  par 
exemple,  sont  convergents  et  monodromes  aux  environs  du 
point  o,  et  se  réduisent  à  i  pour  m  =:  o.  Or  il  n'existe  évi- 
demment qu'une  seule  intégrale  jouissant  de  cette  propriété, 
à  savoir  l'intégrale  régulière  y^  correspondant  à  la  racine 
zéro  de  l'équation  déterminante,  et  où  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  se  réduit  à  i . 

Les  développements  (20)  à  (aS)  sont  le  produit  de  «/'~Y 
par  des  expressions  convergentes  et  monodromes  aux  environs 
du  point  o,  et  qui  se  réduisent  à  l'unité  pour  w  =  o.  Ils  re- 
p  résentent  donc  tous  la  même  intégrale  régulière  y 2  corres- 
pondant à  la  racine  i  —  y  ^®  l'équation  déterminante. 

Les  développements  (a4)  à  (27)  d'une  part,  et  (28)  à  (3i) 
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d'autre  part,  représenteront  de  même  les  deux  intégrales  ré- 
gulières ^V3,  ^4  correspondant  au  point  1/  =  i,  et  les  déve- 
loppements (32)  à  (35)  et  (36)  à  (39)  les  deux  intégrales 
régulières  ^'5,  y^  correspondant  au  point  1/  =  oc. 

Quant  à  la  région  de  convergence,  ce  sera  :  i®  pour  les 
développements  où  la  série  hypergéomé trique  a  Targument  u 
ou  I  —  Uj  rintérieur  d'un  cercle  de  rayon  1  décrit  autour  du 
point  o  ou  du  point  i  respectivement;  a**  pour  ceux  d'argu- 
ment -  j >  l'extérieur  de  ces  mêmes  cercles  ;  3°  pour  ceux 

u    1  —  u  »       r 

d'argument  >  la  moitié  du  plan  située  à  gauche  de  la 

droile  x  =  -9  lieu  des  points  pour  lesquels  mod =  1  ; 

et  pour  ceux  d'argument >  la  moitié  à  droite  de  celte 


li 


gne. 


184.  Il  nous  reste  à  trouver  les  relations  linéaires  qui 
lient  les  trois  systèmes  d'intégrales  indépendantes  j^i,  j^-^; 
y^jf*  et ^5,^0,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  trois  sys- 
tèmes d'intégrales 

Ci/i>  <?îVî;     C373,  c^yr,    Cjjs,  CeVs; 

Ci ,  . .  . ,  Co  étant  des  constantes  que  nous  nous  réservons  de 
choisir  ultérieurement  de  manière  à  simplifier  les  relations 
entre  les  intégrales. 

On  peut  admettre,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  que  les  ra- 
cines I  —  Y  et  Y  —  ^  —  P  Oï**^  leur  partie  réelle  positive  ou 
nulle.  Supposons-la  positive.  Les  développements  (16),  (ao\ 
(24)7  ('*8),  (32),  (36)  seront  encore  convergents  sur  leurs 
cercles  de  convergence  respectifs  (t.  I,  n"  170),  et  l'on 
aura,  pour  a  =  o, 

(ji)o=i.  (70o=o, 

r(a4-?-Y-vi)r(i-T)  _r(Y-«--p+i)r(i  — 

U'sjo—  p^^  -  Y  -^  0  !'(«  —  T  -^  0  '  r(i  —  a)  r(i  —  p) 
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et,  pour  w  =  I, 

^r(Y)r(Y~a-3)  _r(2-Y)r(Y-«-P) 

*'      r(T-=^)r(T-p)'  ^•^*^*~     r{i-a)r(i-p)     ' 

Cela  posé,  soient 
(  4o)     C3 >',=:  Ac,j,-f-  Bc,j„        CvjKv=  Cci7i  +  Dc,r„ 

les  équations  qui  lient  les  trois  systèmes  d'intégrales. 

Si  nous  faisons  décrire  à  la  variable  indépendante  un 
cercle  de  rayon  i  autour  de  l'origine,  ^i  ne  variera  pas, 
tandis  que  ^2,^5,^^(1  se  reproduiront  multipliés  respective- 
ment par  e^'^*^*~y\  e~2«/a^  e~^^'P.  Les  équations  (4i)  seront 
donc  transformées  dans  les  suivantes  : 

Posant  1^  =  0  dans  les  équations  (4o),  puis  u  =  i  dans  les 
équations  (4o)  à  (42),  on  aura,  pour  déterminer  les  coeffi- 
cients A,  . . ,,  H,  les  équations  suivantes 

c,  =Aci(7i)i+Bc,(7,)i»  o=:Ccj(7,),  +Dc,(7,)„ 

•)    {  CsCn)i  =  Ec,(7,)i-hFc,(7j)i,     Ce(7e)i=^Gci(7,),  4-IIc,(7,)„ 

e-«ir/«c5(75),=  Ec,(70,  H- Fe«'^'(i-Y)c,(7,)„ 
e-«'^'Pce(76)i=  Gc»(70, -h  He«'^'(i-Y)c,(7,)„ 

les  quantités  (79)09  etc.,  étant  connues  par  ce  qui  précède. 
Si  l'on  posait  C|=...  =  Co=i,  on  voit  que  les  coeffi- 
cients A,  ...,  H  pourraient  s'exprimer  par  des  exponen- 
tielles et  des  fonctions  F.  Mais  on  obtient  un  résultat  plus 


r(a--r) 

r(i- 

■?)r(r-«) 

r(ï- 

-a-?-l-l)- 

ro- 

-•r-t-i)r(Y- 

a) 

r(«)r(i 

-ï) 

r(»-Y 

+  0 

r(i-Y) 

r(Y-: 

x) 

r(i- 

-') 

r(a)r(? 

Y  + 

I) 
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simple  en  posant 

r(a)r(x->)  ^      r(i-?)r(3-Y  +  i) 

_r(a)r(p-Y  +  i)         ^_ 

r(,)r(,-p)  

En  eflet,  les  équations  (4^)  deviendront 

^^        r(Y)       ' 

_    r(Y-«-p)r(a)  r(Y-a- ?)r(^-Y^i 
r(«+?-v-t-i)          ~         r(ï-?)  r(i-«) 

_^r(Y-»-?)r(a)  ,  r(Y-»-p)r<^-Y+. 

-^      r(Y-?)      -^^ rô^^) 

r(Y-«-i>)r(a)         _    r(Y-«-3)r(a)  r(Y-«-P)r(p-Y^. 

•'(Ï-?)  "        r(Y-p)      "^  r(i-a) 

r(Y-«-^)r(3-Y+t)._pr(Y-a-p)r(<.)  r(Y-a-p)r(p-Y-M 
r(i-a)            -''      r(Y-p)      ^  r(i-a) 


Divisant  chacune  de  ces  équations  par  le  produit  des  fonc- 
tions r  qui  figurent  au  numérateur  et  utilisant  la  relation 
connue 

r(/>)r(i  — />)  =  -^^^. 

ces  équations  deviendront 

sin(Y  —  «)it         =AsinYit,         sin  ait  =  G  sin  y^, 
sin(Y  —  «  —  P)'t  =  Asin(Y  —  ?)■"  +  B  sinait, 
o  =  G  sin(Y  —  P)ic  4-  Dsînaïc, 

sin(Y  —  fJ)iî  =  E  sin(Y  —  P)*  +  F  sinxn, 
sinan  =G8in(Y  —  3)it  +  H  sinait, 

g-»ic/o( sin(.^  —  p)it  =  E  sin(Y  —  P)it  +  Fe»'t/(i-r)  sinaïc, 
e-»«'P  sinait  =  G  sin(Y  —  P)it  +  H«»«'f»-T)  sinam. 
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Les  expressions  des  coefficients  A,  B,  ...,  tirées  de  ces 
équations,  ne  contiendront  plus  que  des  sinus  et  des  expo- 
nentielles. 

185.  L'équation 

(44)    "(i-")^-+-[t-(«+P  +  0«]^-«?/  =  o, 

étant  différentiée,  donnera 

+  [y -h  I  -  (a  +  p -f- 3)a]  ^  -  (a -f- I)  (P +1)^  =o 


ou,  en  posant  -^  r^y. 


uii  —  u)  —J^— 

4-[Y-M-(a+p4-3)a]^'~(a-M)(P-f.i)/=:=o. 

Cette  équation  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  rem- 
placement de  a,  p,  Y  par  a  +  i,  P4-i,y4-i» 

La  dérivée    ,  ^j_^  =^"~*  satisfera  donc  à  Téquation 

—  (a-4-  n  — i)(P-|-  /i  — 1)7'*-*  =  0. 

Cette  équation,  multipliée  par   wY+'»-2(i  —  a)«"'"P~T+'»~*, 
pourra  s'écrire 

—  (flH_/i_- i)(p -H /i  —  i)  ««-»(!  —  m)«-»M7'»-*, 
en  posant,  pour  abréger. 
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En  la  diflerentlant  n  —  i  fois,  il  viendra 

L'application    répétée    de    cette    formule    de    réduction 
donnera,  pour  toute  valeur  de  n  entière  et  positive, 

(45)  du- 

(        zz=a(aH-i)...(a-H/l-~l)p(p-f-l)...(pH-/l-l)Mj^, 

Cette  formule  est  particulièrement  intéressante  lorsque  ^  est 
un  entier  négatif  —  n.  L'équation  (44)  admettra  dans  ce  cas 
comme  solution  Texpression 

7=i:F(a,  — /i,  Y,  w), 

laquelle  est  un  polynôme  de  degré  /i,  dont  la  dérivée  n***"* 
se  réduit  à  la  constante 

g(g-M)...(g-h/l  — l)3(3-f-l)...(p-f-n  — i) 
7(yH-i)...(YH-/i  — i) 

La  formule  (4^)  donnera  donc  dans  ce  cas  particulier 

I  d"^ 

F(a,  —  n,  Y,  u)=.  ■—— ; _-_.M»(i  _  i/)»M 

ou,  en  remplaçant  M  par  sa  valeur  et  changeant  a  en  a  -h  /i, 
F(a4-/i,  —  n,  Y,  u) 

Le  polynôme 

F(a  +  /i,  —  n,  Y,  tt)  =  Z;j 

est  donc  un  produit  de  puissances  par  une  dérivée  /i'^"**. 
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186.  Les  quantités  y  et  a  +  i  — y  étant  supposées  posi- 
tives, les  intégrales  définies 


hn,n=^f  uy-'(i-u)^-rz,„z^ 


du 


seront  finies  et  détern^inées  ;  elles  auront  d'ailleurs  les  va- 
leurs suivantes  : 

(46)      J;„.„  =  o,     si/n>/i, 

(f,n^      J       =.        '         r(/i-M)n(Y)r(a  +  /i-v-H) 
K^7)      ^n,n        a -h  2/1  r(a-h/i)r(Y-+-n) 

En  effet,  Z„  satisfait  à  Téquation 

qui  peut  s'écrire 

^  wY(i  —  M)a+»-YZ'„  zz:  —  /i  (/iH-  a)  mY-i(i  —  a)«-YZ„. 

Multiplions  par  Z^  et  intégrons  de  o  à  i  ;  il  viendra 

n{n  +  a)  J,;,,„  =  -  f   Zm  d[uy{i  -  m)«^»-YZ';,], 

OU,  en  intégrant  par  parties  et  remarquant  que  le  terme  tout 
intégré  s'annule  aux  deux  limites, 

/i(/H-  a) J;„,„zzi  /    «Y(i  —  w)«+<-YZ^-Z;„ du  =  m{m  ■+-  a) J,„,„; 

car  le  second  membre  ne  change  pas  si  Ton  y  permute  m 
et  n. 

On  aura  donc,  si  m^rif 

Si  /n  =  /z,  on  remarquera  que  Z),  satisfait  à  une  équation 
de  même  forme  que  Z/,,  sauf  le  changement  de  a,  n^  y  ^^ 
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«-T-2,   n  —  1,  y-^i;  on  aura  donc,  par  un  procédé  toul 
semblable, 

(/i  — iHi-^-a  — 0  r  «7(1  — i/)«^«-TZ;z;,^if 

Continuant  ainsi ,  on  aura  finalement 

n(n  —  i)...l(a-h/i)(a-r/l-|-i)...(a  +  an  —  l) 
X  f  aT^«-«(i— «/)«-^«-TZ;Z;rfa. 

D'ailleurs 

y„  _  (g  -f-  /l).  .  .(g  -4-  2/1—  l)  (—  /l)  (—  71  +  l)  ...  I 

"  ~  7(t4-i).-..(y-^/i-i) 


et 


X 


Y-.»  1/         N«^«  v^       r(Y-+-/i)r(5[  + n  — y-m) 

^  ^  r(a-h2/i-hi) 


Substituant  ces  valeurs  et  remplaçant  les  factorielles  par 
des  quotients  de  fonctions  F,  on  trouvera  la  formule  (47)- 

Soit  maintenant /(e/)  une  fonction  quelconque,  que  nous 
nous  proposons  de  développer  en  une  série  de  la  forme 

f{u)  =:AoZo-+-A,Z,  +  . .  .H-AftZwH- 

Un  semblable  développement  étant  supposé  possible  (  '  ), 
on  en  déterminera  aisément  les  coefficients.  Multiplions  en 
effet  les  deux  membres  par  wT-*(i  —  w)*~tZ„  et  intégrons 
de  o  à  I  ;  il  viendra 


/ 


1 

/(«)«T-«(,_«)«-TZ„rf«=^A,J„„ 


(  *  )  Sur  cette  possibilité,  voir  le  Mémoire  de  M.  Darboux  Sur  les  fonc- 
tions de  grands  nombres  {Journal  de  Liouville). 
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ce  qui  donnera  le  coefficient  An  exprimé  par  une  intégrale 
définie. 

187.  Les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  renferment 
comme  cas  particuliers  ceux  qui  ont  été  obtenus  précédem- 
ment pour  les  fonctions  X,,  de  Legendre.  Posons  en  efiet 
a  =  Y  =  I  ;  nous  aurons 


et,  en  posant  u  = >  nous  obtiendrons  le  nouveau  poly- 

nôme 

F  /iH-i,  — /i,  I, =-- (^î_-,)»=X«. 

\  2       J         2'*.  1.3.  .  ./l  dx*^ 

188.  Considérons  comme  dernière  application  Téquation 
de  Bessel 


^^   .    1  ^  +  ,  , 


dx'       X  dx 
Substituons  pour^  la  série 

Il  viendra,  en  égalant  à  zéro  le  terme  en  x'^^l*, 

(r -^  2  |x  +  2)  (r  H- 2  |j. -f- 1)  c^i 

-h  (r  4-  2|x  +  2)  Cn+i  +  Cj4—  n*c,i+i  =  o; 
d'où 

C{i 

= ZliV 

(r+2|JLH-2H-/l)(r-f-2(X-h2  —  «) 

En  posant  [jl  =  —  i ,  on  aura  l'équation  déterminante 
r* — /i«zz:o,         d'où         r=:=h/i. 
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Prenons  d'abord  r  =  n,  îJ  viendra 

^'^^      ^{n-\-\x.-^l){\L'\-l) 
et,  par  suite, 


y  =  Co  Lr* , h ...  H — i— ^ ^;: -, ^^ h  . . .   1 

•^  L  2*(/l4-l).I  2*l^(w-|-l)...(/l-h  lx).I.2...JJL  J 

Le  terme  général  de  la  série  entre  parenthèses  peut  s'écrire 
ainsi 


r(/i-+-jjL4-i)r(|xH-i) 

Si   donc  nous  prenons   pour  plus  de  simplicité  la  con- 
stante Co  éeale  à  — — r,  il  viendra  comme  première  so- 

°  2'*r(/iH-i)  '^ 

lution  la  série 

n+î(JL 


^r(/i-+-|x-hi)r(p.-M 


)' 


que  nous  désignerons  par  J,,. 

En  posant  r  =  —  /i,  on  trouvera  un  résultat  tout  sem- 
blable, sauf  le  changement  de  signe  de  n. 

Les  deux  intégrales  J/,,  J.n  seront  évidemment  indépen- 
dantes si  n  n'est  pas  un  entier  réel;  l'intégrale  générale  sera 
donc 

Si  n  est  entier,  on  peut  évidemment  le  supposer  positif, 
car  il  ne  figure  que  par  son  carré  dans  l'équation  différen- 
tielle. Dans  ce  cas  les  n  premiers  termes  de  i_n  s'annulent, 
car  ils  contiennent  en  dénominateur  des  fonctions  F  d'argu- 
ment entier  négatif,  lesquelles  sont  infinies.  On  aura  donc 

"    2jr(-/n-ix-hi)r(|j.4-i) 


ÉQUATIONS  UHtAIKBS.  iZj 

OU,  en  posant  ja  =  n  +  |x', 

""Zrd^'+Orc/n-^'+i)-^    '^  •'« 

0 

Les  deux  intégrales  J„  et  J_«  ne  seront  donc  pas  indépen- 
dantes et  ne  suffiront  pas  pour  former  Tintégrale  générale. 

189.  Pour  obtenir  dans  ce  cas  une  nouvelle  intégrale, 
nous  supposerons  que  Targument,  au  lieu  d'être  tout  d'abord 
égal  à  n,  soit  égal  à  n  —  s,  e  étant  infiniment  petit.  Nous 
pourrons  prendre  pour  intégrales  indépendantes,  au  lieu  de 

J«-s  et  J_«+eï  J/i-e  et  ^ — ^^^^^ ^^'  La  limite  de  cette 

£ 

dernière  quantité  pour  e  =  o  nous  donnera  l'intégrale  cher- 
chée, que  nous  représenterons  par  Y„. 

Séparons  les  n  premiers  termes  du  développement  de 
J_w+e  et  changeons  dans  les  autres  l'indice  de  sommation  [jl 
en  /i  +  jx  ;  il  viendra 

Y  =      limV-— — — — AIZ 

Zi s  r(;j.  -h  I  )  r(—  /i  -+-£-+-  |x  -+- 1) 

0 

/(O 


„.5;<-„.(f)"" 


en  posant,  pour  abréger, 

I  /x^^ 


/(0  = 


r(/n-|A-i-i)r(E-i-fx-hi)  \2 


I  f  X  ^"^ 


r(/t  — e  +  {x-hi)  r(;x-hi)  \?. 

Or,  en  appliquant  la  formule  connue 


np)n^-p)=^^: 
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on  aura 


x,/  s  sin(/i  —  e —  ll)ii 

=  r(n  — e--|iL)        ^  ^' 


er( — /i-he-hjjL-hi)  ^  ^^  ire 

expression  dont  la  limite  pour  e  :=  o  est 

—  T(n  —  |Ji)  cos(/i  —  |x)Tr  —  (—  i)«  'V-^^  T{n  —  \l). 
D^autre  part, 

lim:^=/'(o)  =  2log- 


e       "^  '  '  °2  r(/n-{i-hi)r(|jL4-i) 

r'(fjn-i)  r'(/i-hfjL  +  i) 


r(/i4-|jL-hi)n(|jL-4-i)      r(|x-+-i)r(/i-h{x-hi)* 

Substituant  ces  valeurs,  il  vient 


n-l 

—A  4-2(1 


^r(/i-h|jL-hi)r(ix-hi)  L     ^2      r(|jL-hi)       r(/i  +  fx-hi)J 


190.  Les  fonctions  Jy,  sont  liées  par  la  formule  récur- 
rente 

(48)  —  Jrt^=  J/l-l  -H  J/l-4-1- 

En  effet,  substituant  pour  les  fonctions  J  leurs  développe- 
ments en  série  et  comparant  le  coefficient  du  terme  en 
^/i -1-214-1  dans  les  deux  membres,  on  aura  à  vérifier  Pégalité 

2/l(— l)l^ 


(—1)1^  (—1)^.-1 


Or  on  a 

r(|x-Hi)=:>r|jL,         r(/i  4-|x-hi)  —{n-h\i-)T{n~^^). 
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Sabstituant  ces  valeurs  et  supprimant  les  facteurs  com- 
muns, régalité  à  vérifier  se  réduira  à 

n        I  I 

fx(/i  -h  |Jl)         fi.         /IH-  fx 

ce  qui  qst  évident. 

On  vérifiera  de  même  cette  autre  formule 

(49)  '        ^dx~^''~'^~'^'"^^' 

dont  la  combinaison  avec  la  précédente  donnera 

(50)  §=J'-'^£J- 
Nous  signalerons  enfin  les  deux  formules 

(52)  ^^^"'J«(n/^)    -=i^^J«-i(v^), 

qu'il  est  également  aisé  de  vérifier. 

191.  On  peut  rattacher  à  Téquation  de  Bessel  plusieurs 
équations  qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  les  applica- 
tions. 

Transformons  en  effet  cette  équation  en  posant 

/  et  V  désignant  de  nouvelles  variables  ;  on  aura 

dx    =.  ^^t?-^dt, 

dx         Py  dt 

d^*~h         VPï         rff'  Pt  dt) 
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D'autre  part, 

Substituant  les  valeurs  précédentes  de^  et  de  ses  dérivées 
dans  Féquation  de  Bessel,  on  aura  l'équation  transformée 

(53)     /«-^  _H(2a-+-i)^^  -+-(a«-p«/i>+?«Y'^'P)V  =  0. 
L'équation  en^  ayant  pour  intégrale  générale 

la  transformée  aura,  pour  intégrale  générale 

(J-/i  devant  toutefois  être  remplacé  par  Y,,  si  n  est  entier). 

On  pourra  donc  intégrer  par  les  transcendantes  J  toute 
équation  de  la  forme 

^'''-"^  ^d¥  -^""^dï^^^^  ct>)W^  o, 

car  on  peut  disposer  des  quatre  constantes  a,  p,  y,  n  de 
manière  à  identifier  Téquation  (54)  avec  (53). 

On  remarquera  toutefois  que,  p  et  y  ne  pouvant  être  nuls, 
la  transformation  serait  en  défaut  si  c  ou  X  étaient  nuls.  Mais 
alors  l'équation  (54)  se  ramène  à  une  équation  à  coeffi- 
cients constants  (139). 

Les  cas  particuliers  les  plus  intéressants  sont  les  suivants  : 

d'Y       ,^  dV        .^ 

'-dï^'^^-^''-^'^-di'^'^=''^ 
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correspondant  k  a  =  ±  n^  P  =  Y  =  i,  et 


correspondant  à  a=->  P  =  |,  Y  =  M  enfin  Téquation  de 
Riccati 


corres 


pondant  à  a  =  —  ^,   ^  =  — >  y  ==  ^n  ^c,  n  =  . — 


IV.  —  Intégration  par  des  intégrales  définies. 

192.  L'équation  de  Gauss  est  un  cas  particulier  de  la 
suivante 

(0  i    ^"-"".^-""■V(x,gi!-... 

-B(^)^î  +  (5-«  +  >)R'(^)5;^;r3i  — ••. 

OÙ  i  est  une  constante,  et  Q(^),  R(^)  deux  polynômes,  tels 
que  l'un  des  polynômes  Q(^),  ^R(^)  soit  de  degré  /i,  et 
l'autre  de  degré  ^  n. 

Nous  essayerons  de  satisfaire  à  cette  équation  en  posant 


l—  C\]{u  —  x)^-'du, 


U  étant  une  fonction  de  u  qui  reste  à  déterminer  ainsi  que 
la  ligne  L  d'intégration. 

Substituant  dans  l'équation  la  valeur  précédente  et  sup- 
primant le  facteur  commun  ( —  i)"  (Ç  —  i). .  .($  —  /i  -j-  i),  il 
J.  —  Cours,  ni.  i6 
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viendra 

{  > 

I        -t-(m-x)Ç-«     rR(a:)-hR^(T)(M~a')-t-R'(j-)^"j~^^*H-...1| 
-^  /*  [(5  —  'i)  ( "  —  ^)5-"«-*  Q( a)  -H  (  a  —  a:)^-»  R(a)]  U  du, 
Délerminons  U  par  la  condition 


R(«)U  =  ^UQ(iO. 


d'où 


rf.UQ(H)      R(«)  .  ,     „^,   ,      /•R(«)^ 


et  enfin 


"=<jk)« 


l'équation  précédente  deviendra 

o  =  fd.UQiu)  {u  —  ^)5-'»=  TûfV, 

en  posant,  pour  abréger, 

(2)    V— UQ(«)(f/  — ^)^-'»i=e-' û(")  "(m__^)Ç-/». 

L'intégrale  de  cA^  sera  nulle  et  l'équation  sera  satisfaite  : 
i**  Si  L  est  un  contour  fermé  tel  que  V  reprenne  sa  valeur 
initiale  lorsqu'on  revient  au  point  de  départ  ; 

2°  Si  L  est  une  ligne  telle  que  V  s'annule  à  ses  deux  ex- 
trémités. 

193.  Nous  allons  voir,  en  discutant  ces  diverses  lignes 
d'intégration,  qu'on  peut  obtenir  en  général  n  intégrales 
particulières  distinctes,  dont  la  combinaison  donnera  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  proposée. 
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La    fraction   j^} — \>    décomposée    en    fractions  simples, 
donnera  un  résultat  de  la  forme 

pTT—i  =  'wx-i  a^"^  H- ...  -h  m,  M  4-  /no 


(3) 


*»A         .  ,       «I 


où 


X  -h  fi.  -H  V  -f- .  .  .  =  /i. 

On  en  déduit 

(4)  Vz=  (m  —  a)«.  (tt  —  6)P.. . . (a  —  :c)5-«e^^ 

en  posant,  pour  abréger, 

,,,       mx-i    1,  a»  I 

X  fx  — I  (f£  — a)l^-i 

a,  13.,  I 

const. 


u  —  a       V  —  I  {u  —  by-^ 

Les  fonctions  U( a  —  ^)^"*j  V  admettent  donc  comme 
points  critiques  le  point  x  et  les  racines  a,  6,  ...  de  l'é- 
quation Q  =  o  et  se  reproduisent  multipliées  par  e^^'^, 
g2icta,^  g2icip,^  , , ,  lorsque  l'on  tourne  autour  de  ces  divers 
points. 

Cela  posé,  soit  O  un  point  quelconque  du  plan.  Joi- 
gnons-le aux  points  a,  6,  . . . ,  a?  par  des  contours  élémen- 
taires A,  B,  . . . ,  X;  soient  A,  B,  . . . ,  X  les  valeurs  de  l'in- 
tégrale/U(w —  x)^"*  du  prise  dans  le  sens  direct  le  long 
de  ces  divers  contours  avec  une  détermination  initiale 
donnée  M  de  la  fonction  à  intégrer.  On  pourra  prendre 
pour  ligne  d'intégration  L  l'un  quelconque  des  contours 
suivants  :  ABA"*  B"* ,  . . . ,  AXA~*  X""* ,  ...  ;  car,  si  l'on  dé- 
crit le  contour  ABA~*B~*,  par  exemple,  la  fonction  V  se 
reproduira,  au  retour,  multipliée  par 
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La  valeur  [AB]  de  l'intégrale  prise  suivant  le  contour 
ABA-^B"*  est  donc  une  solution  de  l'équation  proposée.  Il 
est  aisé  de  la  déterminer.  En  effet,  en  décrivant  d'abord  le 
contour  A,  on  obtiendra  une  première  intégrale  A,  et 
U(w  —  x)^~^  aura  pour  valeur  finale  e^'^'^iM.  Décrivant  en- 
suite le  contour  B,  on  obtient  comme  seconde  partie  de 
l'intégrale  e^'^'^iB,  et  U(m  —  x)^~^  aura  pour  valeur  finale 
^27K(ai+Pi)  ]Vf .  L'intégrale  suivante,  le  long  de  A~*,  serait  évi- 
demment —  A  si  la  fonction  à  intégrer  avait  pour  valeur  ini- 
tiale e^^'*iM  (qui  est  sa  valeur  finale  lorsque  l'on  décrit  A 
avec  la  valeur  initiale  M);  elle  sera  donc,  dans  le  cas  actuel, 
égale  à  — e^'^'PiA,  et  U(a  —  x)^~^  aura  pour  valeur  finale 

Enfin  l'intégrale  suivant  B~*  sera  —  B. 
On  aura  donc,  en  réunissant  ces  résultats, 

(6)  [AB]  =  (i  —  e'-'^'^k  —  (I  —  e««'««)B. 

On  obtiendra  des  formules  semblables  pour  les  intégrales 
analogues,  telles  que  [AX],  [BX],  ....  On  déduit  immé- 
diatement de  ces  relations  les  suivantes  : 

(7)  [XA]=:-[AX], 

(8)  (i  — e«'^'"5)[AB]4-(i  — e"^'«.)[BX]-+-(i  — e'^^'POCXAJ^o, 

qui  montrent  que  toutes  les  intégrales  [AB],  . . .  s'expriment 
linéairement  au  moyen  des  intégrales  particulières  [AX], 
[BX],  ...  [à  moins  toutefois  que  Ç  ne  soit  un  entier,  auquel 
cas  on  aurait  évidemment 

I  — e'^'5z=o,  X  =  o,  d'où  [AX]=io,  [BX]=o,  ..., 
de  telle  sorte  que  l'équation  (8)  deviendrait  identique]. 

194.  Le  nombre  des  intégrales  obtenues  par  ce  qui  pré- 
cède est  égal  au  nombre  des  racines  distinctes  de  Téquation 
Q(^^)  =z=  o.  Si  donc  le  polynôme  Q  a  des  racines  égales,  ou 
si  son  degré  est  inférieur  à  n,  il  nous  faudra  trouver  de  nou- 
velles intégrales  particulières.  Nous  les  obtiendrons  en  choi- 
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sissant  la  ligne  d'intégration  L,  de  telle  sorte  que  V  s'annule 
à  ses  extrémités. 

Soit  a  une  racine  multiple  d'ordre  |x  de  l'équation  Q  =  o. 

Posons 

u  —  a  =  p(coso  -h  tsintp), 

et 

fX—  I 


«|i-i 


r(cos/?  4-  tsm/>) 


dans  les  formules  (4)  et  (5)  et  faisons  tendre  p  vers  zéro;  on 
aura  évidemment 

V=:6pat  (cosa,(p  -+-  e  sinajcp)e''P*""'*l<^<»»l/'-fM--*)?i+'""t^-fl*-»)?l|, 
0  étant  un  facteur  qui  tend  vers  la  limite  finie 

Cette  expression  tendra  vers  o   ou  vers   oo,  suivant  que 
cos[/>  —  ([JL  —  i)<p]  sera  négatif  ou  positif. 
Or  l'équation 

C0S[/?  —  ({A  —  l)<p]zizO 

donne  pour  cp  un  système  de  a([JL  —  i)  valeurs  équidistantes, 
dans  l'intervalle  de  zéro  à  27c.  Si  du  point  a  on  mène  des 
droites  dans  ces  diverses  directions,  elles  partageront  les  en- 
virons de  ce  point  en  2([jl  —  i)  secteurs.  Et,  lorsque  u  tendra 
vers  a,  V  tendra  vers  o  si  a  se  meut  dans  un  des  secteurs  de 
rang  impair,  vers  oo  s'il  reste  dans  un  secteur  de  rang  pair. 
Si  donc  nous  supposons  {^fig*  a)  que  w,  partant  de  la  va- 


leur a,  s'en  éloigne  suivant  le  premier  secteur,  traverse  en- 
suite le  second  secteur  et  revienne  en  a  par  le  troisième 


2^6  TROISIÈMB  PAITIB.   —   CHAPITRE  II. 

secteur,  la  ligne  A  ainsi  décrite  pourra  être  prise  comme 
ligne  d^inlégration,  car  V  est  nul  à  ses  deux  extrémités. 

La  valeur  de  l'intégrale  particulière  ainsi  obtenue  variera 
évidemment  suivant  que  la  ligne  A  enveloppe  quelques-uns 
des  points  6,  . . . ,  x  ou  les  laisse  tous  en  dehors.  Nous  ad- 
mettrons qu'elle  ait  été  tracée  de  manière  à  satisfaire  à  cette 
dernière  condition.  LMntégrale  ainsi  obtenue  ne  changera 
pas  si  l'on  contracte  cette  ligne  de  manière  à  rendre  ses  di- 
mensions aussi  petites  que  l'on  voudra;  la  diminution  du 
champ  de  l'intégration  sera  compensée  par  l'accroissement 
de  la  valeur  de  la  fonction  soumise  à  l'intégration. 

On  obtiendra  une  autre  intégrale  particulière  en  intégrant 
suivant  une  ligne  infiniment  petite  A'  qui  s'éloigne  de  a  sui- 
vant le  troisième  secteur  et  y  revienne  parle  cinquième,  etc., 
ce  qui  donnera  évidemment  [jl  —  i  intégrales  particulières. 

Chaque  racine  multiple  de  l'équation  Q  =  o  donnera  évi- 
demment un  résultat  analogue,  de  telle  sorte  que,  si  "k  est 
nul,  nous  auronale  nombre  d'intégrales  voulu. 

19o.  Si  X  n'est  pas  nul,  cherchons  ce  que  devient  V 
lorsque  u  tend  vers  oo.  Nous  aurons  à  poser 

M  =  p  (cos<p  -H  £  sincp),         — r^  =  r  {cosp  •+-  isinp) 

A 

et  à  faire  tendre  p  vers  oo.  On  aura  évidemment 

V=iep««+P.-^-  [cos(ai-h  ?,-!-..  .)?  "^'sin(ai-h  Pi-h. .  .)<p] 

le  facteur  9  tendant  vers  l'unité. 

Cette  expression  tendra  vers  o  ou  oo  suivant  le  signe  de 
cos(/>  -h  Xcp).  Or  l'équation  cos(p  -f-  X(p)  =  o  donne  aX  va- 
leurs de  f.  Traçons,  à  partir  d'un  point  quelconque  du  plan, 
des  droites  ayant  ces  directions.  Elles  partageront  le  plan 
en  2)^  secteurs;  pour  w  =00,  on  aura 

V=:o  ou  ViziOO 
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suivant  que  u  sera  dans  un  secteur  de  rang  impair  ou  pair. 
Et  si  l'on  suppose  une  ligne  A  partant  de  l*infini  dans  le 
(a/w  +  i)*^"*  secteur  et  y  retournant  par  le  (a/n -|- 3)*^"** 
(après  avoir  laissé  à  sa  gauche  tous  les  points  a,  6,  . . . ,  x), 
elle  fournira  une  intégrale  particulière.  On  en  obtiendra 
ainsi  X. 

196.  Nous  avons  ainsi  obtenu  dans  tous  les  cas  le  nombre 
d'intégrales  nécessaire.  On  pourrait  en  déterminer  une  foule 
d'autres.  Il  est  clair,  en  effet,  qu'on  pourrait  prendre  pour 
ligne  d'intégration  : 

1°  Toute  combinaison  de  contours  élémentaires,  telle  que 
chaque  contour  fût  décrit  aussi  souvent  dans  le  sens  direct 
que  dans  le  sens  rétrograde  ; 

2®  Toute  ligne  L  joignant  deux  des  points  «,  6,  . . .,  oo, 
pourvu  qu'elle  arrive  à  ces  points  dans  une  direction  telle, 
qu'on  ait,  en  y  arrivant,  V=  o. 

Mais  nous  savons  d'avance,  et  il  serait  d'ailleurs  aisé  de  le 
vérifier,  que  ces  intégrales  sont  liées  linéairement  aux  inté- 
grales fondamentales  que  nous  avons  déterminées. 

197.  Pour  une  valeur  donnée  de  x,  les  lignes  suivant  les- 
quelles sont  prises  ces  intégrales  fondamentales  peuvent  être 
déformées  à  volonté  sans  que  la  valeur  des  intégrales  soit 
altérée,  pourvu  que  dans  cette  déformation  elles  ne  traversent 
jamais  les  points  a,  6,  . .«,  ^.  Si  l'on  fait  varier  x  d'une 
manière  continue,  ces  intégrales  varieront  également  d'une 
manière  continue,  pourvu  que  le  mouvement  de  x  soit  ac- 
compagné, lorsque  cela  devient  nécessaire,  d'une  déforma- 
tion des  lignes  d'intégration,  qui  leur  fasse  éviter  la  traversée 
des  points  a,  6,  •  • . ,  a:. 

Ces  considérations  permettent  de  déterminer  le  groupe  de 
l'équation  différentielle  proposée.  En  effet,  les  points  cri- 
tiques de  cette  équation  sont  les  points  (7,  i,  . . .,  et  il  est 
aisé  de  se  rendre  compte  de  la  manière  dont  varient  les  inté- 
grales fondamentales  lorsque  x  tourne  dans  le  sens  direct 
autour  de  l'un  de  ces  points,  tel  que  a. 
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198.  Les  contours  élémentaires  B,  .  •  •  n'auront  pas 
changé;  mais  les  contours  X  et  A,  pour  éviter  d'être  tra- 
versés par  a  et  j?,  auront  dû  se  transformer  en  X'  et  A' 


Fig.  3. 


(Jig*  3).  Or  le  nouveau  contour  X'  est  évidemment  équiva- 
lent à  XAXA~*  X~*  et  le  contour  A'  à 

XAX-*r^XAX-»A-».A. 

L'intégrale  suivant  X'  sera  donc  égale  à  X  4-«*'^^'[AX], 
et  l'intégrale  suivant  A'  à  — [AX]  -f- A.  Par  suite,  l'inté- 
grale 

[ AX]  =  (i  —  e»'^'^)  A  -  (i  >-  e*^'«t)  X 

se  trouvera  transformée  en 

(i  —  e«'^'Ç)Â7—  (i  —  e*^'».)?? 
=  [AX]  [i  —  (i  —  e««'5)  —  (i  —  <?*«'«.)  c««'S]  =  c««'(«.+Ç)  [AX], 

et  l'une  quelconque  [BX]  des  autres  intégrales  [BX],  [GX], . . . 
sera  changée  en 

[BX]  4-  (e'^'P.— I)  e«^'Ç[AX]. 

199.  Si  a  est  une  racine  multiple  d'ordre  [jl  pour  l'équa- 
tion Q  =  o,  il  existera  [x  —  i  intégrales  particulières  I^,  . . . , 
I^-i  correspondant  à  des  contours  fermés  infiniment  petits  A, 
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Â',  ...  passant  par  ce  point  (194).  Ces  contours  n'étant  pas 
traversés  par  x  dans  son  mouvement  pourront  être  conservés 
sans  altération.  Mais  la  fonction  à  intégrer  contient  le  fac- 
teur (m  —  ^)^~"7  qui  se  reproduit  multiplié  par  e^^'^  lorsque 
œ  tourne  autour  de  a,  car  il  enveloppe  en  même  temps  le 
point  u  qui  en  est  infiniment  voisin.  Les  intégrales  If,  . . ., 
1^1  se  reproduiront  donc  multipliées  par  c^^*^. 

Soient  b  une  autre  racine  multiple  de  Q  =  o,  v  son  ordre 
de  multiplicité.  Il  existera  v  —  i  intégrales  particulières  cor- 
respondant à  des  contours  fermés  infiniment  petits  passant 
par  b.  Le  point  x  restant  extérieur  à  ces  contours  lorsqu'il 
tourne  autour  de  a,  cette  rotation  ne  changera  ni  les  lignes 
d'intégration,  ni  la  valeur  du  facteur  (a  —  a:)^"".  Ces  inté- 
grales resteront  donc  inaltérées. 

Enfin  il  en  est  évidemment  de  même  des  intégrales  cor- 
respondant aux  \  racines  infinies  que  pourrait  présenter 
l'équation  Q  =  o  (195). 

Nous  avons  ainsi  déterminé  d'une  manière  complète  la 

transformation  que  subissent  les  intégrales  par  une  rotation 

autour  de  a.  On  déterminerait  de  même  la  transformation 

«opérée  par  une  rotation  autour  de  chacun  des  autres  points 

critiques  6,  .... 

200.  Il  peut  arriver,  pour  certaines  valeurs  particulières 
des  coefficients  de  l'équation  différentielle,  que  les  intégrales 
obtenues  cessent  d'être  distinctes.  Ainsi,  si  nous  supposons 
que  ai  soit  un  nombre  entier  m,  l'intégrale 

[AX]  =  (I  —  e««'Ç)Â  —  (I  —  e»«'«i)X 

sera  identiquement  nulle;  car,  d'une  part,  e2^''*i=  i  et. 
d'autre  part,  A  =  o,  car  la  fonction  à  intégrer  reste  mono- 
drome  dans  l'intérieur  du  contour  élémentaire  A. 

Pour  obtenir  dans  ce  cas  l'intégrale  particulière  qui 
doit  remplacer  l'intégrale  évanouissante,  nous  supposerons 
ai  =  /w  H-  £,  e  étant  infiniment  petit.  L'intégrale  [ AX]  dans 
cette  nouvelle  hypothèse  ne  sera  plus  nulle,  et,  en  la  déve- 
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loppant  en  série  suivant  les  puissances  de  e,  on  aura 

[AX]  =  [AX]a -„ 

Le  premier  terme  de  ce  développement  est  identique- 
ment nul.  Divisant  le  reste  par  e,  nous  obtiendrons  une  autre 
intégrale 

i[AX]  =  (^[AX])^__^... 
qui,  pour  e  =  o,  se  réduira  à  son  premier  terme 

*i,  et  ^^  désignant  ce  que  deviennent  les  intégrales  A  et  X 
lorsqu'on  y  remplace  dans  les  fonctions  à  intégrer  le  fac- 
teur (m  —  a)<*t  par  sa  dérivée  (u  —  a)"^  log(a  —  a)  pour  la 
valeur  particulière  ai  =  m. 

On  pourra  opérer  de  même  dans  tous  les  cas  analogues 
où  une  combinaison  linéaire  des  intégrales  fondamentales 
s'annule  identiquement.  En  faisant  varier  infiniment  peu 
l'un  des  paramètres,  convenablement  choisi,  cette  expres- 
sion cesserait  de  s'annuler.  Sa  dérivée  par  rapport  à  ce  para- 
mètre donnera  l'intégrale  supplémentaire  dont  on  a  besoin. 

201.  Considérons  en  particulier  le  cas  où  toutes  les  ra- 
cines de  Çl{u)  sont  inégales  et  finies;  on  aura 

Q{u)  =  (w  —  a)  {u  —  6)..., 
R(a)  a  p 


1   •  •  •  j 


Q{u)       u  —  a       u  —  b 
V  =  (m  —  a)«  (  M  —  6)?.  ..{u  —  ^)5-^ 

et  les  intégrales  particulières  de  l'équation  proposée  seront 


fiQUÀTIONS  LUfÉAlRBS.  25  J 

données  par  la  formule 

où  L  est  un  contour  fermé  quelconque,  tel  que  la  fonction  à 
intégrer  reprenne  sa  valeur  initiale  après  l'avoir  décrit. 
La  différentiation  sous  le  signe  f  donne  évidemment 

^î^^=(-l)l^(Ç-l)($-2)...(î-,x)Iap l-^. 

L'équatîon  différentielle  à  laquelle  satisfait  Iap...ç  équi- 
vaut donc  à  une  relation  linéaire  entre  les  n  -I-  i  intégrales 
consécutives  Iap...ç,  Iap...,ç_i,  . . .,  Iap...,Ç-«. 

D'autre  part,  on  a  évidemment 

Cette  formule  et  ses  analogues,  combinées  avec  la  relation 
précédente,  montrent  que  toutes  les  intégrales  de  la  forme 

où  />,  ^r,  . . . ,  r  sont  des  entiers,  s'expriment  linéairement 
en  fonction   de   n  d'entre   elles,   telles    que  Iap...ç_i,    ..., 

Signalons  encore  cette  formule,  dont  la  vérification  est 
immédiate, 

ôa  '     àx  aadx 

202.  Si  les  exposants  a,  ^,  . . . ,  Ç  sont  réels  et  rationnels, 
rintégrale 

r(M_»a)«-»(c/  — 6)M  ...  {u  —  x)^-^du 

sera  une  intégrale  abélienne,  et  l'intégrale  Iap...ç  en  sera  une 
période. 

On  pouvait  prévoir  a  priori  que  les  périodes  d'une  inté- 
grale abélienne,  considérées  comme  fonctions  de  l'un  des 
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paramètres  a  qui  figurent  dans  l'intégrale,  seraient  les  solu- 
tions d^une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  mo- 
nodromes.  Eln  effet,  soient  P,  P|,  ...  les  périodes  linéaire- 
ment distinctes.  La  forme  générale  des  périodes  sera 

/nP-h  miPjH-. . ., 

/7i,  /Hi,  ...  étant  des  entiers.  Si  nous  faisons  varier  a  d'une 
manière  quelconque,  P,  P|,  ...  varieront  d'une  manière 
continue.  Et,  si  a  reprend  sa  valeur  primitive,  les  valeurs 
finales  de  ces  fonctions,  étant  encore  des  périodes,  seront  de 
la  forme  mP  H-  /?ij  P|  -h . . . .  L'eflet  du  contour  fermé  décrit 
par  a  sera  donc  d'opérer  sur  P,  P| ,  ...  une  certaine  sub- 
stitution linéaire.  L'équation  linéaire 


I       P       Pj 

d\     dP    rfP, 

j  da     da      da 


—  o, 


dont  ces  périodes  sont  les  solutions,  se  reproduira  mul- 
tipliée par  le  déterminant  de  cette  substitution  lorsque  a 
décrit  ce  contour;  et,  si  nous  divisons  l'équation  par  le  coef- 
ficient du  premier  terme,  les  coefficients  de  la  nouvelle 
équation  obtenue  se  reproduiront  sans  altération.  Ce  sont 
donc  des  fonctions  monodromes. 

203.  Proposons-nous ,  comme  application ,  de  former 
l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfont  les  périodes  de 
l'intégrale  elliptique 


1= /•-.=.=£= 

y  v/('-^*)('-*' 


«M 


considérées  comme  fonctions  du  module  k. 
On  a 


r dt 


i-") 
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OU 

en  posant 

A:' 

Les  périodes  de  cette  intégrale,  considérées  comme  fonc- 
tions de  X,  satisferont  à  Péquation  diiFcrentielle  (i)  si  l'on 

pose 

Q{u)z=zu{u  —  i),        l-=h        n  —  1, 

R(a)=:  F—  -I-  -7-^ r]  Q(m)^"-  }. 

'         \^2U  2(a  — l)J   ^        '  ' 

Substituant  ces  valeurs,  il  viendra 

Il  reste  à  transformer  cette  expression  en  substituant  à  x 

sa  valeur  y^» 
a:* 

On  a 

,  idk  j,   ,  dk  ,  ,, 

dx=--j^,         dou         —=-^,k\ 

dx  *       é/A: 

et,  en  substituant, 

204.  L'équation  différentielle  de  Laplace 
(9)      1  ^,_.I 
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où  les  /,  g  sont  des  constantes,  peut  s'intégrer  par  un  pro- 
cédé tout  semblable  à  celui  qui  nous  a  servi  pour  l'équa- 
tion (i). 

Posons,  en  effet. 


=x- 


1=  /  Me'^du. 

L 


Le  résultat  de  la  substitution  de  cette  Intégrale  sera 


r[R(w)4-Q(w)a:]Ue'»'(iw, 


en  posant,  pour  abréger, 

Q(«)  =  g^""-^  gx  """*  -H . . .  +  ^„, 
Si  nous  déterminons  ici  encore  U  par  la  condition 

R(«)U=^UQ(«), 
d'où 

Q(«) 

rintégrale  précédente  se  réduira  à 


fd.VQ{u)e''^=  fci\. 


Elle  sera  nulle,  et  Ton  obtiendra,  par  suite,  une  intégrale 
de  l'équation  proposée,  si  Ton  choisit  pour  L  un  contour 
fermé  tel  que  V  reprenne  sa  valeur  initiale  quand  on  revient 
au  point  de  départ  ou  une  ligne  telle  que  V  s'annule  à  ses 
deux  extrémités. 

Soient 

a,  6,  c,  ...  les  racines  distinctes  de  l'équation  Q  =  o  ; 

m  leur  nombre  ; 

A,  B,  C,  ...  les  contours  élémentaires  correspondants. 
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On  obtiendra  m  —  i  intégrales  en  prenant  successivement 
pour  L  les  contours 

ABA-»B-S    AGA-*G-S       ... 

Si  l'équation  Q  =  o  a  des  racines  multiples,  soient  a  l'une 
d'elles,  [JL  son  ordre  de  multiplicité  :  on  obtiendra,  comme 
au  n°  194,  [JL  —  I  nouvelles  intégrales,  en  prenant  pour  L  des 
contours  partant  du  point  a  et  y  revenant  dans  des  direc- 
tions convenables. 

Enfin,  soit  \  le  nombre  des  racines  infinies  de  l'équation 
Q  =  o  (ce  nombre  pouvant  être  nul)  ;  on  aura 


u  —  a       (a  —  ay       "'       u — b 
et,  par  suite, 

«;  /  TT, — Tatt-hitjr 

—  e^-^'  ^         (a  — a)a.(a— 6)P....e, 

le  facteur  6  restant  fini  pour  u  =oo. 

On  verra,  comme  au  n®  195,  qu'il  existe  X  H-  i  intégrales 
correspondant  à  des  lignes  L  ayant  leurs  deux  extrémités  à 
l'infini. 

Ce  résultat  subsistera,  même  si  )v  =  o,  auquel  cas  V  serait 
de  la  forme 

V  =  e^;»f*)«( tt  —  «)«.  {u  —  b)?i ...  6. 

Les  X-f-i  intégrales  ainsi  obtenues,  jointes  aux  précé- 
dentes, compléteront  le  nombre  des  intégrales  requises  pour 
former  l'intégrale  générale. 

205.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  précédente  à 
l'équation 
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On  aura,  dans  ce  cas, 

R(a)=z(2/n-i)i/,         Q(«)  =  a«-hi, 

Nous  aurons  donc,  comme  solution  de  l'ëquation  pro- 
posée, l'intégrale 

y  e»-^(ii«-4-i)'*~«rfw, 

pourvu  que  l'expression 

1 

prenne  la  même  valeur  aux  deux  extrémités  de  la  ligne  d'in- 
tégration. 

206.  Avant  de  procéder  à  l'étude  des  solutions  fournies 
par  cette  intégrale,  il  convient  de  donner  quelques  explica- 
tions sur  les  fonctions  eulériennes,  lorsque  leur  argument  est 
une  quantité  complexe  quelconque. 

La  définition  de  T{z)  par  un  produit  infini  n'est  soumise 
à  aucune  restriction;  elle  donne,  pour  toute  valeur  de  z^  une 
valeur  unique  et  déterminée  de  F (5),  laquelle  est  toujours 
différente  de  zéro  et  reste  finie,  sauf  pour  les  valeurs  en- 
tières et  négatives  de  z,  pour  lesquelles  elle  est  infinie  du 
premier  ordre.  Mais,  pour  qu'on  puisse  considérer  T(z) 
comme  fonction  de  la  variable  imaginaire  z,  il  faut  encore 
établir  qu'elle  a  une  dérivée. 

Or  r(^)  est  un  produit  infini  ayant  pour  facteur  général 
(t.  I,  nM37) 

n       (/i  +  i)- 


Donc  logr(z)  sera  donné  par  une  série  infinie  S  ayant 
pour  terme  général 

log/i  —  log(/i  -\-z)  -h  z\o^{n  -h  i)  —  zlo^n. 

Prenant  les  dérivées  des  termes  de  cette  série,  nous  aurons 
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une  nouvelle  série  S'  ayant  pour  tet^me  général 

I 


n 
Mais  on  a 


-  4-log(/i-4-i)  —  log/i. 


1      /           NI               r^'dn            I 
lo8:(/i-+-i) — lOSnzzz  I  —  z=r --, 

0/1  étant  une  quantité  comprise  entre  o  et  i. 

Le  terme  général  de  la  série  des  dérivées  sera  donc 


-5  —  0„  I 


et  son  module  aura  pour  limite  supérieure  la  quantité 

Z  désignant  le  maximum  du  module  de  z  dans  la  région  où 
Ton  considère  sa  variation. 

Les  quantités  A;,  ne  dépendent  plus  de  z  et  forment  une 
série  manifestement  convergente.  Donc  la  série  S'est  unifor- 
mément convergente  dans  la  région  considérée  et  sera  la  dé- 
rivée de  logr(2).  Donc  T{z)  =  e^^^^^  aura  lui-même  une 
dérivée  égale  à  S'r(2). 

207.  La  définition  de  F  (s)  par  Tintégrale  définie 


( 


T  {s)  =  n  e-U--^ 


dt 


est  bornée  au  cas  où  z  est  réel  et  positif.  Mais  il  est  aisé  de 
la  modifier,  de  manière  à  obtenir  une  expression  de  T{z)  en 
intégrale  définie  applicable  à  toute  valeur  de  z. 
Considérons  en  effet  l'intégrale 


/ 


e-U--^  dt 


prise  suivant  une  ligne  L  partant  de  Tinfîni  positif  et  y  re- 

J.  —  Coure,  III*  17 


a58 


TEOISIÈMB  PàETII.  —   GHAPITRC  II. 


venant,  après  avoir  entouré  Torigine  dans  le  sens  direct, 
comme  l'indique  l^Jig.  4. 


Fîg.  4. 


Pour  définir  complètement  cette  intégrale,  il  faut  préciser 

quelle  est  celle  des  déterminations   de  la  fonction  f*~*  que 

Ton  adopte.  Soit 

t=r.p{  CCS  «p  -f-  t  sin  ©  )  ; 

on  aura,  par  définition, 

Pour  chaque  position  du  point  ^,  p  est  complètement  dé- 
terminé; mais  Targument  «p  n'est  connu  qu'aux  multiples 
près  de  aie;  suivant  celle  de  ces  valeurs  que  Ton  adopte, 
celle  de  ^*"*  variera. 

Nous  prendrons  pour  valeur  de  ^  celle  qui  varie  de  o  à  21c 
lorsque  t  se  meut  sur  la  ligne  L.  On  aura,  dans  ce  cas, 


i 


e-U^-^  dt  —  (e*«'^—  1)  T{z). 


En  eflet,  les  deux  membres  de  cette  égalité  sont  des  fonc- 
tions continues  et  monodromes  de  z.  On  sait  que  deux  sem- 
blables fonctions  sont  égales  dans  tout  le  plan  dès  qu'elles 
sont  égales  le  long  d'une  ligne  déterminée.  Il  nous  suffira 
donc  de  montrer  que  l'égalité  a  lieu  pour  les  valeurs  réelles 
et  positives  de  z. 

Dans  ce  cas,  la  ligne  d'intégration  L  peut  être  déformée 
de  manière  à  se  composer  :   i**  de  l'axe  des  ^,  de  00  à  e. 
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e  étant  une  quantité  infiniment  petite;  2^  d'un  cercle  de 
rayon  e  décrit  autour  de  l'origine;  3^  de  Taxe  des  x  de  t 
à  00. 

Si  e  tend  vers   zéro,  l'intégrale  rectiligne  /     aura  pour 

limite 

X=-X"'""'""*' 

où  l'on  prendra  pour  t^"*  sa  valeur  réelle. 

Cette  intégrale  est  égale  à  — T{z)  (t.  II,  n®  176). 

L'intégrale  suivant  le  cercle  est  nulle.  Enfin  l'intégrale  de 
retour  sera 

parce  que  la  rotation  autour  de  l'origine  a  multiplié  t'~*  par 
le  facteur  e^iw^s-i)  ~  e*^'*. 
L'égalité  est  donc  démontrée. 

208.  Considérons,  d'autre  part^  Tintégrale 


A,  B  {Jig'  5)   désignant  des  contours   élémentaires  recti- 
lignes  qui  joignent  les  points  critiques  + 1  et  o  à  un  point 


quelconque  a.  Les  valeurs  de  IP~^,  (i  —  ^)^""*  dépendent  des 
valeurs  initiales  adoptées  au  point  a  pour  les  arguments  ^^ 
(pi  des  quantités  ^  et  i  —  t.  Nous  adopterons  celles  de  ces 
valeurs  qui  sont  comprises  entre  —  ir  et  +  ir.  La  significa- 
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lion  de  Tintégrale  étant  ainsi  précisée,  nous  aurons 
f  /P-i(,  -_  t)9-i  dt  —  li  —  e««'^)  (i  —  e««'y)  El^lHi^. 

11   suffira,  comme  tout  à  l'heure,  d^établir  la  proposition 
pour  le  cas  où  p  el  q  sont  réels  et  positifs. 

En  désignant  par  A,  B  les  valeurs  de  l'intégrale  prise  le 
long  des  contours  élémentaires  A,  B,  on  aura 


/, 


—  (i  —  e*«/p)  A  —  (i  —  e«'^'<?)B. 

ABA-»B-« 

D^ ailleurs  les  intégrales  le  long  des   petits  cercles  étant 
nulles,  on  aura 

r  —  (i  —  e^-^^P)  (i  —  e>«'^)  f  . 


Donc 


Mais,  en  vertu  de  l'hypothèse  faite,  f  et  i  —  t  auront  leur 
argument  nul  entre  o  et  i;  donc  tP~*  et  (i  —  /)^~*  seront 

réels  dans  l'intégrale  /    ;    celle-ci    aura  donc   pour  valeur 

li^li^  (t.  H,  n"M86.187). 

209.  Revenons  à  l'Intégrale  /  e«^(M2  -h  i)"    *  rf^. 

Soient  (Jig*  6) 

A,  B  des  contours  élémentaires  joignant  l'origine  aux  points 
critiques  i  et  —  i] 

C  une  droite  joignant  l'origine  au  point >  situé  à  Fin- 

fini  dans  la  direction  du  point  ; 
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A,    B,   C  les  valeurs  de   Tîntégrale  prise  le   long   de   ces 
lignes,  en  choisissant  celle  des  déterminations  du  radical 


1 

n  — - 


(^2_|.,j     1  qui  se  réduit  à  +i    pour  la  valeur  initiale 
uj=o,  ce  qui  revient  à  adopter,  parmi  les  divers  argu- 


Fig.  6. 


ments  de  la  quantité  m^+  i  (lesquels  diffèrent  les  uns  des 
autres  de  multiples  de  27c)  celui  dont  la  valeur  initiale  est 
nulle. 

On  peut  obtenir  une  première  solution  en  prenant  pour 
ligne  d'intégration  ABA."*B~*.  L'intégrale  correspondante 
étant 

[,_e""H)][Â_B], 
on  voit,  en  supprimant  un  facteur  constant,  que 

I,=:Â— B 

est  une  solution. 

On  obtiendrait  d'ailleurs  directement  cette  solution  en 
prenant  pour  ligne  d'intégration  le  contour  fermé  AB~*, 
à  l'extrémité  duquel  la  fonction  V  reprend  sa  valeur  ini- 
tiale -H  1  ;  car  les  deux  facteurs  exponentiels  par  lesquels 
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elle  a  été  successivemeDt  multipliée  sont  inverses  Tun  de 
l'autre. 

OU,  en  développant  les  exponentielles  en  séries, 


Si  m  est  impair,  les  deux  intégrales  entre  parenthèses  ont 
évidemment  les  mêmes  éléments  et  se  détruisent;  si  m  est 
pair  =2|JL,  ces  éléments  seront  égaux  et  de  signe  con- 
traire; on  aura  donc  plus  simplement 

te 

0  * 

Posons  u  =  it*^  il  viendra 
2  /  i/«f*(a«-hi)'"«e/w  =  (— i)l*£  /  ^**'«(i  — /)"'"«  rf/, 

A!  désignant  le  contour  élémentaire  qui  joint  l'origine  au 


1 

«— - 


point  I,  t  étant  réel  et  positif  ainsi  que  (i  —  t)     '  lorsqu'on 
va  de  o  à  i . 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale  suivant  A'  sera  égale  à 

D'ailleurs  e^        *== — e^^*'».  En  outre,  si  dans  la  for- 
mule 

rMr(,  +  ±)...r(»  +  ^) 


/n'»* 


Ti^mz) 


m  —  X       I 

=  (2it)   *    m«, 
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démontrée  au  t.  I,  n**  176,  on  pose  m  =  2,  «==:(jl-|-j,  il 
viendra 

Substituant  ces  valeurs,  il  viendra  finalement 

,3)    (  Zir([H-i)r(|*-h/n-i) 

âlO.  Nous  obtiendrons  une  seconde  solution  I3  en  inté- 
grant suivant  une  ligne  L  partant  du  point et  y  rêve- 

nant  après  avoir  enveloppé  dans  le  sens  direct  la   partie 
de  l'axe  des  y  comprise  entre  — «  et  +  î  {Jig*  6);    car 


1 


e"'(w^+  i)     '  s'annule  au  point 

Posons 

u  = > 

d'où 

(i3)  ^.i+i^i*  _4_,=.il^+^'V**^' 

ety  par  suite, 


1 


k  étant  un  entier  choisi  de  telle  sorte  que  les  deux  membres 
de  l'équation  (i3)  aient  le  même  argument  lorsqu'on  donne 
à  /  sa  valeur  initiale  +  oo  et  à  i^  la  valeur  correspondante 

00 


a: 
Nous  adopterons  pour  arguments  de  f  et  de  i  -|-  ^  ceux 


x^ 
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doDt  la  valeur  initiale  est  nulle;  pour  argument  de  x  celui 

qui  est  compris  entre et  ^ — »  pour  argument  de  «--f-  i 

celui  qu'on  obtient  en  faisant  décrire  à  u  la  ligne  C  et  pre- 
nant zéro  pour  l'argument  initial  correspondant  à  l'origine. 

Il  est  clair  que,  lorsque  u  décrit  la  ligne  C,  l'argument  de 
l'un  des  facteurs  u  —  i,  u-h  i  augmente,  l'autre  diminue. 
D'ailleurs  chacun  d'eux  varie  d*une  quantité  inférieure  à  it; 
donc  l'argument  final  à  adopter  pour  fx'+i  sera  compris 
entre  —  ir  et  +  it. 

On  devra  donc  déterminer  A*,  de  telle  sorte  que  l'argument 

du  second  membre  de  l'équation  (i3)  soit  compris  entre 
—  «  et  -l-Tï. 

Si  X  est  à  droite  de  l'axe  des  j',  argx  sera  compris  entre 

et  ->  et  l'on  devra  poser  A-  =  o;  si  :c  est  à  gauche  de 

cet  axe,  arga?  sera  compris  entre  -  et  — j  et  l'on  devra 
poser  A*  =  I . 

Cela  posé,  faisons  w  = dans  l'intégrale 


/■ 


n 


L 

elle  deviendra 


-{-dt 


t  ayant  pour  valeur  initiale  et  finale  +  oo,  et  son  argument 
variant  de  o  à  27;  le  long  de  la  nouvelle  ligne  d'intégration. 
En  supposant,  ce  qui  est  évidemment  permis,  que  le  mo- 
dule de  t  soit  plus  grand  que  celui  de  x  tout  le  long  de  cette 

I 
«— - 

ligne,  on  pourra  développer  le  facteur  (  1  H — ^  J        par  la 


fiQUATIONS  LINÉAIRES.  a65 

formule  du  binôme,  et  Ton  aura  ainsi 


On  a  d'ailleurs,  en  changeant  (jl  en  /i  —  (jl  —  j  dans  la 
formule  (ii), 


^^        r({x— -  /i  4-1)  sin(/i—  \k)iz 


=  ^2r^{-^)^ 


Enfin 


2sin/iir  r(ix— rt  +  i) 


2  sin/iir 
On  aura,  par  suite, 


xir(/i+i)v/;y 


<-K?y 


pL— Jrt 


y  Z^r({x-M)r([x-/i4-i) 

(ï4)       \  v- 

x«r(,i  +  i)v/û(^|yj_,(x). 

211.  Les  deux  solutions  que  nous  venons  d'obtenir  sont 
donc,  à  des  facteurs  constants  près,  égales  à  x~'^in{^)  et 
jî""J_;i(j:),  ce  qui  confirme  un  résultat  déjà  obtenu  au 
nM91. 

On  peut  trouver  deux  nouvelles  solutions  la  et  I4  en  inté- 
grant le  long  des  contours  élémentaires  D  et  E  joignant  res- 
pectivement les  points  critiques   i  et  —  i  au  point 


aÔG  TROlSitMB  PAKTIB.  —  CHAPITIB  II. 

t 

^fig'  6);  car  e"^(w*H-i)  *  s'annule  en  ce  dernier  point. 
Nous  préciserons  le  sens  de  ces  intégrales  en  adoptant  pour 
argument  de  f<^+i  au  commencement  de  chacune  de  ces 
lignes  celui  qui  est  compris  entre  —  ti  et  -H  tï. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  déterminer  les  relations  qui  lient 
ces  nouvelles  intégrales  au\  précédentes.  En  effet,  l'argu- 
ment de  u^-^\  reprenant  sa  valeur  initiale  lorsqu'on  décrit 
le  contour  AB~\  ce  contour  sera  équivalent  au  contour 
C-«AB-*C  =  C-«AC.C-'B-«C  qu'on  peut  aisément  dé- 
former en  DR~*.  L'intégrale  relative  à  ce  dernier  contour 
est  I3  —  I4  ;  on  aura  donc 

(i5)  l,=  I,-U. 

D'autre  part,  le  contour  L  peut  évidemment  être  trans- 
formé en  DE  ou  en  ED  suivant  que est  à  droite  ou  à 

oc 

gauche  de  l'axe  des  y.  Dans  le  premier  cas,  x  sera  à  gauche 
de  cet  axe,  et  l'on  aura 

(16)  lî— Ii+  e<"-»^^'I*. 

Dans  le  second  cas,  x  sera  à  droite  de  cet  axe,  et  l'on 
aura 

(17)  I,  =  l4  4-e(*'«-»^^M,. 

212.  Proposons-nous  de  déterminer  une  valeur  approchée 
de  Is  et  de  I4  lorsque  le  module  de  x  est  très  grand.  Nous 
admettrons,  pour  plus  de  simplicité  dans  cette  recherche, 
que  /i  a  sa  partie  imaginaire  positive.  Le  cas  où  cette  partie 
imaginaire  serait  négative  se  ramène  immédiatement  à  celui- 
là,  car,  en  posant  I^r^r-^^K,  l'équation  transformée  en  K 
ne  diffère  de  la  primitive  que  par  le  signe  de  n. 

Dans  rhypolhèse  admise,  les  intégrales  prises  le  long  de 
cercles  infiniment  petits  décrits  autour  de  i  et  de  —  i  sont 
nulles,  et  l'on  aura  évidemment 

I,=:z-(i  +  e«'^/«)i;, 
l4=:-(H-e»«'»)i;, 
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r,  et  r^  étant  les  intégrales  prises  suivant  les  droites  P  et  Q 

qui  joignent  respectivement  les  points  { et  —  i  au  point • 

Soit  V  une   droite  menée  à  partir  du  point  i  et  faisant 

avec  la  droite  P  un  angle  \  inférieur  en  valeur  absolue  à  -• 

^  2 

L'intégrale  suivant  un  arc  de  cercle  de  rayon  infini  tracé 
entre  P  et  P  sera  nulle;  car  e^  tend  vers  zéro  tout  le  long 
de  cet  arc  plus  rapidement  qu'une  puissance  négative  quel- 
conque du  rayon.  On  pourra  donc  remplacer  l'intégrale  sui- 
vant P  par  l'intégrale  suivant  P'. 
Or  on  a  sur  cette  dernière  droite 

u  =  i zzie'H » 

t  étant  réel  et  variant  de  o  à  cx^. 
On  en  déduit 


1   i/«4-  I  — 

(18) 


A\tl\ 


œ  JT* 


X  |_  IX        J 


A:'  étant  un  entier  à  déterminer  de  telle  sorte  que  les  deux 

membres  de  l'équation  aient  le  même  argument  le  long  de  P. 

Nous  adopterons,  comme  précédemment,  pour  argument 

de  X  celui  qui  est  compris  entre et  — >  pour  argument 

de  t  celui  qui  s'annule  sur  P',  pour  argument  de  i  H 

celui  qui  s'annule  pour  /  =  o. 

Considérons  sur  les  deux  lignes  P  et  P  deux  points  /?,  p^ 
infiniment  voisins  du  point  {';  l'argument  de  u  +  £  aura  sen- 
siblement la  même  valeur  en  ces  deux  points;  et  la  valeur  de 
l'argument  de  i^  —  i  au  point  p'  surpassera  de  \  sa  valeur  au 
point  p.  Or  au  point  p  l'argument  de  a^+  i    est  compris 
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entre  — it  et  -f-  w.  Sa  valeur  au  point  />'  sera  donc  comprise 
entre  —  7t  4-  X  et  -re  -+-  X. 

Mais  Targument  du  second  membre  de  la  relation  (18)  au 
point/?'  est  égal  à 

h  ^  —  arg  J?  H-  2  A:'ic. 

Pour  qu'il  soit  compris  entre  — ir-f-^^et-n  4- )w,il  faudra  poser 
A/=:  o  ou  Ar'=  I,  suivant  que  Targument  de  x  sera  compris 

entre et  -  ou  entre  -  et  — •  On  aura  donc,  en  tout  état 

2       2  22 

de  cause,  /î'=k,  le  nombre  k  étant  celui  qui  figure  dans 

l'expression  (i4)  de  l'intégrale  I2. 

Prenant  donc  t  pour  variable  indépendante  au  lieu  de  u  et 


iri 


remarquant  que  e  *  =  £ ,  il  viendra 


n-f-  - 


H  désignant  l'intégrale 


Or  on  a 


„_i        ïl  =  /n-l 


Rm  étant  un  reste  dont  nous  aurons  à  discuter  la  valeur. 
Donc 

pL=m— 1 


n »-|l 


Zj  r(|x-hi)r(/i-{x-hi)V2^/ Jo 

(l.  =  0 

le  reste  U  étant  donné  par  l'intégrale 
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Mais 


0 


n'est  autre  chose  que  l'intégrale 

;~2  Z        ^         dz 


/• 


prise  le  long  d'une  droite  allant  de  l'origine  jusqu'à  l'infini 
avec  un  azimut  X.  L'intégrale  de  cette  même  fonction  étant 
évidemment  nulle  sur  un  arc  de  cercle  de  rayon  infini,  com- 
pris entre  cette  ligne  et  l'axe  des  x,  on  pourra  remplacer  la 
ligne  d'intégration  par  l'axe  des  J7,  ce  qui  donnera,  pour  va- 
leur de  l'intégrale, 

Nous  aurons  donc,  pour  expression  approchée  de  H,  la 
série 

^y"'r(/i-i-i)r(/i4-fx  +  i)  f  j_Y 
Zj    r(|x-f-i)r(/i-{x-hi)  Va^y 

et  nous  n'aurons  plus  qu'à  trouver  une  limite  supérieure  du 
module  de  l'intégrale  U,  qui  nous  permette  d'apprécier  l'er- 
reur commise. 

213.  Or  e"*  ''e^'  a  pour  module  e"'^***^;  et,  si  nous  suppo- 
sons ^  =  a  H-  pi,  la  quantité 


aura  pour  module 


^"~îe-P\ 


Pour  obtenir,  d'autre  part,  une  limite  du  module  de  R^? 
posons 


1 
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J{t)  et  ^{t)  étant  des  fonctions  réelles.  La  série  de  Maclau- 
rin,  appliquée  à  ces  deux  fonctions  séparément,  donnera 

A0=/(o)^./(o)+...+  ..,.;f^l;)  +  n7r^/-(e0, 

^^  '       '^  1.2. .(//i  —  i)        1.2. .m  '    ^     ' 

0  et  0'  étant  compris  entre  o  et  1  ;  on  aura  donc,  pour  Fex- 
pression  du  reste. 

Or  on  a 

et,  par  suite, 

mod F'»  ( 0  >  mod/" (  C)  5  mod «p""  (  ^). 

Soit  donc  M  la  valeur  maximum  du  module  de  F'^(t)  entre  o 
et  00  ;  on  aura 

d'où 


modR«,r: -Mv/a. 

^  1 .2.  .m      '^ 


D'ailleurs 


1 


et,  si  nous  supposons 

a;  =  p(cos©  -h  /sin«p)r=  pe'?, 


on  aura 


IH =  1 sin(X  —  ©)-h  i  —  cos(X  —  ©). 

2J7  2p  ^  •'  2p  ^  ^' 

Le  module  de  cette  expression 


=\/-^ 


sm(X  —  <p) 


p  4p« 
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a  pour  valeur  minimum 

mod  cos(X  —  ©) 

correspondant  à  /  =  ap  sin().  —  <p),  et  son  argument  ^j  qui 
est  nul  pour  /  =  o,  sera  constamment  compris  entre  —  tt  et 

it. 

Cela  posé, 

1 

«         {Lot r-hi^)  fa w-hPi) 


(-^') 


a  pour  module 


/-î-'e-?*. 


Si  nous  avons  poussé  ce  développement  assez  loin  pour  que 
m  soit  p>  a  —  ^,  le  maximum  de  cette  expression  correspon- 
dra au  minimum  de  r  et  sera  au  plus  égal  à 


1 

.a m 


[modcos(X  —  ©)]      «       e^"^^^. 
On  aura,  par  suite, 

M 5 mod  — I^^-ti^  ^_L-rmodcos(X-cp)l""i"'^e'^««>^?. 

214.  Nous  obtiendrons    donc  pour  limite  supérieure  du 
module  de  U  une  expression  de  la  forme 


Ke-P^[modcos(X 


p/n 


a-.-m       y»-  I 


K  désignant  une  couslante  indépendante  de  x  et  de  X,  D'ail- 
leurs, en  posant  ^cosX  =  z,  on  aura 


e"* z     *      uz 


I        c-tco%Ki        t  clù—   j / 

«/ O  y  >  v<*H ^-">     / 


(cosX) 
_r(g4--t-i-m) 

(cosX)      « 
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et  enfin,  par  suite, 

modU^Kr(a-h  }  +  m) '^ ^ — ^—^-^ 

«H H/n  p 


(cos  X ) 


I 


Le  second  membre   contient  Tindé terminée  \   variable 
entre et  -  et  dont  nous  pourrons  profiter  pour  rendre 

minimum  le  coedGcient  de  --■  •  Nous  aurons  ainsi 


modU^  — ^> 

Aç  étant  une  fonction  de  q  évidemment  finie  et  continue. 
Soit  Â  son  maximum;  on  aura 

mod  U  <  —  • 

m 

La  limite  ainsi  obtenue  pour  le  module  du  reste  U  est  de 
l'ordre  de  — >   tandis  que  les  modules  des  termes  de  l'ex- 

pression  approchée  de  I^  sont  de  l'ordre  de  —>  où  (jl  <;  m  : 

circonstance  qui  justifie  notre  formule  d'approximation 
lorsque  p  sera  suffisamment  grand,  toutes  choses  égales  d'ail- 
leurs. 

215.  Un  procédé  analogue  permettra  de  trouver  la  valeur 
approchée  de  I'^.  On  substituera  à  la  ligne  d'intégration  Q 
une  antre  ligne  d'intégration  Q'  faisant  avec  elle  un  angle  X 

m 

inférieur  à  -  en  valeur  absolue.  On  aura,  le  long  de  cette 
ligne, 
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les  arguments  des  deux  membres  étant  ici  égaux,  comme 
étant  tous  deux  compris  entre  —  it  -h  )*  et  n  -f-  ).. 
On  aura,  par  suite, 


n-. 


Hf  désignant  Tintégrale 


et  enfin,  en  développant  la  puissance  du  binôme, 

*""   Z    r(ix  +  i)r(,i-ix4-i)Va^y  ■^''*' 

U|  étant  un  reste  dont  le  module  a  pour  limite  supérieure 
—^9  A|  désignant  une  constante. 

216.  En  nous  bornant  au  premier  terme  des  développe- 
ments de  I3  et  de  I4,  nous  aurons  pour  ces  intégrales  les  va- 
leurs asymptotiques  suivantes  : 

/     I  \  «'•        1 

—  (  « I  —      n 

l^=z  (i  -f.  e»»'^')  e(«'»->J*^' r(n  4-  {), 

n-4— 


U=(n-c«'"tO i r(/i-HJ). 


«-»-- 
X        « 


On  en  déduit,  pour  la  fonction 


in(^)=  ' pf-V(I,-lO, 


la  valeur  asymptotique 


J.  —  Court,  m.  j8 
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Si  X  est  à  droite  de  Taxe  des  y^  on  aura  k  =  o,  et  cette 
expression  se  réduira  à 


^3.co.[r-(n^i)l] 


S^il  est  à  gauche,  on  aura  Ar  =  i ,  et  Texpression  deviendra 


e 


.y/-cos[^+(n  +  i)-J 


Au  moyen  des  relations  qui  lient  J_/i(j:)  à  la  et  cette  der- 
nière intégrale  à  I3  et  I4,  on  trouvera  de  même  la  valeur  ap- 
prochée de  J_„(x). 

217.  On  doit  remarquer  que  les  développements  en  série 
que  nous  avons  obtenus  pour  les  intégrales  T,  et  l\  se  limitent 
d'eux-mêmes  si  /i  —  \  est  un  nombre  entier  m.  On  voit  donc 
que,  dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équation  différen- 
tielle se  présente  sous  forme  finie. 


V.  —  Équations  de  H.  Picard. 


218.  Soit 


une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  méro- 
morphes  et  doublement  périodiques.  Supposons  que  ses 
intégrales  soient  monodromes,  ce  dont  il  est  aisé  de  s'as- 
surer par  un  développement  en  série.  Nous  allons  donner 
le  moyen  de  les  déterminer. 

Soient  w,  w'  les  deux  périodes;  fi(^),  ...,ç«(x)  un 
système  de  n  intégrales  indépendantes.  Si  nous  changeons 
jc  en  X  -f-  (1),  l'équation  transformée,  laquelle  est  identique  à 
l'équation  primitive,  admettra  comme  système  d'intégrales 
indépendantes  ©^(x -|- w),  . . . ,  y„(a:  4- a>).    Ces   nouvelles 
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fonctions  seront  donc  liées  aux  intégrales  primitives  par  des 
relations  linéaires  de  la  forme 

les  c  étant  des  constantes  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul. 

Le  changement  Ae  x  en  x  +  iù  dans  les  intégrales  Çi ,  . . . , 
Oa  revient  donc  à  opérer  sur  ces  intégrales  une  substitution 
linéaire,  que  nous  désignerons  par  S. 

On  verrait  de  même  que  le  changement  de  x  en  x  -{-  iù^ 
équivaut  à  une  autre  substitution  linéaire  S'. 

Enfin  le  changement  de  x  en  ^  +  w  +  w'  équivaudra  à 
opérer  successivement  la  substitution  S  suivie  de  la  substi- 
tution S',  ou  la  substitution  S',  suivie  de  S.  Les  deux  opé- 
rations S  et  S'  satisferont  donc  à  la  relation 

(2)  SS':rr.S'S. 

219.  Proposons-nous  de  simplifier  l'expression  des  substi- 
tutions S  et  S'  en  remplaçant  Çi ,  .  . . ,  ^^  par  un  autre  sys- 
tème d'intégrales  indépendantes. 

Soit  s  l'une  des  racines  de  l'équation  caractéristique  de  S; 
il  existera  des  intégrales  que  S  multiplie  par  s\  soient  y, 
y,  ,  » .  celles  de  ces  intégrales  qui  sont  distinctes.  La  forme 
générale  des  intégrales  qui  jouissent  de  cette  propriété  sera 
«JK-f-ay+ 

Soit  Y  la  fonction  que  S'  fait  succéder  ky,  SS'  remplacera 
j'parsY;  S'S  doit  produire  le  même  résultat;  or  S'  rem- 
place^ par  Y;  donc  S  doit  transformer  Y  en  sY ;  donc  Y 
est  de  la  forme  (ly  -h  ody  + .  .  . . 

La  substitution  S'  remplaçant  ainsi  chacune  des  inté- 
grales K,r'y  .  . .  par  une  fonction  linéaire  de  ces  mêmes  in- 
tégrales, il  existera  au  moins  une  fonction  linéaire  u  de  ces 
intégrales  que  S'  multiplie  par  une  constante  s'. 

Nous  avons  donc  prouvé  qu'il  existe  au  moins  une  inté- 
grale u  que  S  et  S'  multiplient  respectivement  par  des  con- 
stantes s  et  s'. 
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220.  Nous  allons  démontrer  qu'on  peut  déterminer  un 
système  d'intégrales  indépendantes 


>  .Xif/i>    ytii  •  •  •>  ^ifftf 


ni 


7X,/x> 


>    -^l.mi»       -Sji,     ...,    -Sî,«,i       ...,       -Z|4|,     ...,    -Sn^mjfc» 


tel  que  les  deux  substitutions  S,  S'  prennent  la  forme  sui- 


vante : 


(3)    ', 


^1*.    •••>  flkt    • 

S  - 

^llt    •••>   •"/*»    • 

/U>    •■•!  fikf    ' 

S'- 

^Iki    •••>    ^iki     • 

•••>     •••»    •••>    • 

■  •  ■  .  .  •  y 


••» 


•«•••■■•I 


•  •  ■  ■  • 


••>   ^«(-^/it-H  Z/4), 


>    •' 


•  •  •  •  •  « 


5i,  s\  ;  ^2,  s^\  ...  étant  des  couples  de  constantes  différents; 
Y|>,  Y'^;^  des  fonctions  linéaires  de  celles  des  intégrales  jy 
dont  le  premier  indice  est  <C  i\  T^ikt  T^'ik^^^  fonctions  linéaires 
de  celles  des  intégrales  z  dont  le  premier  indice  est  -<  i,  etc. 

Cette  proposition  étant  supposée  vraie  pour  les  substitu- 
tions à  moins  de  n  variables,  nous  allons  montrer  qu'elle 
subsiste  pour  deux  substitutions  S,  S'  à  /i  variables. 

On  a  vu  qu'il  existe  au  moins  une  intégrale  u  que  S  et  S' 
multiplient  respectivement  par  des  constantes  5,  ^.  En  la 
prenant  pour  intégrale  indépendante  à  la  place  d'une  des  in- 
tégrales primitives,  telle  que  ^;,,  S  et  S'  prendront  les  formes 
suivantes 

S  =  |  ©I,   ...,  ?/,-i,  "     *i-haiw,    ...,  *„_,-ha„_|W,  su   I, 
S'=|?i,   ...,  <ï>,,-i,  a     4>'i-i-ai«,   ...,*«_!  4- «;,_!«,  5'm  I , 

les  diverses  quantités  <^,  ^'  étant  des  fonctions  linéaires  de 
?i,  . .  -,  'f/i_|. 

Désignons  par  S,  S'  les  substitutions  à  n  —  i  variables 


ÉQUATIONS  LINÉAIRES.  277 

L'égalité  SS'r=S'S   entraînera  évidemment  la  suivante  : 

On  pourra  donc,  en  appliquant  le  théorème  à  ces  substi- 
tutionsy  les  mettre  sous  la  forme  (3).  Le  même  changement 
d'intégrales  indépendantes,  appliqué  à  S,  S',  les  mettra  évi- 
demment sous  la  forme 

^Xki    '"y    ^iky     •••       S^Zik  -^  diJi.U,    ...,    5|  (5/jt   -^  Z/jt)    -i- dn^U,    . 
•  ••)    •••;    •••»     »    •••»    y    ' 

u  sa 

Ju>  •••»  fiky  •••     s\yu'-^c\.Uy  ...,  s\{yik-^ya)  -^  <^ik^h    • 

^lAr>    "  -y    ^iky     •  •  •       S\  Z^k  "+-  ^'i  A-  ''»    •  •  •  '    *'j  ( ^i*  "^  ^/A- )    ~^"  ^'A-  "»    • 


U  s' U 

Prenons  pour  intégrales  indépendantes,  au  lieu  des  y,  les 
suivantes 

yik—yik^^ikf^'y 

les  substitutions  S,  S'  conserveront  la   forme  précédente, 
sauf  le  changement  de 

Cik    en     {s —s^)^ik—s^Kik^Cik, 
c'ik    en     {s'—  s\  ) a;^.  —  s\  AJ^-h  cj^, 

A/A)  A^.;^  étant  ce  que  deviennent  Y/^,  Y^^^,  quand  on  y  rem- 
place les  JK  par  les  a  correspondants. 

Cela  posé,  si  5  ^5<,  on  pourra  évidemment  disposer  des  a 
de  manière  à  faire  disparaître  tous  les  coefficients  Cj>.  Les 
coefficients  c\i^  disparaîtront  d'ailleurs  en  même  temps,  en 
vertu  de  l'égalité  SS'=  S' S.  Égalons  en  effet  les  coefficients 
de  u  dans  les  expressions  que  SS'  et  S' S  font  succéder  à  jv^i 
il  viendra 

(4)  S\{c'ik^^'ik)  -H  s'Cik^  s\  {Cik-^  Cik)  -4-  sc'ik, 

Cm,  Giiç  étant  ce  que  deviennent  respectivement  Y'^f^  et  Y/a 
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lorsqu'on  y  remplace  les^  par  les  c  ou  par  les  c'  correspon- 
dants. Si  les  Ciii  sont  nuls,  ces  relations  se  réduisent  à  la 

forme 

(Si  —  s)  c  if. -h  Si  C;7,=  o. 

Ces  équations  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  c'nf  et  leur  déterminant,  étant  une  puissance  de  5|  —  5, 
n'est  pas  nul.  Elles  ne  peuvent  donc  être  satisfaites  que  si  les 
c'^j^  sont  tous  nuls. 

Si  s'^s\j  on  pourra  de  même  faire  disparaître  les  c)^. ;  et 
les  relations  (4)  montrent  que  les  c/a  disparaîtront  en  même 
temps. 

Si  donc  le  couple  de  constantes  5,  ^  ne  se  confond  avec 
aucun  des  couples  5»,  s\  ;  5^,  s'.^\  ...,  on  pourra  faire  dis- 
paraître tous  les  coefficients  dk,  c^vfcî  *^«>»  ^/AÎ  •  •  •  ;  et  S,  S' 
seront  ramenées  à  la  forme  requise;  aux  diverses  classes  d'in- 
tégrales j',  s,  . . .  viendra  seulement  se  joindre  une  classe  nou- 
velle, formée  de  la  seule  intégrale  u.  Soit  au  contraire  5  =  5|. 
s'z=s\;  on  pourra  faire  disparaître  les  coefficients  rf/A, 
cf^f^;  ...;  et  l'on  n'aura  qu'à  poser  Cik^=^  s^miky  ^'/a  = -^'i '^'iA 
pour  ramener  S  et  S'  à  la  forme  requise,  la  nouvelle  inté- 
grale u  rentrant  ici  dans  la  catégorie  des  intégrales  y^  ^j  <l^^ 
appartiennent  à  la  classe  des^  et  ont  l'unité  pour  premier 
indice. 

221 .  Admettons  donc  que  les  intégrales  indépendantes 
aient  été  choisies  de  manière  à  ramener  les  substitutions  S, 
S'  à  la  forme  (3).  Considérons  en  particulier  une  des  classes 
formées  par  ces  intégrales,  telle  que  ^'n,  . . .,  jiM,  ....  Le 
changement  de  a:  en  a;  +  (o  ou  :r  -4-  to'  leur  fera  éprouver  les 
substitutions  partielles 

lesquelles  devront  évidemment  satisfaire  à  la  relation 

(6)  ffff'rrz  (x'ff. 
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On  a,  par  définition , 

Y,,.=y      a\T^yi^,        ^ik^      K^yt^, 

Lui,  m  Lui,  m 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  du  premier  in- 
dice /  qui  sont  <^  i,  et  aux  diverses  valeurs  de  m  correspon- 
dant à  chacune  de  ces  valeurs  de  l. 

On  voit  aisément  que  <t<t^  remplace  en  général  j/a  par 

la  sommation  par  rapport  à  /',  m'  s'étendant  aux  valeurs  de 
/'  inférieures  à  /  et  aux  valeurs  correspondantes  de  m!. 

La  substitution  ff'o'  remplacera  j^,a  par  uiie  expression  ana- 
logue, où  les  coefficients  a  et  6  seront  permutés. 

Ces  deux  expressions  doivent  être  identiques,  en  vertu 
de  (6).  En  égalant  les  coefficients  des  termes  en  yi'm'y  on 
aura  les  relations 

(  7  )  y      (  «m"  àiT-  y^J^  af -•  )  -=  o, 

la  sommation  s^éteadant  à  toutes  les  valeurs  de  /  qui  sont 
<;  j  et  >-  /',  et  aux  valeurs  correspondantes  de  m. 


222.  Réciproquement,  soient  a-,  t'  deux  substitutions  de 
la  forme  (5)  et  satisfaisant  à  la  relation  (6)  ou  aux  condi- 
tions équivalentes  (7).  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  con- 
struire des  fonctions  y^\^  . . .,  j^m  qni  subissent  ces  substi- 
tutions lorsqu'on  accroît  la  variable  a:  de  co  ou  de  o)',  et  nous 
déterminerons  la  forme  la  plus  générale  de  ces  fonctions. 

Nous  avons  vu  (t.  I,  n°  163)  que  la  fonction  6|  (  j:  )  satis- 
fait aux  relations  suivantes  : 


îTT/.r      7Ci(i)' 


ei(a7-+-u))rz:— 61(07),         e,(a:4-co')=— e       "  *^  ^iC^)- 

La  fonction 
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oh  p  el  q  sont  des  constantes,  satisfera  donc  aux  relations 

llCl 

Elle  se  reproduit  donc,  multipliée  par  des  facteurs  con- 
stants, lorsque  x  s'accroît  de  co  ou  de  co'.  M.  Hermite  a 
donné  le  nom  de  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce  à  celles  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Les  deux  multiplicateurs  se  réduiront  respectivement  à 
5|,  5',,  si  l'on  pose 

eP^=Si,        e  *^     =5'i  ; 

d'où,  en  désignant  par  Log5|,  Log^',  des  déterminations 
choisies  à  volonté  des  logarithmes  de  54  et  5',,  et  par  m,  /n' 
des  entiers  arbitraires, 

po}  ^=z  Log^i  4-  am'iri, 


,      21:1         _        , 
/?(!>' H qz=:  Log^jH-  2mizi, 


On  en  déduit 

Log5,       am'iri 
p  = 1 > 

a  = .  fcD  hoRs\  —  w'  Log^il  +  mo)  —  m'o)'. 

Parmi  les  systèmes  de  valeurs  de  j!?  et  de  q  ainsi  obtenus, 
il  en  existera  un  seul,  tel  que  q  soit  dans  le  parallélogramme 
formé  à  partir  de  l'origine  avec  les  périodes  eu  et  o>'  ;  c'est 
celui  que  nous  adopterons. 

La  fonction  G(:r),  aux  multiplicateurs  5|,  s\  que  nous 
venons  dé  construire,  admet  dans  le  parallélogramme  un 
zéro  simple  x  =  q^  et  un  pôle  simple  x  =  o. 

On  doit  toutefois  excepter  le  cas  où  q  serait  nul;  G(x) 
se  réduisant  alors  à  l'exponentielle  eP'  n'aurait  plus  ni  zéro 
ni  pôle. 

223.  Nous  avons  vu  d'autre  part  (t.  I,  n®  168)  que  la 


(9) 
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fonction  Z(^)  satisfait  aux  relations 

Z(j7-|-(i))  =  Z(:c),  Z(a:H-a)')=—  —  4-Z(a?). 

La  fonction 
(8)  ma7H-/w'Z(^  —  a)=:^{x), 

où  nij  /n',  a  sont  des  constantes,  subira  donc,  lorsque  x 
S'accroît  de  o)  ou  de  co',  des  accroissements  Af  (j;),  A'  ^(x) 

respectivement  égaux  à  mco  et  à  /nw' m'.  On  peut 

évidemment  disposer  des  constantes  m  et  m',  de  manière  à 
donner  à  ces  accroissements  des  valeurs  arbitraires.  On 
pourra  construire  ainsi  : 

1^  Une  fonction  [x  de  la  forme  (S),  pour  laquelle  on  ait 

A}x  =  i,         A'ix  =  o; 

a°  Une  fonction  [jl\  de  la  même  forme,  pour  laquelle  on 
ait 

Ces  deux  fonctions  auront  d'ailleurs  dans  le  parallélo- 
gramme des  périodes  un  seul  pôle  simple  ^=  a,  ainsi  que 
la  fonction  Z{x  —  a)  dont  elles  dérivent. 

224.  Posons  maintenant 

„   _,  „    _  p.(ix  — i)...((x  — /?.-t-l) 

1 . 2 . . .  /i 

,_  ..>  _  p.^(fx^— i)...([x'— /l-M) 

P-O  —  M  •  •  •  »  P-/I  —   — >  

I  .2  .  .  ./l 

On  aura  évidemment 


Ja|x„ 


__  (t^-H)tx...(|x--nH-2)       {jl({i  — i).  ..(fx—  n-hi) 

=  P-/i-i 


I  .2.  .  ./l  1.2.  .  ./l 

A'  1*/,  =  o, 
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Tout  polynôme  P  entier  en  |jl  et  jjl',  considéré  comme 
fonction  de  [x,  peut  évidemment  se  mettre  d^une  seule  ma- 
nière sous  la  forme 


les  A  étant  des  polynômes  en  [x',  dont  chacun  pourra,  à  son 
tour,  se  mettre  sous  la  forme 

A/  —  B/o  fx'ç  -h  B/,  fx',  + . . . , 

les  B  étant  des  constantes. 

Le  polynôme  P  pourra  donc  se  mettre  d'une  seule  ma- 
nière sous  la  forme 


P--z\Brrl^r[^r'. 


225.  Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  établir  qu41 
existe  des  fonctions  jv^  satisfaisant  aux  conditions  requises, 
et  qu'elles  ont  pour  forme  générale 

I  7iA— G(.r  — a)H,;t, 
<io)  )  ' 

les  H  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  ordinaires , 
aux  périodes  co  et  w',  qui  peuvent  être  choisies  d^ailleurs 
d'une  manière  arbitraire;  les  P'jf*  désignant  des  polynômes 
d'ordre  i —  /en  jx,  [x',  et  entièrement  déterminés;  la  som- 
mation s'étendant  d'ailleurs  à  toutes  les  valeurs  de  /  infé- 
rieures à  i  et  aux  diverses  valeurs  de  m  correspondant  à 
chacune  d'elles. 

Posons  en  effet 

yik=  G{x  —  a)Ziig. 

La  fonction  G  (a:  —  à)  se  reproduisant  respectivement 
multipliée  par  5|,  s\  lorsque  x  croît  de  (o  ou  de  co',  nous 
satisferons  à  la  question  en  déterminant  les  seconds  fac- 
teurs Zih^  de  telle  sorte  que  ce  même  changement  leur  fasse 


ÉQUATIONS   LINÉAIRES.  283 

éprouver  les  substitutions 

T  =  I   Gjjt,     .  .  .,    Ziif^     .  .  .       Zxki     ...»    ^ik~^  ^iky     •  •  •    |  > 
T  ^z:  I  ^IJt»     •  •  •  >    -S/Jfci     •  •  •       ^IAj     •  •  •  )    •-/■*"+"  A*>      •  •  •    1  > 

Z|*  et  Z^;^  se  déduisant  de  Y/a,  Y^.^  en  y  remplaçant  les^  par 
les  z. 

On  aura  d'ailleurs  évidemment 

TX'  zzz  T  T. 

On  voit  tout  d^abord  que  les  fonctions  Zxk  restent  inal- 
térées par  ces  substitutions  ;  elles  sont  donc  doublement  pé- 
riodiques, de  telle  sorte  qu'on  pourra  poser 

Supposons  qu'on  ait  réussi  à  construire  de  proche  en 
proche  toutes  celles  des  fonctions  z  dont  le  premier  indice 
est  <  \  et  qu'elles  aient  pour  forme  générale 


^ik^=^  H/;t-4- 


y  pji"  H 


Itni 


ainsi  que  nous  l'avons  annoncé.  Nous  aurons,  pour  conti- 
nuer l'opération,  à  construire  des  fonctions  z\k  que  le  chan- 
gement àe  X  Qu  X  -}-  iji  ou  X  -\-  iù'  transforme  en 

Substituons  aux  fonctions  zikt  qui  figurent  dans  Z^,  Z)a, 
leurs  valeurs  déjà  déterminées  ;  il  viendra 

L^l,  m  LUI,  m 

QjJ  et  QxjT*  étant  des  polynômes  d'ordre  "k  —  i  —  /  par  rap- 
port à  |x,  |ji',  et  qui  dépendent  linéairement  des  coefficients 
de  ZxAy  Zx^;  la  sommation  s'étendant  d'ailleurs  à  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  /,  m  pour  lesquels  /  <;  X. 

Les  substitutions  tt'  et  t't  transforment  respectivement 
zxh  en  zxk-h  ZxA-H  Z5^-+-  8'Zxa  et  en  zu-h  1\k-\-  Zx*-+-  SZ^/., 
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o'Zu  désignant  raccrolssement  que  subît  Tj\k  pdi*  Isi  substi- 
tution t',  et  SZxji  raccroissement  de  Zx*  par  la  substitu- 
tion t;  mais  on  a 

donc 

D'ailleurs,  en  opérant  les  substitutions  t,  t'  sur  les  inté- 
grales déjà  construites  ou  sur  les  Tj\kt  ^u?  <]u^  ^^  sont  des 
fonctions  linéaires,  on  obtient  par  hypothèse  le  même  ré- 
sultat qu'en  changeant  j?  en  a:  -h  w  ou  en  a:  +  <o'  ;  on  aura 
donc 

Les  fonctions  doublement  périodiques  H/n»  étant  arbi- 
traires, l'égalité  de  ces  deux  expressions  exigera  que  l'on  ait 
pour  chaque  système  de  valeurs  de  /,  m 

Or,  si  l'on  met  les  polynômes  Qx?,  Q^  sous  la  forme 

^Jr,  r' 

on  aura,  en  vertu  des  relations  (9), 

A'Qxî  =  >  Brr'[^;.|J.;._i, 

aQu"  =  >      b;.,..  {!;._,  [x; . 

Ces  deux  expressions  devant  être  identiques,  on  aura  les 
équations  de  condition 

(11)  hr^^^r'==^Br,r'^i, 


ÉQUATIONS  LIMfiÀlRES.  285 

Cela  posé,   on  pourra  déterminer  un  polynôme  d'ordre 
X  —  /  en  [X,  [x' 

tel  que  ses  variations 

se  réduisent  respectivement  à  Qx?,  Qx*  *  ;  car  ces  deux  iden- 
tifications donnent  les  équations  de  condition 

Crr'=^  B,._J^,.',  0;.;.'=   BJ.^^_,, 

qui  sont  compatibles,  en  vertu  des  relations  (i  i). 
Posons  maintenant 


Le  changement  de  ^  en  ^  +  <«>  accroîtra  cette  expression 
de 

AttXA -hV        AP>Î  H,,„  =  ^UU  -hS        Qxk  ^im  =  Awxifc+  ZxA-, 

et  le  changement  de  j:  en  ^  4-  a>'  l'accroîtra  de  même  de 
^'u\k-\-T^k'  La  fonction  z\k  satisfera  donc  aux  conditions 
requises  si  Ton  a 

AwxA-=o,        A'wx*  =  o, 

ce  qui  exprime  que  uyj^  est  une  fonction  doublement  pério- 
dique HxA. 

226.  Nous  avons  ainsi  déterminé  la  forme  générale  des 
intégrales  yik*  Mais  il  reste  à  déterminer  les  fonctions  dou- 
blement périodiques  H/^t  et  les  constantes  inconnues  qui  figu- 
rent dans  les  expressions  précédentes,  de  manière  à  satisfaire 
à  Téquation  difi^érentielle  proposée. 
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Remarquons  à  cet  eflel  que  les  pôles  a,  6,  ...  des  inté- 
grales sont  connus,  car  ce  sont  ceux  des  coefficients />i ,  . . . , 
pn  de  Téquation  différentielle.  D'ailleurs,  pour  s^assurer  que 
rintégrale  générale  est  monodrome,  on  a  dû  la  développer 
en  série  suivant  les  puissances  croissantes  àex — a,  x — è,  — 
On  connaît  donc  les  ordres  de  multiplicité  a,  p,  ...  de  ces 
divers  pôles  dans  l'intégrale  générale.  Les  intégrales  parti- 
culières jkm  auront  ces  mêmes  pôles,  avec  des  ordres  de  mul- 
tiplicité au  plus  égaux  à  a,  ^,  . ... 

Or  la  fonction  G(j:  —  a)  admet  (aux  multiples  près  des 
périodes)  un  seul  pôle  simple  a  et  un  seul  zéro  simple  a  -h  y- 
(Nous  supposons  pour  plus  de  simplicité  qu'on  ait  pris  la 
constante  arbitraire  a  égale  à  l'afTixe  de  l'un  des  pôles  de 
l'intégrale  générale.)  Donc  les  fonctions  zik  n'auront  d'autres 
pôles  que  a-\-  q^  a,  bj  . . . ,  avec  des  ordres  de  multiplicité  au 

plus  égaux  à  i,  a —  i,  ^, D'ailleurs  p.  et  {x'  n'admettent 

qu'un  seul  pôle  simple  a;  les  polynômes  PJ-J*  n'admettront 
donc  que  ce  seul  pôle,  avec  un  ordre  de  multiplicité  i  —  /. 
Donc,  en  vertu  des  relations 


les  fonctions  H/a  n'auront  d'autres  pôles  que  a  4-  5^,  a,  6,  ... , 
avec  des  ordres  de  multiplicité  au  plus  égaux  à  i,  a  -j-  « —  2, 
p,  .... 

On  aura  donc  (t.  II,  n"  337) 

(12)  I  _L_B,Z(x— ^^)-hB2Z'(.r— /^)-h...4-Bp        Z?-i     {x—a) 

A|,  Aa,  .  . . ,  B|,  .  . . ,  M,  C  étant  des  coefficients  qui  restent 
à  déterminer  et  qui  satisfont  à  la  relation 

(i3)  A,-T-B, -+-. .  .-hM  =  0. 

227.  On  peut  transformer  cette  expression,  de  manière  à 
y  remplacer  les  fonctions  Z  par  des  fonctions  elliptiques. 
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On  a,  en  effet, 

Z(a.-«)-Z(x)= '-^ .+z('^-a)^z('^); 

^  /         V    /       sn.rsn(j7  — a)  \2  /  \^J 

car  les  deux  membres  de  cette  équation  ont  les  mêmes  pé- 
riodes (0,  a>',  les  mêmes  pôles  simples  o  et  a  et  les  mêmes 


w' 


résidus;  enfin  ils  sont  égaux  pour  x  =  - 
On  vérifie  de  même  la  relation 


I  „./io' 


sn-(j?  —  a)  \  2 

Tirons  de  ces  équations  les  valeurs  de  7j(x  —  a),  Z'(x  —  a), 
Z"(j:  —  a),  . . .,  pour  les  substituer  dans  (12);  éliminons  de 
même  Z(x  —  6),  ...;  Z(j;)  disparaîtra  en  vertu  de  Féqua- 
tion  (i3)et  il  viendra,  en  désignant  par  C  une  nouvelle  con- 
stante, 

sna  A, 


Ha  -  A, 


(l4)   '  —  Aa^./_, 


snj:sn(j;  —  a)        sn*(j?  —  a) 


^j,oL^i-k  sii*(x  — a) 


snb  sn(a-hr/) 


sn  wT  sn  (  j:-  —  ^  )  sn  x  su  (j:  —  a  —  q) 

Il  ne  restera  donc  d'indéterminé  dans  l'expression  de  la 
fonction  H/yt  que  les  constantes  A,  B,  . . . ,  M,  C. 

228.  Tout  est  maintenant  connu  dans  les  intégrales  j^/;t,  à 
l'exception  des  paramètres/?,  q  et  des  coefficients  encore  in- 
connus qui  figurent  dans  l'expression  des  fonctions  H/^t  et 
dans  les  fonctions  linéaires  Yth  (les  polynômes  P  dépendant 
de  ces  derniers).  On  déterminera  ces  dernières  inconnues 
par  la  substitution  des  expressions  obtenues  dans  Téquation 
différentielle. 

Cherchons  d'abord  les  intégrales  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce,  telles  quejKn-  On  aura 

:ku  =  GH 
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en  posant,  pour  abréger, 

En  prenant  la  dérivée  logarithmique  de  G,  il  viendra 

^=p-^Z{a!-a-q)-Zix-a) 

—  P^sn{x  —  a)%n{x  —  a  —  q)  \a       ^)         \a/ 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  une  fonction  dou- 
blement périodique,  que  nous  désignerons  par  I. 
On  aura,  par  suite, 


d'où 


G'  =  GI, 


4-  GH  =  G'H  +  GH'=  G(IH  -f-  H'), 
dx 

-^GH=:G[I(IH-HH')  +  (IH-t-H')'], 
-G[(P4-r)H-+-2lH'-hH''], 


Ces  valeurs,  substituées  dans  le  premier  membre  de  Téqua- 
lion  différentielle,  donneront  pour  résultat  GL,  L  désignant 
la  fonction  doublement  périodique 

Les  coefficients  /?< ,  /?2»  -- 1  fiy  •  •  •  étant,  par  hypothèse, 
des  fonctions  doublement  périodiques,  telles  que  pi  admette 
les  pôles  a,  i,  ...  avec  des  ordres  de  multiplicité  au  plus 
égaux  à  /,  seront  de  la  forme 


sng  - 


sn^sn(a;  — a)  *  sn*(j?  — a) 


sïïb  ^, 


snj?sn(^  —  b) 


Nous  avons  trouvé  pour  H  une  forme  analogue,  linéaire  et 
homogène  par  rapport  aux  coefficients  inconnus  A|,  A2,  . .  -, 
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B^y  . . .,  M,  C,  et  Ton  en  déduit,  par  dérivation,  H',  H",  . . . 
Enfin,  en  posant,  pour  abréger, 


nous  avons 


sn^ 


sn(x  —  a)sn{x  —  a  —  q) 
l'—Z'(x^a  —  q)  —  Z'{X'-a) 

1  I 


sn'(j?  —  a  —  q)       sn'(a?  —  a) 

et  Ton  en  déduit,  par  dérivation,  F,  .... 

En  substituant  ces  valeurs,  nous  aurons  Texpression  de  la 
fonction  doublement  périodique  L.  Cette  fonction  s'annulera 
identiquement  (et  j^n  sera  une  intégrale),  si  elle  a  plus  de 
zéros  que  de  pôles. 

Or  j'u  admettant  les  pôles  a,b,  ...  avec  des  ordres  de  mul- 
tiplicité au  plus  égaux  à  a,  p,  . . .,  sa  dérivée  d'ordre  t  les  ad- 
mettra avec  des  degrés  de  multiplicité  au  plus  égaux  à  a  H-  ^'9 
P  4-  /, En  la  multipliant  par  le  coefficient /?,!_/,  qui  les  ad- 
met avec  des  ordres  de  multiplicité  au  plus  égaux  k  n  —  i,  on 
aura  une  expression  admettant  ces  pôles  avec  des  degrés  de 
multiplicité  au  plus  égaux  à  a  +  /i,  ^  -|-  w,  . . .;  et  GL,  qui 
est  une  somme  d'expressions  semblables,  jouira  de  la  même 
propriété.  D'ailleurs  G  n'admet  qu'un  pôle  et  qu'un  zéro  (si 
toutefois  il  en  admet).  Donc  le  nombre  total  des  pôles  de  L, 
comptés  avec  leur  ordre  de  multiplicité,  sera  au  plus  égal  à 

Il  suffira  donc,  pour  annuler  L  identiquement,  d'expri- 
mer que  cette  fonction  admet  des  zéros  simples  ou  multiples, 
choisis  à  volonté,  et  dont  l'ordre  de  multiplicité  totale  sur- 
passe a-|-/i-f-p-f-/H-...,  ou  que,  la  somme  des  ordres  de 
multiplicité  de  ses  pôles  étant  inférieure  de  8  à  la  limite  ci- 
dessus,  il  existe  a-hn-j-^-hn-h...  —  8-f-i  zéros. 

Les  équations  de  condition  ainsi  obtenues  forment  un  s}'s- 
J.  —  Cours,  III.  19 
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tème  surabondant.  Mais  on  sait  a  priori  qii' elles  admettent 
des  solutions.  Elles  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  coefficients  A< ,  Aj,  . . . ,  B| ,  . . . ,  M,  C  de  H.  En  élimi- 
nant ces  coefficients,  on  obtiendra  des  équations  entre/?' et  g^ 
lesquelles  seront  manifestement  algébriques,  par  rapport  à  p\ 
snq  et  sa  dérivée  cn^dn^. 

A  chaque  système  de  valeurs  ainsi  trouvé  pour  jo'  et  q  cor- 
respond pour/?  une  valenr 


'-''■*Kï)-K?-')' 

et  pour  s^^  s\  des  valeurs 

/  PW'H - 

Les  valeurs  àep'  et  de  q  étant  substituées  dans  les  équations 
de  condition,  celles-ci  détermineront  une  partie  des  coeffi- 
cients A| ,  A2,  . . . ,  B| ,  . . . ,  M,  C  en  fonction  des  autres.  Au- 
tant il  en  restera  d'indéterminés,  autant  on  aura  d'intégrales 
particulières  j' 4 1 ,  JK<  2>  •  •  •  3^^^  multiplicateurs  s^ ,  s\ . 

On  aura  ainsi  obtenu  toutes  celles  des  intégrales  qui  sont 
doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 

229.  Nous  avons  ainsi  déterminé  les  divers  couples  de 
multiplicateurs  ^i,  $\]  $2,  s^',  ...  et  les  diverses  intégrales 
doublement  périodiques  de  seconde  espèce 

j^u)    .  •  •  ?   yikf    « .  •  » 

*»ll>        •  •  •  ?        ^lk>        •  •  •  ) 


■•A  ••••  •••• 


correspondant  à  chacun  d'eux.  Si  le  nombre  de  ces  inté- 
grales est  égala  Tordre  n  de  l'équation  différentielle  (ce  qui 
aura  généralement  lieu),  leur  combinaison  donnera  l'intégrale 
générale.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudra  déterminer  de  nou- 
velles intégrales. 

Supposons  que  nous  ayons  construit  toutes  celles  des  inté- 
grales j^/^t,  Zikj  . . . ,  dont  le  premier  indice  est  <:^)v,  et  déterminé 
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les  fonctions  linéaires  correspondantes  Y/^,  Y^.^,  ....  Cher- 
chons à  déterminer  les  intégrales  y\k  (s'il  en  existe)  et  les 
fonctions  correspondantes  Yx*,  Yx*. 

On  a 

7x*  =  G[Hx*  +  2PiîrH„„], 

où  tout  est  connu,  sauf  les  coefficients  indéterminés  A^, 
AYj  ...,  B^*,  ...,  M^*,  C'^*,  dont  dépend  HxA»  et  les  coefficients 
de  YxA,  Y>jt,  dont  les  polynômes  P(ï*  dépendent  linéairement. 

Substituons  cette  expression  de  ^xa  dans  Téquation  diffé- 
rentielle. Le  résultat  sera  de  la  forme  GLxa,  Lxa  étant  une 
fonction  aisée  à  obtenir  par  la  différentiation  et  telle  que 
la  somme  des  ordres  de  multiplicité  de  ses  pôles  ne  sur- 
passe pas  a  -i-  /i  H-  P  H-/i  -j- .  . . .  D'ailleurs  cette  fonction  est 
doublement  périodique.  En  effet,  changeons  x  en  x  -h  tù.  Il 
est  évidemment  indifférent  de  faire  cette  opération  sur  j'x* 
avant  de  le  substituer  dans  l'équation  différentielle  ou  de  la 
faire  dans  le  résultat  de  la  substitution.  Dans  le  premier  cas, 
on  change JKXA  en  Si{y\k-^Y\k)  et  comme  Yxa  est  une  fonc- 
tion linéaire  des  intégrales  déjà  trouvées,  le  résultat  de  la 
substitution  de  cette  nouvelle  expression  se  réduira  à  .ç<  GLx*. 
Donc  GLxA  se  reproduit  multiplié  par  Si  quand  on  y  change 
a:  en  a;  -h  w,  et  comme  G  jouit  de  cette  propriété,  Lxa  ne 
sera  pas  altéré* 

On  verra  de  même  qu'on  n'altère  pas  Lx*  en  changeant  x 
en  X  -+-  (o'. 

Il  suffira  donc,  pour  annuler  Lxa,  d'exprimer  qu'il  admet 
plus  de  a-hw-f-P-f*/i-|-...  zéros.  On  obtiendra  ainsi  un 
système  d'équations  linéaires  et  homogènes  pour  déterminer 
les  coefficients  inconnus.  Si  ce  système  est  compatible,  il 
existera  des  intégrales  de  l'espèce  cherchée.  Sinon  on  sera 
assuré  que  la  classe  des  intégrales  yik  est  entièrement 
épuisée,  et  l'on  fera  une  recherche  analogue  sur  les  autres 
classes  d'intégrales.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera  néces- 
sairement à  un  système  de  n  intégrales  distinctes. 

230.  Parmi  les  équations  qui  rentrent  dans  le  type  qui 
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vient  d'être  étudié  se  trouve  l'équation  de  Lamé 
•;f~t  ""  ['^^{^  -+-  0  k'sn*x-\-  h]y=i  o, 

CIJO 

où  m  est  un  entier  positif,  et  k  le  module  de  la  fonction 
elliptique  snx. 

Changeons  x  en  x  -] >  l'équation  deviendra 


dx 


Y        \ni{m->r\)        .l 


ou,  en  développant  — ^—  en  série, 

sn  X 

,  ^.         d-y        [mim  -4-1)  ,1 

(i-^)        ^i  -  I  — ^-:^2 --\-a^-\r-a,x^-^,,Ay  =  o. 

Cette  équation  n'a  qu'un  point  critique,  j:  =  o,  et  ses  in- 
léj^^rales  sont  monodromes.  En  effet,  posons 

On  aura  les  équations  de  condition 

/•(/•  —  i)  —  m{m-\'  i)  =:  o, 
[(/■  -i--  2[jl)  (r  4-  2|i.  —  i)  —  m{ni  -n  i)]c^ 

On  en  déduit  pour  r  les  deux  valeurs  entières 

r—.^m^         /•  =z:  m  +  I . 
D'ailleurs  le  multiplicateur  de  Cu,  se  réduisant  à 

2[jl(2[jl-4-  2r  — i), 

ne  sera  pas  nul,  quelque  valeur  positive  que  l'on  donne  à  u. 
On  a  donc  deux  intégrales  monodromes,  dont  l'une  a  un 
pôle  d'ordre  m  et  l'autre  un  zéro  d'ordre  w  4-  i. 

231.  Effectuons  les  calculs  dans    le   cas   particulier   où 
m  ==  I .  Nous  aurons  au  moins  une  intégrale  doublement  pé- 


ÉQUATIONS  UNÉAIRBS.  SgS 

riodlque  de  seconde  espèce  ayant  x  ^:=  o  pour  pôle  simple. 
Elle  sera  donc  de  la  forme 

En  la  substituant  dans  Téquation  (i5),  il  viendra 

cTp+r 1 /i]z=GL  =  o, 

L  sn*:r         J 


ou 


sn7  ^,  I  I 


l=p'-4-  ^-^ -,  rr=- 


snj7sn(j?  —  cj)  sn*(^  —  q)        sn*x 

La  fonction  GL  admettant  un  seul  pôle  x  =  o^  d'ordre  3 
au  plus,  L  admettra  le  pôle  x  =  o,  d'ordre  2  au  plus,  et  le 
pôle  X  =  q^  d'ordre  1  au  plus. 

Cherchons  les  termes  infinis  du  développement  de  L  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x.  On  a 

sn(^  —  q)  ^= —  sn^-f-j^sn'^-h..., 
'         X        snq  X* 


•  •  •  » 


X  \  sn  7  / 


Si  donc  nous  posons 

,       sn'7        cn7dn<7 

p'z= '-  z=z  — -^ i, 

snq  snq 

L»  ne  deviendra  plus  infini  pour  x  =  o;  n'ayant  pas  plus 
d'un  pôle,  il  se  réduira  à  une  constante. 

Enfin,  pour  ^  =  —  >  L  se  réduit  à 

/?'« -rr-^f h-p'i^/c^sn*q^h. 
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Si  cette  quantité  s'annule,  L  sera  identiquement  nul. 
Remplaçant  p^  par  sa  valeur  déjà  obtenue,  on  aura  pour 
déterminer  q  Téquation 

cn-<7dn*<7        ,,      -  , 

'- ^  —  A:-  sn*7  —  h  —o 

snV/  ^ 

ou 

I  —  (  I  _|_  X^î  _f.  /i  )  sn*^  ~  o . 

On  obtient  ainsi  pour  q  deux  valeurs  égales  et  contraires  ; 
les  deux  valeurs  correspondantes  de  la  quantité 

'^  SI1<7  \2/  \2  '/ 

î^eront  aussi  éerales  et  contraires.  Ln  eiiet,  — est  une 

^  sur/ 

fonction  impaire  de  q^  et  il  en  est  de  même  de 


On  a  en  effet 


K^VK^^) 


<?'-')=K-i-'-') 


Donc 


-K-"î-')--^=-KÏ-')-v 
K^-')"^'^(s-+'')=-^'- 


Posant  q^=^  o  dans  cette  formule,  il  vient 


aziîi'W-"''' 


O) 


et  la  soustraction  donnera 


Kt-')-Kï-^')-Kt)=- 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Désignant  donc  par  p^  q  l'un  des  systèmes  de  valeurs  ob- 
tenus, l'intégrale  générale  sera 


Le  cas  particulier  où  i4-Â:*  +  A  =  o  mérite  un  examen 
spécial.  Les  deux  valeurs  de  q  sont  toutes  deux  égales  à  — 
et  p  se  présente  sous  la  forme  indéterminée  oo  —  oo.  Pour 

obtenir  sa  vraie  valeur,  nous  y  remplacerons  q  par \-t\ 

il  viendra 

cn( he)dn(— 4-e) 

-     V3    ;  \.  J^z(ï:)-z(-.) 


(^■-) 


en  e  dn  e        it  «       _  .        . 

L{ —  e). 


sne  (i> 


Le    premier  terme    est    de   la   forme h  Ae  +  •  •  • . 

D'autre  part,  Z(â:)  étant  une  fonction  impaire  dont  le  résidu 
pour  X  =  o  est  égal  à  i ,  on  aura 


s 


Substituant  ces  développements  dans  l'expression  de  p  et 
posant  e  =  o  après  les  réductions,  il  viendra 


ICI 

p  — , 

(I) 


et  l'on  aura  dans  ce  cas  l'intégrale  unique 


e     *^ 


Mais  on  a 
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LMntégrale  trouvée  sera  donc  égale,  à  un  facteur  constant 
près,  lequel  est  indifférent,  à 

Nous  la  désignerons  par^<. 

Pour  déterminer  la  seconde  intégrale,  posons  y=j'tZj 
z  étant  une  nouvelle  variable.  En  substituant  et  remarquant 
que^^i  est  une  intégrale,  il  viendra 

yiz''-h^y\z'  =  o, 

ou,  en  séparant  les  variables, 

z"  2y\ 


«  7% 

log-s'  =  —  2  logji  -h  const., 

d'où,  en  désignant  la  constante  par  —  Cà'*, 

z'^  =:^*  ^-^Ck'sn^x^         /~^a)^\ 

-[K-"t)-(Ï)] 

et  en  intégrant 

^intégrale  générale  j^  sera  donc 


Z[x-\ )  H 


a: 


sn^  snx 


On  voit  qu'elle  a  bien  la  forme  que  la  théorie  générale 
permettait  de  prévoir. 


——* 
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CHAPITRE  ni. 

ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES. 


I.  —  Notions  préliminaires. 

232.  Tout  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
F  =  o,  F|  =  o,  ...  entre  des  variables  indépendantes  x^j  ..., 
ûr„,  des  fonctions  de  ces  variables  Ut,  . . .,  Um  et  leurs  dé- 
rivées jusqu'à  l'ordre  p  peut  être  remplacé  par  un  système 
ne  contenant  que  des  dérivées  partielles  premières. 

En  effet,  chacune  des  dérivées  partielles  d'ordre  p^  qui 
figurent  dans  les  équations,  est,  par  définition,  la  dérivée  pre- 
mière d'une  des  dérivées  partielles  d'ordre  p  —  i  ;  celles-ci 
sont  des  dérivées  premières  de  celles  d'ordre/?  —  a,  etc.  Si 
donc  nous  prenons  pour  inconnues  auxiliaires  les  dérivées 
partielles  d'ordre  </>>  les  équations  F  =  o,  F|  ==  o,  ...  ne 
contiendront  plus  que  des  dérivées  premières  5  et  il  en  sera  de 
même  des  équations  qui  définissent  chacune  de  nos  incon- 
nues auxiliaires,  et  qui,  jointes  aux  précédentes,  constitue- 
ront un  système  évidemment  équivalent  au  système  primitif. 

On  peut  donc  se  borner  à  considérer  les  systèmes  d'équa- 
tions simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Il 
est  même  permis  de  supposer  que  les  dérivées  partielles  n'y 
figurent  que  linéairement,  à  la  condition  de  joindre  aux 
équations  différentielles  certaines  conditions  accessoires. 

Soit  en  effet 
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un  semblable  système.  Prenons  pour  inconnues  auxiliaires 

les  dérivées  partielles  -— >  •••>  -\-^y  que  nous  représente- 

rons  par/>||,   , , . ,  pmn»    Le  système  donné  équivaudra  au 
suivant  : 

1  ; 


âu^ du, 


v2;  XT" — Piif       •••»       7r:r  — /^«« 


D'ailleurs,  pour  que  F,  . . .  soient  identiquement  nuls,  il 
faut  et  il  suffit  :  1^  qu'ils  s'annulent  pour  une  valeur  parti- 
culière il  de  la  variable  X|  ;  2°  que  leurs  dérivées  par  rapport 
à  Xi  soient  nulles.  Nous  pourrons  donc  remplacer  les  équa- 
tions (1)  par  les  suivantes  : 

/  q\  )    **  (?!»  •  •  •  »  ^n'i  ^\i  •  •  •  »  '^mî  Pu*  •  •  •  yPmn  )  =^  O, 

pour  X|  =  Ç|,  et 

ÔF        ÔF  dF 

(^)  {  .     àF    âpu    .        _^    dF    dpmn_^ 

~i      -r — r O. 


àpn  àj^i  dp  ma    àx^ 

Or  les  équations  (2)  et  (4)  forment  un  système  d'équa- 
tions linéaires,  auquel  il  suffira  de  joindre  les  conditions  ac- 
cessoires (3). 

233.  Un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

F|  m  o,  .  .  . ,  F^m  o 

entre  n  variables  indépendantes  x^^  . ,  ,y  Xn  et  m  fonctions 

lit,  . . . ,  Uni  sera  en  général  incompatible,  si  le  nombre  i  de 

ses  équations  surpasse  le  nombre  m  des  fonctions  inconnues. 

Supposons  en  effet  que  les  équations  données  renferment 
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les  dérivées  partielles  des  fonctions  u  jusqu'à  Tordre/?.  Joi- 
gnons à  ces  équations  leurs  dérivées  partielles  successives 
par  rapport  aux  diverses  variables  indépendantes.  Il  arrivera 
nécessairement  un  moment  où  le  nombre  des  équations  ob- 
tenues surpassera  celui  des  fonctions  u  et  de  leurs  dérivées 
partielles  qui  y  figurent.  En  effet,  lorsque  nous  prenons  les  dé- 
rivées partielles  d'ordre  k  des  équations  primitives,  nous  ob- 

.n(n-\-i). ,  An-\- k  —  i)  ,  .  „         ,, 

tenons  i  —^ ; équations  nouvelles  :  d  autre 

1.1. , .k  ^  ' 

part,  nous  introduisons  comme  nouvelles  inconnues  les  dé- 
rivées partielles    d'ordre  p  -h  k   des  fonctions   u,  dont  le 

,           ^       n{n-h}). .  ,(n-h p-^k^i)     ^  , 

nombre  est  m— ^ ^- Ce  nombre  sera 

I  .2.  .  .(/?  4-  A") 

inférieur  au  précédent,  dès  que  k  commencera  à  satisfaire  à 

l'inégalité 

{n  -i-  k) ,  . ,  (n  -h p  -h  k  —  1) 


i'>  m 


(i^  k),.,{p  -h  k) 


A  partir  de  ce  moment,  le  nombre  des  équations  succes- 
sivement obtenues  croîtra  plus  vite  que  celui  des  inconnues 
et  finira  par  le  surpasser.  Eliminant  alors  ces  inconnues,  on 
obtiendra  une  ou  plusieurs  relations  <[>  =  o,  ^,  =  o,  ... 
entre  les  variables  x,^  .  • . ,  ^,i  ;  celles-ci  étant  indépendantes 
par  hypothèse,  on  voit  que  les  équations  données  seront  in- 
compatibles, à  moins  que  <I>,  <!»{,  ...  ne  soient  identique- 
ment nulsy  ce  qui  donnera  autant  d'équations  de  condition 
nécessaires  pour  que  les  équations  F4  =  o,  ...,  Fj  ==  o 
puissent  subsister  simultanément. 

234.  On  voit  de  la  même  manière  qu'un  système  de  m 
équations  aux  dérivées  partielles 

F,  ZZ2  o,  . . . ,         F,n  —-  o 

entre  a;o  . .  • ,  ^T/j  et  m  fonctions  u^,  •  •  •  <,  Um  peut  en  général 
être  ramené  à  un  système  d'équations 

4>  =  o,        <l>j  =  o,         ... 
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ne  contenant  plus  qu\ine  seule  fonction  inconnue  i/f  ;  car, 
en  joignant  aux  équations  proposées  leurs  dérivées  partielles 
successives,  il  arrivera  un  moment  où  le  nombre  des  équa- 
tions obtenues  surpassera  celui  des  fonctions  ££2«  .  . .,  Um  et 
de  leurs  dérivées  partielles.  L'élimination  de  ces  inconnues 
donnera  de  nouvelles  équations  <ï>  =  o,  ^i  =  o,  . .  entre 
J7i,  . .  . ,  Xnj  Ui  et  ses  dérivées  partielles. 

235.  Considérons  un    système   d'équations  aux  dérivées 

partielles 

F|  =  o,         ....        F/zi^^^  o 

entre  les  variables  indépendantes  Xxy  .  .^Xnelm  fonctions 
<^i9  •  •  •  9  ^m;  et  soit  Ta  Tordre  des  dérivées  partielles  les  plus 
élevées  de  la  fonction  i/a  dans  ces  équations.  On  pourra,  en 
remplaçant  ^r^,  , ,  .^  Xn  par  de  nouvelles  variables  indépen- 
dantes 

(  y\  ^^  Cij  J:,  -h  .  .  .  -h  CxnXni 

(5) 

choisir  les  constantes  c,  de  telle  sorte  que  chacune  des  dé- 
rivées -v^.  S  •  •  •  >  -X— ^- j  •  •  •  fiffure  dans  les  équations  trans- 
ày\'  ^7?  ^  ^ 

formées. 

En  effet,  on  aura 


Chacune  des  dérivées  partielles  des  fonctions  £/i,  . . .,  c^m 
par  rapport  aux  variables  x^^  . . ,,  Xn  s'exprimera  donc  li- 
néairement au  moyen  des  dérivées  partielles  du  même  ordre 
prises  par  rapport  aux  nouvelles  variables  j^« ,  •  •  • ,  J'/i- 

Posons,  pour  abréger, 

(?^*. . . .  dxf,-  -^««  ••«•• 
L'une   au  moins   des  équations   données  ,  par   exemple 
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F|  =  o,  contiendra  des  dérivées  partielles  d'ordre  Tj  de  la 
fonction  Ui  ;  soient 

ces  dérivées  partielles.  La  dérivée  ^—  sera  de  la  forme 

^~  =GrQ-4-  G,/>a;^,,...^a;,^-G,/?a;^.l «;-+-•  •  •> 

G|)  G2,   ...   n'étant  pas  identiquement  nuls   et  ne  conte- 
nant, ainsi  que  Gq,  aucune  dérivée  de  2/|  d'ordre  >  r^. 
Transformons  cette  équation  par  la  substitution  (5);  il 

viendra 

dF,  _       âF,  ^F^ 

f,  d  â     Y\-^^  (à  d     Y'n 

_  ^«1+1  r^n  Zl r»   _;_  R' 

—  ^11        •  •  •  ^l/i    ^j/i+1     ^        » 

R'  étant  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
/*! -4- 1  de  la  fonction  Uxy  autres  que  celle  que  nous  avons 
mise  en  évidence. 

Les  autres  dérivées  d'ordre  r^  -H  i  qui  figurent  dans  Tex- 

pression  de  ^— ^  donnent  un  résultat  analogue. 

On  aura  enfin 

Gq  '—  Fq,         Ct|  zz:  Fi         . .  . , 

Fo,  Ti,  ...  ne  contenant  les  nouvelles  dérivées   partielles 

de  Ui  que  jusqu'à  l'ordre  r|. 

dF 
On  aura  donc,  pour  transformée  de  -r— ^,  l'expression 


dF,  aF, 

Cm  -T — |-...-|-C 


^r.+l 


ày\' 
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R  ne  contenant  pas  la  dérivée  -r .-  •  D'ailleurs  le  coefficient 

de  -\  ^ _^l  ne  peut  être  identiquement  nul;  car,  en  Texpri- 
inant  au  moyen  des  anciennes  variables  x.  il  dévient 


et  comme  G|,  G^,  ...  ne  sont  pas  identiquement  nuls,  il  ne 
peut  évidemment  s'annuler  que  pour  des  valeurs  particu- 
lières des  constantes  c.  En  avant  soin  d'éviter  ces  valeurs,  on 
voit  que 

contiendra    la    dérivée    -^ ry  ce   Qui  serait   évidemment 

w      A 

impossible,  si  F^  ne  contenait  pas  la  dérivée        .'» 

236.  Nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où  les  équa- 
tions transformées  ont  pour  premiers  membres  des  fonctions 

distinctes   des  dérivées  -, — -y  •-•>     ,"*    '^ -  En  les  résolvant 

àyV  àyrr 

par  rapport  à  ces  dérivées,  nous  pourrons  mettre  le  système 
sous  la  forme  normale 

^1,  . . .,  ^m  étant  des  fonctions  des  variables  indépendantes 
j^<,  . . . ,  j^i,  des  fonctions  m,,  ...,  Um  et  de  leurs  dérivées 
partielles  jusqu'à  Tordre  r^  ...,  r^  respectivement  (celles 
de  ces  dérivées  qui  figurent  aux  premiers  membres  étant 
exceptées). 

Théorème.  —  Les  quantités  y i,  ...,  yn^  W|,  ...,  Um}  •••? 
■.  Q^^^  ^^  S  •  •  •  qui  figurent  dans  les  fonctions  ^<,  ...,  ^m 
étant  traitées  comme  des  variables  indépendantes,  soit 
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ai<f  .  • . ,  a«,  6i,  . . . ,  bmt  •  •  •  ï  ^a,a,..  î  •  •  •  w/i  système  quel- 
conque de  valeurs  de  ces  variables  aux  environs  duquel 
<ï>< ,  . . . ,  ^TO  soient  développables  par  la  série  de  Taylor, 
Soient  d^ autre  part 

«fe^  fonctions  quelconques  de  y 21  •  •  •  »  JKto  développables 
par  la  série  de  Taylor  aux  environs  du  système  de  va- 
leurs «2,  . . . ,  «OTj  ^t  telles  en  outre  que  Von  ait  en  ce  point 

âyi  '     -    *'^-' 

On  pourra  déterminer,  et  cela  d'une  seule  manière,  un 
système  de  fonctions  W| ,  . . .,  Um  des  variables  y  ^ ,  . . .,  j^On 
développable  par  la  série  de  Taylor  aux  environs  du 
point  ai,  . ..,  a„f  et  qui  satisfasse  aux  équations  (6)  ainsi 
qu'aux  conditions  initiales  suivantes  : 

du,         ,  â'-'u,         ,._, 

(7){  du^         j  d''*-'u^  \pour7,=:a, 


Cette  proposition  fondamentale  est  due  à  Cauchy.  M"*  de 
Kowalewska  en  a  donné  une  démonstration  élégante,  que  nous 
allons  reproduire. 

237.  Considérons  tout  d'abord  le  cas  où  les  équations  aux 
dérivées  partielles  proposées  sont  du  premier  ordre,  linéaires 
et  homogènes  par  rapport  aux  dérivées  partielles,  et  ne  con- 
tiennent pas  les  variables  indépendantes,  de  telle  sorte  que 
le  système  (6)  se  réduise  à  la  forme 

(8)  ^=.V     Gi,^ 

(/:=  I,  2. . . .,  m;     k=^i,^, . .  .,m;     Iz=l2,  . .  .,n), 
où  les  G  sont  des  fonctions  de  ;/|,  . . . ,  Um- 
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L'énoncé  du  théorème  général  se  réduira  alors  au  suivant  : 

Soient  b^y  . . . ,  bm  un  système  de  valeurs  de  Wi,  ...,  i/^, 
aux  environs  duquel  les  fonctions  G  soient  développables 
par  la  série  de  Taylor;  a^,  ...,  an  d'autres  constantes 
quelconques.  Soient,  d'autre  part,  <pi . ...,  ?m  des  fonctions 
dej'2j  •  •  •»  J'/ii  qui  se  réduisent  respectivement  ^  6| ,  .  • . ,  6,« 
pour  y2'-=cc2i  •  •  •  j  ^'n  =  ^/o  ^^  qui  soient  développables 
par  la  série  de  Taylor  aux  environs  de  ce  système  de  va- 
leurs.  On  pourra  déterminer  d'une  seule  manière  un 
système  de  fonctions  i/|,  - . . ,  Um  des  variables  y  ^^  . .  .^y,t, 
développables  par  la  série  de  Taylor  aux  environs  du  point 
y^z=ax^  ,,,^  yn=^a„j  qui  satisfassent  aux  équations  (8),  <?f 
enfin  se  réduisent  respectivement  à  ^  i , . . . ,  (p^  pour  y^=:a^. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier  Técriture,  que  a^^  . . . , 
an,  &i,  . . . ,  bm  soient  nuls,  ce  qui  ne  nuit  pas  à  la  généra- 
lité de  la  démonstration,  car  on  pourrait  au  besoin  prendre 
pour  variables  indépendantes  y^  —  «i,  ...  ^yn —  an  et  pour 
fonctions  inconnues  u^  —  6j,  ...,  Um — 6^,;  enfin,  consi- 
dérer à  la  place  des  fonctions  f  4 ,  . . .  ,  ^m  les  fonctions 
?!  —  61,  . . .,  Cp;,* —  bm' 

D'après  les  hypothèses  faites,  les  fonctions  G^^  sont  déve- 
loppables en  séries,  de  la  forme 

(9)  Gi,  ^^A^V.  "?•«?- ••• 

Ces  séries  étant  convergentes  tant  que  les  modules  de  £/|, 
^/.j,  . . .  seront  assez  petits,  on  pourra  déterminer  deux  con- 
stantes M,  r,  telles  que  Ton  ait 

et,  a  fortiori  y 

(10)  modAi*L   -z—^ — ,— ^-j — — 

On  aura  de  même 
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et  l'on  pourra  déterminer  deux  constantes  N,  p,  telles  que 
Ton  ait 

(u)  modBp.p....  <  ^%^,;;,...        ^pr^p—  • 

Les  fonctions  cherchées  Uf,  ...,  Um^  devant  être  développa- 
blés  suivant  les  puissances  de^< ,  . . .,  jK/i  pour^^  =  o,  seront 
de  la  forme 

7/n  ?<29  •••  étant  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  puis- 
sances dej^a,  '"tyn* 

Remplaçons,  dans  les  équations  (8),  les  fonctions  G^^,  puis 
les  fonctions  Ui  par  les  développements  (9)  et  (12),  et  éga- 
lons les  coefficients  des  mêmes  puissances  de^i  dans  les  deux 
membres;  nous  obtiendrons,  pour  déterminer  les  coefficients 
(^/i , . . .,  (fi^,  . . .,  une  série  d'équations  de  la  forme  suivante  : 

(•3)  (p.-f-i)9/,|jn-i  =  F/,|i-Hi, 

F|,ji^.i  étant  une  somme  de  termes  dont  chacun  est  le  pro- 
duit: I®  d'un  entier  positif;  2**  d'un  des  coefficients  A  ;  3°  d'un 
produit  de  séries  (f  dont  le  second  indice  ne  surpasse  pas  [x  ; 
4**  d'une  dérivée  partielle  de  l'une  de  ces  fonctions  (f. 

Les  formules  (i3)  fourniront,  par  voie  récurrente  et  sans 
ambiguïté,  les  valeurs  des  diverses  fonctions  <fi^  sous  forme 
de  séries  procédant  suivant  les  puissances  de  jk2î  •••?  J'/h 
chaque  terme  ayant  pour  coefficient  un  polynôme  formé  avec 
les  coefficients  A,  B  et  dont  chaque  terme  est  affecté  d'un 
facteur  numérique  positif. 

Nous  trouvons  ainsi  une  solution  unique;  mais,  pour 
prouver  qu'elle  est  acceptable,  il  reste  encore  à  établir  ]a 
convergence  des  séries  obtenues. 

238.  Or  il  est  clair  qu^on  diminuera  les  chances  de  con- 
vergence en  remplaçant  les  coefficients  A,  B  par  les  limites 
supérieures  (10)  et  (11)  de  leurs  modules;  mais  nous  allons 

J.  —  Cours,  III.  ao 
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prouver  que,  même  dans  ces  conditions  défavorables,  la  cou- 
vergence  subsiste  lorsque  j'i,  ...,  ^n  sont  suffisamment  petits. 
On  a,  en  effet,  dans  ce  cas, 


•V/  X  _       I    —       f  — 1    -1-1   -*-..- 


M 


^^       a,  !  Xj  !  .  .  .  ,.a,-i-a,-+-...  ^^  _|_  ^^^  _^^     _}_  ^,^^^ 

I  — 

/• 

et  de  même 


(  Pi  "+"  p3  +  •  •  •  )  •    ivT  y  1*^3*  '  '  • 


N/ 


P-^ 


en  posant,  pour  abréger,  J^a  +  .  •  •  -h  ^«  =  ^. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  deviendront  donc 

.,.  àuj, M V'     duk 


I  — 

/• 


et  les  conditions  initiales  seront 

(i5)  Ui— pourji  — o. 

P       * 

Posons 

Les  équations  (i4)  et  (i 5)  se  réduiront  aux  deux  suivantes  : 

(i6)  —--= r/n(/i  — i)-^, 

I 

r 

(17)  ^--flTt     POwr7i  =  o. 

Or  l'équation  (16)  étant  mise  sous  la  forme 

(,-=4)|--MM»-.)^  =  o, 

son  premier  membre  est  le  jacobien  des  deux  fonctions  if  et 
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/  1 _  j  /  -I-  M/n(n —  0^1  •  Elle  équivaut  donc  à  la  rela- 


tion 


F  étant  une  fonction  arbitraire.  Cette  fonction  sera  détermi- 
née par  la  condition  (17),  laquelle  donne 


ou,  en  posant 


=  r,         d'où         t  =  ^- > 

^      ^  \  /•    /    N  -h  i' 

Donc  ^  sera  déterminé  par  Féquation 

Les  deux  racines  de  cette  équation  se  réduisent  respective- 
ment à  zéro  et  à—  pour  y,  =  o,  f  =  0.  Aux  environs  decesvs- 

tème  de  valeurs,  elles  sont  développables  en  série  convergente 
suivant  les  puissances  de  y^  et  de  t.  Prenant  celle  de  ces  deux 
séries  qui  s^annule  pour^<  =  0,^  =  0,  on  aura  la  fonction 
cherchée  ^(jKn  ^)î  dans  laquelle  on  n'aura  plus  qu'à  substi- 
tuer e=y2-h'  •  --l-^/i  pour  obtenir  les  développements  de 

iii9  • . . ,  Um'i  qui  seront  évidemment  convergents  tant  que  les 

R 
modules  des  variables  y  seront  moindres  que  >  R  dé- 
signant le  rayon  de  convergence  de  la  série  ^{y^^  t)  par  rap- 
port aux.  variables  j^i  et  t. 

239.  La  démonstration  du  théorème  général  du  n*  236  se 
ramène  aisément  au  cas  particulier  que  nous  venons  de  dis- 
cuter. 
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Prenons,  en  eflet,  pour  variables  auxiliaires  les  dérivées 
partielles 

àyV  àyV  •  •  •  ^^""*-"' 

qui  figurent  dans  les  équations  (6)  et,  pour  plus  de  symétrie, 
posons  en  outre  Ui  =  />o.o,...'  Les  équations  (6)  et  (7)  devien- 
dront 

(«9)  /^ii,o,o....  =  ??»     pour  7i  =  ai     et     aj  <  r,. 

Ces  dernières  équations,  dérivées  par  rapport  à  j>'a,  ...,^«1 
donneront  plus  généralement 

(20)  Koc...,«,=  ^a,j,^,,,/,^^      pour  ^,  =  a,  et  a,  <  r, 
et,  par  suite, 

/>â,.a,....a„  =  ^«.,a,....a„     pour  y^  —  a^,    ,,,,  y^—  a„. 

Enfin,  si  Ton  pose  j^i  =  ai  dans  les  équations  (18),  il 
viendra 

(21)  A>r.,o,o,...  =  */(«!, -.M  r/i»?i»-.-»jï-;^'-^       pourj=ai. 

Aux  équations  (18),  (19),  (20),  il  faut  encore  joindre  celles 
qui  définissent  les  dérivées  partielles  Pa^.a, a^>  à  savoir 

(22}  — ^- — /?a,-i-i,o,o,...,     SI  «!<// 

et 

(^3)  ^U «-=^3^3^77*'  «i««^--+-^«>o- 

Les  relations  (20)  et  (21)  expriment  d^ailleurs  que  les  équa- 
tions (23)  et  (18)  sont  satisfaites  pour  ^4  =  a|.  En  tenant 
compte  de  cette  condition,  on  pourra  évidemment  remplacer 
ces  équations  (23)  et  (18)  par  leurs  dérivées  partielles  par 
rapport  à  yt . 
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On  trouve  ainsi,  en  supposant  aa  ^  o  par  exemple, 

Si  a^  était  nul,  mais  a3  >>  o,  on  trouverait  de  même 
(23/  ^/^«,.o.ttt,...  __  <?Pa,-n.o,«>-i... 

et,  enfin,  si  aj,  . . . ,  aLn-\  étaient  nuls,  d'où  ol^  >  o. 

Prenant  enfin  la  dérivée  partielle  des  équations  (i8)  par 
rapporta^!,  ^^  substituant  dans  le  second  membre  aux  déri- 
vées partielles  des  p  leurs  valeurs  (aa),  (aS'),  (a3"),  ..., 
(23'"),  il  viendra 


1 


d^i       dpa^+i.o «,-1 


240.  Nous  avons  ainsi  remplacé  le  système  des  équa- 
tions (6)  et  des  conditions  initiales  (7)  par  celui  des  équa- 
tions (22),  (23y,  (23)",  .. .,  (23)"^  et  (24)  et  des  conditions 
initiales  (20),  (21).  Nos  nouvelles  équations  sont  du  pre- 
mier ordre  et  linéaires  ;  mais  elles  ne  sont  pas  homogènes  et 
contiennent  encore  en  général  les  variables  indépendantes 
^4,  . .  .,^/i.  Pour  achever  de  les  réduire  à  la  forme  voulue, 
introduisons  de  nouvelles  variables  auxiliaires  t\,  • . . ,  tn 
définies  par  les  équations 

Elles  satisfont  aux  équations  aux  dérivées  partielles 

(25)  -— '-1=1,  ^-=:0,  ...,  T-=^ 
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et  aux  conditions  initiales 

(26)     ti  =  ai,       f,  =  7t,  -M       ia=^yn       pour  y i  =  ai. 

Il  est  clair  que  ces  conditions  suffisent  à  les  déterminer. 
Joignons  ces  conditions  aux.  équations  précédentes  et  trans- 
formons  d'ailleurs  celles-ci  :  1°  en  y  remplaçant  dans  les  dé- 
rivées partielles  de  <>|  les  variables  indépendantes  j^i  y  •••jj^« 
parles  quantités  équivalentes  ^1,  ...,  /„;  2^  en  multipliant 
tous  les  termes  des  seconds  membres  qui  n'ont  pas  en  facteur 

une  dérivée  partielle  des  inconnues  p  par  ^-^  ?  qui  est  évi- 
demment égal  à  I.  Cette  transformation  opérée,  les  in- 
connues p  et  t  seront  fournies  par  un  système  d'équations 
linéaires  et  homogènes  du  premier  ordre,  auquel  on  devra 
joindre  les  conditions  initiales  (20),  (21),  (26)  qui  ont  lieu 
pour  ji  =  a,. 

Les    valeurs   des  variables  ^j ,    . .  . ,   tn  et  /?â„a,,.  .,«•  pour 

ji  =  a, ,  . . . ,  jKn  =  O;,  sont  d'ailleurs  a, ,  . . . ,  a„  et  6^,  „, «.. 

Aux  environs  de  ce  système  de  valeurs,  les  fonctions  ^i  sont 
par  hypothèse  développables  suivant  la  série  de  Taylor;  il 
en  sera  de  même  de  leurs  dérivées  partielles. 

Toutes  les  conditions  nécessaires  à  l'application  du  théo- 
rème du  n"  237  se  trouvant  ainsi  remplies,  nous  obtiendrons 
pour  les  inconnues  t  et  p,  et  en  particulier  pour  les  in- 
connues primitives 

des  séries  procédant  suivant  les  puissances  de^i  —  ai,  . . ., 
jn  —  «//  et  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  du  problème. 
Les  fonctions  Ui  ne  sont  définies  par  ces  séries  que  dans 
la  région  où  celles-ci  sont  convergentes;  mais  on  pourra 
suivre  leur  variation  de  proche  en  proche  par  les  mêmes 
procédés  que  nous  avons  employés  pour  l'étude  des  équa- 
tions différentielles  à  une  seule  variable  indépendante. 
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II.  —  Ëcpiations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

241.  Considérons    Féquation  aux  dérivées  partielles  li- 
néaire et  du  premier  ordre 

(i)  P,/?,-4-...-4-P„/>n==Z, 

où  Pi,  . . .,  P/2,  Z  sont  des  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes a?!,  . . .,  j^/t  et  de  la  fonction  inconnue  z;  p^,  . .  .^  pn 

désignant  les  dérivées  partielles  ^-^j  •  •  •  j  ^ — • 

La  fonction  z  étant  supposée  définie  par  une  équation  im- 
plicite 

(2)  *(j?,,  ,..,a:nyZ)—Oy 

cherchons  à  déterminer  la^forme  de  la  fonction  ^,  de  telle 
sorte  que  l'équation  (i)  soit  satisfaite. 

L'équation  (2)  dérivée  par  rapporta  Xi  donnera 

Substituant  dans  (i)  les  valeurs  des  dérivées  partielles  y?/ 
tirées  des  équations  (3),  il  viendra 

Pour  que  la  valeur  de  z  tirée  de  (2)  satisfasse  à  Téqua- 
lion  (i),  il  sera  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'équation  (4) 
soit  une  conséquence  de  (2). 

Cela  posé,  intégrons  le  système  des  équations  difieren- 
ti  elles 


(•>) 


P.  P„ 


Les  équations  intégrales,  résolues  par  rapport  aux  con 
stantes  d'intégration  Ci,  . . .,  C/i,  prendront  la  forme 

(6)  ?i---Ci,         •..,        ?i»=c„, 
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?i  y  •  •  M  ?a  étant  des  fonctions  de  j^i ,  , .  .^  Xny  z.  On  sait  (42) 
qu'en  posant 

*  — F(?i,  •••,?»)» 

F  désignant  une    fonction  arbitraire,    l'équation   (4)    sera 
identiquement  satisfaite. 

Nous  obtiendrons  donc  une  solution  de  Téquation  (i)  en 
déterminant  z  par  l'équation 

Mais  il  n'est  pas  établi  que  cette  solution  soit  la  seule  pos- 
sible, car  il  n'est  pas  nécessaire,  pour  qu'on  ait  une  solu- 
tion, que  l'équation  (4)  soit  identique.  Il  suffit  qu'elle  soit 
satisfaite  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x^,  . . .,  Xn^  ^ 
qui  satisfont  à  ^  =  o. 

Pour  déterminer  les  autres  solutions,  s'il  en  existe,  nous 
remarquerons  que  les  équations  (5)  ayant  pour  intégrales 
générales  les  équations  (6),  les  équations  (5)  ou  les  équa- 
tions équivalentes 

Z  dxi  —  Pi  (i^  =:  o 
sont  des  combinaisons  linéaires  des  équations 

On  aura  donc,  en  désignant  par  An,  ...;  B4,  ...  des 
fonctions  de  J^i,  . . .,  Xn^  z  faciles  à  déterminer, 

(7  )  P/  dXi—  Pi  dXi=  Ail  <i<ipi  ■+-...  H-  ^ind^ny 

(8)  z  dxx  —  P^dz  =  Bi  ûftp,  4- . . . -4-  B,j  <i<p„. 

Multiplions  les  équations  (7)  respectivement  par  p^^  ..., 
/?/,  ...  et  retranchons-en  l'équation  (8).  En  tenant  compte 

de  l'identité 

dz  =:  pi  dxi  -h . . .  4-  /?»  dx^ 

et  posant,  pour  abréger, 

\  ^ikPi—   B;t=C^, 
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il  viendra 

(P,/?i-h...4-P„/?„  — Z)t/j7i-\    Ckdok. 

Si  nous  supposons  l'équation  (i)  satisfaite,  cette  équation 
se  réduira  à 


\    Ckd^k=o. 


Si  donc  les  quantités  C^  ne  sont  pas  toutes  nulles,  les  dif- 
férentielles rfçi ,  . . . ,  rf(p„  seront  liées  par  une  relation 
linéaire,  et  Ton  aura  entre  les  fonctions  cp  une  relation 

C'est  la  solution  trouvée  tout  à  l'heure. 
Reste  l'hypothèse 

\j\  —  Oj  ...  y         ^^k  — ■  ^j  • . . . 

Ces  équations,  combinées  avec  l'équation  donnée 

déterminent  p,,  . ... pn,  z  en  fonction  de  x^,  .,.,  Xn.  Les 
valeurs  ainsi  obtenues  fourniront  une  solution  si  elles  satis- 
font aux  relations 

dz 

ce  qui  n'aura  évidemment  lieu  que  dans  des  cas  très  excep- 
tionnels. 

242.  Applications.  —   i**  Soit  à  intégrer  l'équation  aux 

dérivées  partielles 

dz       .dz 

dx         dy  """ 

des  cylindres  parallèles  à  la  droite  (x=  aZj  y=^  bz).  On 
formera  le  système 

—  =:^=dz 
a  b 
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dont  rintégrale  générale  est 

LMquation  proposée  a  donc  pour  intégrale  générale 

*(j?  —  ci^y  y  —  bz)z=zo, 
2*^  Considérons  Téquation  aux  dérivées  partielles 

des  cônes  ayant  leur  sommet  au  point  a,  ^,  y.  On  formera 

le  système 

d.r     dy     dz 

X  —  ot        y  —  p        z  —  Y 
dont  rintégrale  générale  est 

log(^  —  a)  =:z:log(5  —  ï)  -^  const., 
log(a7  —  p)  =^log(5  —y)  h- const. 


ou 


X  —  a  y  —  3 

-    — -m  const.,  ^ ^  TU  const. 

z  —  Y  ^  —  Y 

L'intégrale  cherchée  sera 


o. 


3"^  Considérons  Téqualion  aux  dérivées  partielles 

des  surfaces  de  révolution  autour  de  Taxe  -:=-=:- 

«         ?        Y 
Nous  aurons  le  système 

dx  dy  dz 


Y/  —  P-3  ~"  a<5  —  YJ?  ""  par  —  a/ 
Soit  dt  la  valeur  commune  de  ces  rapports  ;  on  aura 

dx  =  (y/  —  ^z)dt,     dy—{KZ—'^x)dty     dz  —  {^X'—oLy)dr 
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On  en  déduit  immédiatement  les  combinaisons  intégrables 

X  dœ  -hydy  -\-  z  cfc  =  o, 

a  dx  -h  ^dy  -\-^  dz  ^zq-^ 
d'où 

•3?* -4- /* -^  5*  1=  const,         ad?  +  P/-f- Y-^^^  const., 

et  l'intégrale  cherchée  sera 

4®  Soit,  en  dernier  lieu,  Téquation 

dz  dz 

dx      -'  dy 

qui  définit  les  fonctions  homogènes  de  degré  n  en  x,  ^'.  On 

formera  le  système 

dx       dy       dz 


d'où 


X         y        nz^ 


X  s 

—  nzconst.,      — -=consl.. 

y  '     a?'* 


L'intégrale  générale  sera  donc 


ou,  en  résolvant  par  rapport  à  -^^> 


et  enfin 


x'^      -^['yj 


243.  Passons  à  l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  en  général. 
Soit 

(9)  *  =  o 

une  équation  entre  n  variables  indépendantes  Xi,   ...,  Xny 
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une  fonction  z  de  ces  variables  et  n  constantes  arbitraires 
ai , . . . ,  a^  •  En  éliminant  ces  constantes  entre  Téquation  <>  =  o 
et  ses  dérivées  partielles 

nous  obtiendrons,  en  général,  une  seule  équation  aux  déri- 
vées partielles 

(il)  F(  s,  j-j,  ...,j:;j  ;/?,,...,/?„)  =  o. 

La  fonction  z^  définie  par  Téquation  (9),  sera  une  solution 
de  cette  équation,  quelles  que  soient  les  constantes  ai , . . . ,  a;,. 

Une  semblable  solution  a  reçu  le  nom  èi  intégrale  complète* 
Il  est  aisé  dVn  déduire  les  autres  solutions  de  Téquation  aux 
dérivées  partielles. 

On  pourra,  en  effet,  dans  cette  dernière  équation,  faire 
abstraction  de  la  condition  que  /7| ,  . . . ,  ^/,  soient  les  dérivées 
partielles  de  -s,  pourvu  qu'on  y  joigne  la  relation 

(12)  dz^=.p^dxx-\-^ .  .-h pndxny 

qui  exprime  précisément  cette  dernière  propriété. 

Cela  posé,  Téquation  (11),  résultant  de  l'élimination  de 
«1,  . . . ,  a,i  entre  les  équations  (9)  et  (10),  sera  algébrique- 
ment équivalente  à  celles-ci,  pourvu  qu'on  y  considère  les  a^ 
non  plus  comme  des  constantes,  mais  comme  des  inconnues 
auxiliaires. 

Nous  aurons  donc  à  déterminer  les  inconnues  z^  a^j  . .  . , 
anj  /?i9  ...,/?/!  par  les  équations  (9),  (10)  et  (12). 

Cela  posé,  différentions  Péquation  (9),  il  viendra 

-^-  az  4-  ^; —  aX*  +  .  .  .  -h  -> —  «ûf|  -4- ...  -h  -5 —  uGn  =  O 

oz  ôx.  ôa^  ôa^ 

ou  plus  simplement,  en  vertu  des  équations  (10)  et  (12), 

(i3)  rj — c^ûfi  4- . . . -h -5 — dan-=o. 

Cette  nouvelle  équation  aux  différentielles  totales  pourra 
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remplacer  Téqualion  (12)  pour  la  détermination  des  fonc- 
tions inconnues.  Il  existe  plusieurs  manières  d'y  satisfaire  : 
I®  On  peut  d'abord  poser 

=  0,  ....  -^ —  1:=  o. 


dai  "    '  da„ 

Ces  n  équations,  jointes  à  (9)  et  (10),  achèveront  de  dé- 
terminer une  solution,  à  laquelle  on  donne  le  nom  d^ intégrale 
singulière. 

a**  Si  les  ^ —  ne  sont  pas  tous  nuls,  l'équation  aux  différen- 
tielles totales  (i  3)  montre  qu'il  doit  exister  au  moins  une  équa- 
tion de  condition  entre  les  inconnues  a^ ,  . . . ,  Un*  Admettons 
qu'il  en  existe  k  distinctes,  à  savoir 

(i4)  /i  =  o,         ...,        /a  —  o. 

On  en  déduira,  entre  les  diflérentielles  dat^  . . . ,  da^f  les  k 
relations 

^/i  — o>         •••>         dfk~o, 

dont  l'équation  (i3)  devra  être  une  conséquence.  On  aura 
donc  identiquement,  en  désignant  par  X| ,  . . . ,  X^  des  facteurs 
convenables, 

—  ûfai-H. .  .4-  ^--  dan=^y<id/i-h...-^Xkd/k\ 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  des  diverses  différentielles  rfa,-, 

Ces  équations,  jointes  au  système  (9),(io),(i4),  détermi- 
neront toutes  les  inconnues  du  problème,  y  compris  les  mul- 
tiplicateurs X.  Les  fonctions /i,  ,..^fk  restent  d'ailleurs 
arbitraires. 

Le  système  de  ces  solutions,  renfermant  des  fonctions 
arbitraires,  se  nomme  Vintégrale  générale. 

Si  nous  donnons,  en  particulier,  à  A:  sa  valeur  maximum  /z, 
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les  quantités  a^  étant  liées  par  n  équations,  seront  des  con- 
stantes, d'ailleurs  arbitraires.  Nous  retrouvons  donc,  comme 
cas  particulier  de  l'intégrale  générale^  l'intégrale  complète 
d'où  nous  étions  parti. 

On  voit  par  cette  analyse  que  la  recherche  des  solutions 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(i6)  F(5,a:i,  ..  .,^„;/?t,  ,,.,Pn)  —  o 

se  ramène  à  la  détermination  d*une  intégrale  complète. 

Plusieurs  méthodes  ont  été  proposées  pour  arriver  à  cette 
intégration  ;  nous  allons  exposer  les  trois  principales. 

244.  Méthode  des  caractéristiques.    —   Posons,    pour 

abréger, 

^F_7  ^_Y  ^P_P 

Tz~    '  dxi~''''  dfi~      ' 

et  soit 

(17)  5  =  *(j?i,  ...,^„),  piz=i  ^^ 

une  solution  quelconque  de  l'équation  proposée.  A  chaque 
système  de  valeurs  de  x^ ,  . . . ,  x»  correspondra  un  système 
de  valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées  partielles /?|,  . . . ,  />„. 

Nous  appellerons  éléments  de  la  solution  considérée  les 
divers  systèmes  de  valeurs  simultanées  de  X|,  .  . .  ,  X/i,  ^î 
/7i ,  . . . ,  /7/2  qui  satisfont  aux  équations  (17)* 

Soit  2®,  xj,  p^i  l'un  de  ces  éléments.  Supposons  qu'on 
fasse  varier  les  quantités  x/  à  partir  de  leurs  valeurs  ini- 
tiales x^,  de  manière  à  satisfaire  constamment  aux  équations 
différentielles 

(18)  -p- =. .  .= -p-?  mrf^, 

t  désignant  une  variable  auxiliaire,  dont  la  valeur  initiale  soit 
nulle. 

Les  systèmes  de  valeurs  successifs  de  ces  quantités,  asso- 
ciés aux  valeurs  correspondantes  des  quantités  z^  pi^  donne- 
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ront  une  suite  d'éléments  de  Pintégrale,  à  laquelle  nous  don- 
nerons le  nom  de  caractéristique. 

245.  Soient ^,a:i,/>,- l'un  de  ces  éléments;  z  4-  5;5,  j?/+  Zxi^ 
Pi-hopi  un  élément  quelconque  de  l'intégrale,  infiniment 
voisin  de  celui-là.  On  aura,  par  définition, 

(19)  SS  =/?,  8^,  4-  .  .  .  -^Pn  Ô^n, 

et,  en  désignant  paro/*  les  dérivées  secondes  -^ — 3 — > 

( 20)  Ipi  =/?/!  S^,  -I-  ...  -4-  pi^  Ixn. 

Soit  z  -h  dzy  Xi  -h  dxij  Pi  -H  dpi  un  nouvel  élément  encore 
infiniment  voisin  du  premier,  mais  situé  sur  la  caractéristique  ; 
on  aura  de  même 

(21)  dz  ='-/?i  dx^  -1- . . .  -^  Pn  dXf^y 

(22)  dpi^=pixdx^-^, .  --^Pindx^, 

L'équation  (16),  difïérentiée  par  rapport  aux  8,  donnera 

ZS^-i-V  (^i^Xi-\-Vilpi)  —  o, 

et,  en  remplaçant  les  quantités  P/,  5>s,  8/?,-  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (18),  (19),  (20), 

Permutant  les  indices  i  et  k  dans  la  somme  double  et  tenant 
compte  de  l'équation  (22),  il  viendra 


o=:^^[x.-H;,.Z+^]a.,. 


et,  comme  les  Zxi  sont  entièrement  arbitraires,  on  en  dé- 
duira 

(23)  X/-4-/?/Z-4-  -^  =  0,         (t  =  i,  ...,/0. 
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Enfin  la  difTérentiation  de  Téquation  (16)  par  rapport  aux  d 
donne 


o  =  tdz  -f- 


\   X/€/j?/-h  ^idpi 


et,  en  remplaçant  les  dxi^  dpi  par  leurs  valeurs  tirées  de  (18) 
et  (a3), 

{ 24  )  o  —  dz  —V  ^iPidt. 

Les  éléments  successifs  de  la  caractéristique  satisferont  donc 
aux  équations  (18),  (28),  (24),  qui  peuvent  s'écrire 

(2^;       P, X,-^p,Z Y^  -'^^' 

Ces  équations  différentielles,  jointes  à  la  connaissance  des 
valeurs  initiales  5®,  a?",  />"  des  variables  5,  a:/,/?/,  déterminent 
complètement  la  loi  de  leur  variation.  Elles  sont  d'ailleurs 
indépendantes  de  la  fonction  ^.  Nous  obtenons  donc  ce  ré- 
sultat remarquable  : 

Toute  intégrale  qui  contient  l'élément  z^^  x^,  p^  con- 
tiendra tous  les  éléments  de  la  caractéristique  correspon- 
dante, 

246.  Les  équations  différentielles  (^5),  intégrées  en  par- 
tant du  système  de  valeurs  initiales  5®,  x]^  jd®,  donneront, 
pour  z,  a?!,  piy  au  moins  tant  que  les  quantités  Z,  X/,  P|, 
n'auront  pas  de  points  critiques,  des  valeurs  parfaitement 

déterminées 

/  z  -^/{t,z<>,xlpf), 

(26)  j  Xi=o,{t,z\xlpj), 

Ce  système  d'équations  représentera  une  caractéristique 
pourvu  que  les  valeurs  5®,  x^,  p^  satisfassent  à  l'équation 

(27)  F{z^,xl  ...,xlp%  ...,/>î)^o, 
qui  caractérise  les  éléments  des  intégrales. 
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Les  valeurs  des  variables  z,  ^/,  pi  correspondant  aux  divers 
éléments  des  intégrales  sont  ainsi  exprimées  en  fonction  des 
2/1-1-2  paramètres  ^,^®,  ^nPh  ^^^  derniers  vérifiant  l'équa- 
tion (27). 

En  laissant  z^,  ^n  pl  constants  et  faisant  varier  t^  on  ob- 
tiendra une  infinité  d'éléments  formant  une  caractéristique. 
On  doit  toutefois  excepter  le  cas  où  les  valeurs  de  z^^  x^y  />" 
annuleraient  simultanément  toutes  les  quantités  P/,  Xj-h/^iZ, 
car  les  intégrales  des  équations  (25)^  se  réduisant  alors  à 

Z    =    Z\  Xi—X^iy  Pi=Ph 

seraient  indépendantes  de  tf  et  la  caractéristique  se  réduirait 
à  son  élément  initial. 

Enfin,  en  faisant  varier  z^y  ^h  Pn  ^"  passera  d'une  carac- 
téristique à  l'autre. 

Soit  maintenant 

(28)  ^  =  *(^i,  ...,a?„),         ^.=z — 

une  intégrale  quelconque.  Pour  qu'elle  contienne  un  élément 
donné  z,  x/,  /?i,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  contienne  l'élément 
initial  3®,  x^y  p]  situé  sur  la  même  caractéristique,  ce  qui 
donne  les  équations  de  condition 

(29)  zO=^{x\,...,xl),        Pl=-^- 

Ces  n  -j-  i  équations,  jointes  aux  équations  (26)  et  (27), 
caractériseront  les  éléments  qui  appartiennent  à  l'intégrale. 
On  retrouvera  donc  les  équations  (28)  de  Tinlégrale  en  éli- 
minant les  paramètres  t,  z^,  x^^,  p^  entre  les  équations  (26), 

(27)»  (29)- 

247.  Réciproquement,  considérons  l'ensemble  des  carac- 
téristiques pour  lesquelles  les  paramètres  z^,  x^y  pf  sont  liés 
par  n-f-  i  équations  de  condition  quelconques 

(3o)  TÎJ  =  0,  ...,  13,^  =  0. 

J.  —  Cours,  Hl.  2\ 
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Entre  ces  équations  et  les  équations  (26)  et  (27),  on  pourra 
éliminer  les  paramètres  z^y  xf^  p^^  t^  et  l'on  obtiendra  ainsi, 
entre  les  variables  5,  Xi^  />/,  n  -h  i  équations, 


o,         . . . ,        X«  =  o 


y 


d'où  l'on  pourra  tirer  en  général  les  valeurs  de  z  et  des  /?/  en 
fonction  des  xi. 

Le  système  des  éléments  qui  satisfont  à  ces  équations  con- 
stituera une  intégrale  si  les  valeurs  ainsi  obtenues  satisfont 
aux  relations  suivantes  : 

(3i)  F(5;  J7,,  ...,:r„  ;/>,,..., />„):iiro 

et 

!2i8.  L'équation  (3 1)  est  identiquement  satisfaite.  Soient, 
en  effet,  ^,  Xi,  pi  un  élément  quelconque  du  système  consi- 
déré. 

En  donnant  aux  paramètres  t  et  5®,  x^^^  p^  des  accroisse- 
ments infiniment  petits,  dt  et  05*,  ùx^ y  ^Pn  ^^^  derniers 
compatibles  avec  les  équations  (27)  et  (3o),  on  obtiendra 
un  élément  z  -h  As,  Xi-{-  Ax/,  pi-\-  \pi  infiniment  voisin  du 
premier,  et  les  différentielles  totales  A^,  Aj?/,  A/?/  seront  évi- 
demment de  la  forme  dz-+-ùZj  dxi-hoxi,  dpt-h^pi^  en 
désignant  par  dz^dxiy  dpiles  différentielles  partielles  prove- 
nant de  la  variation  de  t,  par  2^,  Sx/,  ùpi  celles  qui  pro- 
viennent de  la  variation  des  autres  paramètres,  ^^,  x^  y  p^ . 

Les  différentielles  dz,  dxi^  dpi  satisfont  aux  équations  (aS), 
d'où  l'on  déduit  aisément  les  combinaisons  suivantes  : 


(33)  dz  —  \  ptdx{:=o, 

(34)  o  —  Z dz-\-\  {Xidxi-{-Pidpi) 


-   d't  ^'- 


Donc  F  est  indépendant  de  t.  D'ailleurs,  pour  /  =  o,  il  se 
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réduit  à 

r  (Z    ]  X^y  ,  ,  . ,  X^  ]  P\i  •  •  •  ï  Pn  ) > 

qui  est  nul  en  vertu  de  l'équation  de  condition  (27). 

249.  Il  reste  encore  à  satisfaire  aux  équations  (32).  Ce 
système  d'équations  est  équivalent  à  l'équation  aux  difie- 
rentielles  totales 


As  —  \    Pi  àXi  =  o. 


Remplaçant  A;;,  Aj:/ par  rf^  4- 3>3,  rfjp/ -j-  ôx/,  et  tenant  comple 
de  (33),  cette  égalité  se  change  en 


OZ  —  \    pi  OXi  ==  o. 


Désignons  par  U  le  premier  membre  de  cette  équation,  et 
cherchons  comment  il  varie  avec  t. 
On  aura 

dlJ  :=:z  d^z  —  \    dpi  oxi  —  \  pi  d  oxi  ; 

d'ailleurs 

d ^z  ^=:  0 dz  ^=z\   {opidxi-h  pid^Xi). 


Donc 


diJ  =:  \   {opi  dxi  —  dpi  oxi) 


ou,  en  remplaçant  les  dxi^  dpi  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (^5), 

dV  =1  \    (  P,  ùpi  -+-  Xi  oxi  -h  Zpi  ^Xi)  dt  ; 
mais  l'équation  F  =  o,  différentiée  par  rapport  aux  0,  donne 

Z  Iz  4- V  (P/  ^Pi-^  Xi  ^Xi)  =1  o, 

d'où 

d\J=^Z (oz  —V  Pi ^x^ dt  =  '-Zl]  dt. 


324  TROISlfcMB   PARTIE.    —   CHAPITRE   III. 

Cette  équation  intégrée  donnera 

Ut)  désignant  la  valeur  initiale  de  U. 

Il  est  clair  que,  tant  que  Z  n'aura  pas  de  points  critiques, 
comme  nous  Tavons  supposé,  l'exponentielle  restera  finie. 
Donc,  pour  que  U  soit  identiquement  nul,  il  sera  nécessaire 
et  suffisant  qu'on  ait 

(35)  o=Uo=5-*— y  Pl^^l- 

250.  Les  solutions  de  cette  équation  aux  difTérentielles  to- 
tales se  trouvent  aisément  par  la  méthode  du  n^  243. 

Cette  équation  montre  d'abord  que  z^  est  une  fonction  des 
x].  D'ailleurs,  les  a/i  -|-  i  quantités  ^",  a:?,  p]  étant  liées  par 
l'équation  F  =  o  et  les  /i  -f- 1  relations  (3o),  dont  nous  cher- 
chons à  déterminer  la  forme,  il  existera  une  relation  au  moins 
entre  les  quantités  x".  Supposons  qu'il  en  existe  A"  distinctes, 
telles  que 

(36)  ^\{x\,,.,,œl)^o,         ...,         Va=o, 

et  soit  en  outre 

(37)  ^o^,^^(^o^...,^o). 

On  déduira  de  ces  relations  par  la  difierentiation 

0T,~O,  ...,  0^-A=:0,  Izq  —  ù^. 

L'équation  (35)  devant  être  une  conséquence  de  celles-Lu 
on  aura  identiquement 


Uo  = 


0^"  — y  /??  8jc?  =z  X,  o^"i  + . . .  4-  Ik  ô*'a-, 


les  \  étant  des  multiplicateurs  convenables.  Égalant  séparé- 
ment à  zéro  les  coefficients  des  diverses  différentielles  ijr)\ 
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on  aura  les  n  équations 

qui,  jointes  aux  équations  (26),  (27),  (36),  (37),  représente- 
ront l'intégrale,  les  fonctions  ^,  ^"i,  . . .,  W^  restant  arbi- 
traires. 

251.  La  solution  précédente  donne  lieu  à  diverses  remar- 
ques : 

1®  Le  système  d'éléments  déterminé  par  les  équations 
précédentes  ne  représente  une  intégrale,  dans  le  sens  attaché 
jusqu'ici  à  ce  mot,  que  si  l'on  peut  en  tirer  les  valeurs  expli- 
cites des  quantités  5,  pi  en  fonction  des  j;/,  ceux-ci  restant 
indépendants.  Il  n'en  serait  pas  ainsi  dans  le  cas  particulier 
où  l'on  pourrait  déduire  de  ces  équations  une  ou  plusieurs 
relations  entre  les  Xi.  La  considération  de  ces  systèmes,  qui 
ne  fournissent  pas  des  intégrales  proprement  dites,  est  pour- 
tant utile  dans  beaucoup  de  cas.  Pour  en  tenir  compte,  il 
conviendra  d'élargir  la  définition  de  l'intégrale  en  donnant  ce 
nom  à  tout  système  d'éléments  z,  Xi,  pi  dépendant  de  n  va- 
riables indépendantes  et  satisfaisant  aux  relations 

F  =  o,         dz:=  p^  dx^  -h. .  .-h  pn dx,i. 

2^  Nous  avons  admis  dans  noire  analyse  que  le  système  des 
valeurs  initiales  >s",  x^ ^  p^  représentait  un  point  ordinaire 
|)ourles  fonctions  Z,  X/,  P,-  et  n'annulait  pas  simultanément 
les  quantités  P/,  Xj-f-/?/Z.  S'il  existait  donc  quelque  inté- 
grale dont  tous  les  éléments  fussent  des  points  critiques  de 
Z,  X,-,  P/  ou  annulassent  les  P,  et  les  X,  -h  /?|Z,  elles  échap- 
peraient à  la  méthode  précédente;  mais  il  est  clair  que  ces 
intégrales  singulières  ne  peuvent  se  rencontrer  que  dans  des 
cas  particuliers. 

252.  Parmi  les  intégrales  fournies  par  notre  analyse,  il  en 
est  deux  qui  méritent  une  attention  particulière. 
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La  première  s'obtient  en  posant  A'  =  n.  Les  quantités  z^^ 
x^  j  satisfaisant  ainsi  à  /i  -^  i  relations,  seront  des  constantes  : 
leurs  différentielles  o^*,  oxj  seront  donc  nulles  et  Téquation 
(35)  sera  identiquement  satisfaite. 

On  voit  donc  que  les  équations  ('26),  (-iy)  de  la  caracté- 
ristique représentent  une  intégrale  si  Ton  y  considère  les 
z^,  x^  comme  des  constantes  arbitraires  et  lesp^  comme  des 
inconnues  auxiliaires. 

L'intégrale  ainsi  obtenue  est  une  intégrale  complète,  car 
elle  contient  n  (et  même  n -\- i)  constantes  arbitraires. 
D'autre  part,  on  ne  peut  déduire  des  équations  qui  la  déPi- 
nissent  aucune  équation  aux  dérivées  partielles 

distincte  de  la  proposée  F  =  o;  car,  si  Ton  avait  une  sem- 
blable identité;  en  y  faisant  /=:o,  on  trouverait 

relation  qui  ne  résulte  pas  des  équations  (26),  (27). 

253.  On  obtiendra  une  autre  intégrale  remarquable  en 
admettant  qu'il  n'existe  entre  les  paramètres  ^®,  x\  que  le> 
deux  relations 

(89)  z'^—^'{x\,.,.,xl),         j?;=iconst. 

Les  autres  équations  à  joindre  à  celles  de  la  caractéris- 
tique pour  obtenir  l'intégrale  seront,  d'après  l'analyse  précé- 
dente, 

Pour  la  valeur  particulières:!  =  ^J,  on  aura/  =  o,^2  =  ^2Vî 
z=zz^.  Ces  valeurs  initiales  étant  liées  par  la  relation  (89), 
on  voit  que  nous  avons  résolu  le  problème  de  déterminer  une 
intégrale  z  satisfaisant  à  la  condition 

z  z=  V(^,, ..  .,^rt)    pour  a7j  =  ^î, 
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W  désisrnant  une  fonction  arbitraire.  L'existence  d'une  sem- 
blable  intégrale  avait  déjà  été  établie  au  n""  236. 

254.  Lorsque  le  nombre  des  variables  indépendantes  se 
réduit  à  deux,  les  résultats  qui  précèdent  peuvent  s'inter- 
préter géométriquement. 

Une  intégrale  z  =  ^(Xi^  x^  représente  une  surface.  Chaque 
système  de  valeurs  de  z,  x^,  X2  représente  un  point;  p\j  p^ 
sont  les  coefficients  de  l'équation  du  plan  tangent.  Chaque 
élément  de  l'intégrale  définit  donc  un  point  et  le  plan  tan- 
gent correspondant. 

L'équation  aux  dérivées  partielles 

devient,  en  y  remplaçant /7| ,  p^  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  de  la  normale, 

Si  —  X\   ^2  —  X^  Ç  —  Z 

p,     "     Pi     ~  —  »  ' 

équation  d'un  cône,  dont  la  normale  sera  une  génératrice. 

Une  caractéristique  représentera  une  courbe  et  la  dévelop- 
pable  circonscrite  à  la  surface  intégrale  le  long  de  cette  courbe, 
et  le  théorème  du  n**  243  pourra  s'énoncer  ainsi  : 

Deux  surfaces  intégrales  tangentes  en  un  point  5°,  x\^ 
x\  sont  tangentes  tout  le  long  de  la  caractéristique  déter- 
minée par  ce  point  et  le  plan  tangent  correspondant. 

Toute  surface  intégrale  aura  pour  génératrices  des  carac- 
téristiques. En  particulier,  l'intégrale  complète  du  n°  252 
sera  formée  par  l'ensemble  des  caractéristiques  issues  d'un 

même  point. 

• 

255.  Première  méthode  de  Jacobi.  —  Soit  à  déterminer 
une  intégrale  complète  de  l'équation 

(4o)  Y{z,Xu  .  .  .yXnyPu  •  •  -ï/^rt)  =0. 
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On  peut  réduire  le  problème  au  cas  où  z  ne  figure  pas  ex- 
plicilement  dans  Téquation. 

Supposons  en  effet  z  déterminé  par  Téqualion 

(40  V(5,X,,  ...,x„)=zo. 

On  en  déduira 

(42)  -_4-/>,-^-=^0. 

Substituant  les  valeurs  de p^,  •  *  'j  pn  ainsi  obtenues  dans 
(4o),  il  viendra 

9   -r •    .  •  •  ,  - I    zz=  O . 


(43)       F~*f5,  j:-»,  ,,,^x„^  — 


Si  donc  nous  déterminons  une  fonction  V  des  n  -H  i  va- 
riables Zy  Xx't  -«.^  Xfi  qui  satisfasse  identiquement  à  cette 
équation  (laquelle  ne  contient  pas  V  explicitement),  on  ob- 
tiendra une  solution  de  Téquation  primitive  en  déterminant  z 

par  Téquation 

Vi-io. 

Si  d'ailleurs  la  solution  V  que  Ton  a  trouvée  contient  n 
constantes  arbitraires  6i,  . .  . ,  6„,  de  telle  sorte  que  le  jaco- 

bien  J  des  quantités  -x —  par  rapport  à  ces  constantes  ne  soit 

pas  nul,  la  valeur  de  z  sera  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion primitive;  car,  d'une  part,  elle  contient  n  constantes 

arbitraires   et,   d'autre  part,    le  jacobien   J,    des   quantités 

dV  dV  7  j 

-\ h  Pi  -i-  par  rapport  aux  constantes  b  ne  sera  pas  iden- 
tiquement nul;  car,  en  y  donnant  aux  quantités  pi  les  va- 
leurs particulières  o,  il  se  réduit  à  J.  Donc  on  pourra  tirer 
des  équations  (42)  les  valeurs  des  constantes  pour  les  substi- 
tuer dans  (4i  )j  ce  qui  fournira  une  seule  équation  F=  o. 

2o6.  L'équation  <^  =  o  étant  résolue,  pour  plus  de  sim- 
plicité, par  rapport  à  -r7>  prendra  la  forme 

(44)        ;^  +  "(^^. •^'"5:^"--'dFj='^- 
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Désignons  par  H  ce  que  devient  le  second  terme  de  cette 

équation  lorsqu'on  y  remplace  les  dérivées  partielles  ^—  par 

des  indéterminées />!■;  et  formons  les  équations  différentielles 
ordinaires 

dxi       dH  dpi  ^11 


; —  y 


dz        dpi'  dz  dxi 

Nous  allons  établir  que  la  détermination  d'une  solution  V 
de  l'équation  (44)  satisfaisant  aux  conditions  requises  et 
l'intégration  du  système  canonique  (4^)  sont  deux  pro- 
blèmes entièrement  équivalents. 

257.  Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  obtenu  la  solution 
demandée 

Les  équations 

où  les  ai  désignent  de  nouvelles  constantes  arbitraires,  seront 
l'intégrale  générale  du  système  (45). 

En  effet,  les  équations  (46),  différentiées  par  rapporl  à  la 
variable  indépendante  z,  donnent 

i  ^'^  V  <)-V  dxk  _  dpi 
\  dxiâz  j^kàxiàxfg  dz  dz 
(^7)  {    a^V    _^Y      à^^     dxf, 

dbi  dz      Zmàk  àbi  âxic   dz 


=1  o. 


Mais,  d'autre  part,  en  remplaçant  dans  l'identité  (44)  'es 
-T—  par  leurs  valeurs  /?,-,  elle  deviendra 

dz 
et,  en  prenant  les  dérivées  partielles,  par  rapport  aux  Xi  et 
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aux  bij  on  trouvera 


^\ 

dxi  dz 

jLàk 

dpk 

dpK 

dxi  =  °' 

^) 

ï    d'Y 

f  dOi  dz 

-1. 

dpk 

dpk 
dbi 

O. 

D'ailleurs  on  a 

Pk 

i 

av 

)U 

àpk 

ÔXi          i 

)X,  ÔXk 

» 

dpk 
dbi  - 

dbi  dxk 

Substiluons  ces  valeurs  dans  les  équations  (48)  et  retran- 
chons ensuite  chacune  d'elles  de  sa  correspondante  du  sys  - 
lème  (47 )î  il  viendra 

d*V      (dxf,       d\\\  _  dpj^  ^    dU 


^^k  àxi  dxfg  \  dz 

1 


dp  h)        dz        dxi 


(?'V      (dxk  _  ^\  _  ^ 
kdbidxk  \  dz        dpk) 

Ces  équations  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport 

aux  quantités  — r-^  —  -5 — >  -^  -h  -. —  D'ailleurs  le  détermi- 
^  dz         dpk     dz        dXi 

nant  des  coefficients  n'est  autre  chose  que  le  jacobien  J  des 

dérivées  partielles  -^ —  par  rapport  à  6|,  . ..,  6„,  lequel,  par 

hypothèse,  n'est  pas  nul.  Nous  obtenons  donc,  comme  con- 
séquence des  équations  (46),  le  système  d'équations  diffé- 
rentielles 

dxk       d\l  dpi        dYi  

dz        dpk  dz        dXf 

qui  n'est  autre  que  le  système  (45). 

2o8.  Réciproquement,  supposons  que  par  un  procédé 
quelconque  nous  ayons  réussi  à  obtenir  une  intégrale  géné- 
rale des  équations  (45)*  Elle  fournira  les  valeurs  des  Xij  pi 
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en  fonction  de  z  et  de  a /i  constantes  arbitraires  c^,  . . .,  C2n* 
Soient  d'ailleurs  a/,  bi  les  valeurs  des  :r,-,  pi  pour  une  valeur 
initiale  donnée  z^  de  la  variable  z.  On  pourra  déterminer 
les  constantes  c  au  moyen  des  a/,  fc/.  Substituant  ces  valeurs 
dans  les  équations  intégrales,  celles-ci  prendront  la  forme 

(5o)  pi  =  (fi{z,ai,  .,  .yanybiy  . .  .,b„), 

où  les  ai,  bi  peuvent  être  considérés  comme  de  nouvelles 
constantes  arbitraires. 

Le  jacobien  I  des  fonctions  fi  par  rapport  à  ai,  . . ,  ^  a,t 
n'est  pas  identiquement  nul  ;  car,  pour  la  valeur  particulière 
z  =  z^^fi  se  réduisant  à  a/,  I  aura  pour  valeur  l'unité. 

Les  équations  (49)  peuvent  donc  être  résolues  par  rap- 
port aux  ai  et  fourniront  les  valeurs  de  ces  quantités  en 
fonction  des  z,  Xi^  bi»  Il  résulte  de  là  que  toute  fonction  des 
quantités  z,  Xi,  pi,  ai,  bi  peut  s'exprimer  à  volonté,  soit  par 
les  z,  aif  bi  seulement,  soit  par  les  z,  ^1,  6/. 

2o9.  Cela  posé,  désignons  par  U  ce  que  devient  la  quan- 
tité 


s 


pi.- Il 


lorsqu^on  l'exprime  au  moyen  de  z,  a/,  bi]  et  considérons 
l'expression 


:\    a/cbf,-h  I    U  dz. 


Changeons  simultanément  z  en  z-\-dz^    et   a/,    bi  en 
ai-\-  ^aif  bi-h  obii  ^i  sera  accru  de  la  quantité 

-- '^* -Ksi»"'- 5l"'> 

dont  nous  représenterons  respectivement  les  deux  termes  par 
dxiy  ùXi\pi  et  V  éprouveront  des  accroissements  analogues 

^Pi^dpi-i-  8/?,, 
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et 

(5i)  \\^d\-h^\-Vdz^\  (a^8ô^_H6^.aaA)-4-  f  ^^Vdz. 
Or  on  a 

ou,  en  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent  et  rempla- 
çant ^— >  -z — par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  différen- 
lielles  (45) 

D'ailleurs 

0 


-dz^Xdâ,^' ^  k^^') 


â    ^^\       _   d  o.r^. 


I    ^lJdz  —  (\    pk  ^Xk\    —\    Pk  ^^k  --S  .^*  ^^* 

D'autre  part, 

\]  dz--l\    Pk \l\dzr-z\    pj^  dxji-  —  H  dz. 

Substituant  ces  valeurs  dans  (5i  ),  il  viendra 

aV  ■=  \    {pjig  dxk -f-  Pk  ^J?A- -^  ^k  5ôjt)  —  H  dz 

=r\    {pk  IXk  -h  ak  S^a)  —  H  ^-- 
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Celte  relation  entre  les  difTérentielles  totales  AV,  A.r^, 
oè^î  dz  montre  que,  si  Ton  exprime  V  en  fonction  des  va- 
riables 2,  Xky  bk,  on  aura 

(53)  £l— -II. 

Les  équations  (62)  donnent,  entre  les  variables^,  JC)^,/?;^  et 
les  constantes  a^,  6a»  ^^  relations  nécessairement  distinctes  ; 
car  chacune  d'elles  contient  dans  son  second  membre  une 
quantité  p  ou  a  qui  ne  figure  pas  dans  les  autres.  Ces  équa- 
tions ne  sont  donc  autre  chose  que  le  système  des  équations 
intégrales  (49)  et  (5o)  mises  sous  une  forme  nouvelle. 

Quant  à  Téquation  (53),   elle  se  transforme,  lorsqu'on  y 

remplace  les  pf^  qui  figurent  dans  H  par  leurs  valeurs  -z — > 

en  l'équation  aux  dérivées  partielles  (44)' 

La  solution  V  que  nous  avons  ainsi  obtenue  pour  cette 
équation  satisfait  aux  conditions  requises;  car  elle  con- 
tient n  constantes  arbitraires  bt,   . . .,  b/i,  et  d'autre  part  le 

jacobien  J  des  dérivées  -7 —  par  rapport  à  ces  constantes  n'est 

pas  identiquement  nul;  car,  en  donnant  à  ^  la  valeur  parti- 

culière  z^,  -c —  =  Ph  se  réduisant  à  b/^,  J  sera  égal  à  l'unité. 

On  voit  immédiatement  que  si,  à  la  solution  V  que  nous 
venons  de  trouver,  on  ajoute  une  nouvelle  constante  arbi- 
traire a,  on  aura  une  nouvelle  solution  V  +  a  à  n  -\-  i  con- 
stantes arbitraires,  et  qui  sera  une  solution  complète  de  (44)* 

260.  Nouvelle  méthode  de  Jacobi  et  Mayer,  —  Les  deux 
méthodes  précédentes  pour  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  ont  pour  caractère  com- 
mun de  ramener  le  problème  à  l'intégration  complète  d'un 
système  d'équations  aux  diirérentielles  ordinaires. 

Jacobi  a  donné  une  nouvelle  méthode,  considérablement 
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perfectionnée  depuis  par  MM.  Lie  et  Mayer,  dans  laquelle 
on  considère  successivement  une  série  de  systèmes  d'équa- 
tions différentielles,  dans  chacun  desquels  il  suffit  de  déter- 
miner une  seule  intégrale.  Cette  méthode  s'applique  d'ailleurs 
sans  difficulté,  ainsi  que  nous  allons  le  voir,  à  la  recherche 
des  solutions  communes  à  plusieurs  équations  aux  dérivées 
partielles  simultanées. 
Soient 

(54)     Fi(j:i,  ...,  J-rtj/^i,  ... ,/;„)=:  o,  ...,  F,„ir=o 

ces  équations,  où  nous  supposerons  pour  plus  de  simplicité 
qu'on  ait  fait  disparaître  la  fonction  inconnue  par  l'artifice 
du  D?  2o5.  Pour  que  ces  équations  aient  une  solution  com- 
mune, il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  déterminer  des  fonc- 
tions fi  des  variahles  indépendantes  jTi,  qui  satisfassent  à  la 
fois  à  ces  équations  et  aux.  relations 


(5J)  àpi_dpk 


--  j 


qui  expriment  que  pi  dx^  +. . .-{-  pndxn  est  une  différentielle 
exacte;  car  l'intégration  de  cette  différentielle  donnera  im- 
médiatement la  valeur  correspondante  de  z, 

261.  Soient  Fa  =  o,  Fp  =^  o  deux  quelconques  des  équa- 
tions données.  Prenons  la  dérivée  de  la  première  par  rapport 
à  Xi\  il  viendra 

àxi      Zàk  àpk  àxi 
Multipliant  par  -r— ^  et  sommant  par  rapport  à  «,  il  vient 


dp 


1 


i  âx(  dpi      ZàiZàk  àpi  dpk  àxi 
On  trouvera  de  même,  en  permutant  a  et  p, 

Zàî  àxi  dpi      Zài  Zdk  àpi  dpk  dxi 
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Retranchons  cette  équation  de  la  précédente  après  avoir 
permuté  les  indices  de  sommation  /  et  k  dans  la  somme 
double  ;  il  vient 

,..,  .  Zdi\dxi  dpi        dxi  dpi) 

(56)  <  ^-^ 

ZàiZàkàpi  dpk\àxi       ôxfc) 

Mais  la  somme  double  s'annule  en  vertu  des  équations  (55). 
On  aura  donc  simplement 

Ainsi,  des  équations  primitives  F|  =  o,  . . .,  Fm=  o,  jointes 
aux  conditions  (55),  on  déduit  entre  les  ic/,  pi  de  nouvelles 

relations 

(F«,Fp)=o. 

Si  parmi  ces  équations  il  en  est  qui  ne  soient  pas  une  con- 
séquence algébrique  des  équations  (54);  on  pourra  les  leur 
adjoindre,  recommencer  les  mêmes  opérations  sur  le  système 
ainsi  complété,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  finalement,  soit 
à  un  système  contenant  plus  de  n  équations  distinctes,  au- 
quel cas  le  problème  sera  impossible,  soit  à.  un  système 

(57)  F,=i:o,         ...,        F;j,~o, 

tel  que  les  équations  nouvelles  (Fa,  Fp)=  o  qui  s'en  dédui- 
sent, ou  soient  identiquement  satisfaites,  ou  soient,  tout  au 
moins,  une  conséquence  algébrique  des  précédentes. 

Lorsque  cette  dernière  circonstance  se  présente,  elle  pour- 
rait donner  lieu  à  quelque  incertitude.  Pour  la  lever,  résol- 
vons les  équations  (57)  par  rapport  à  [x  des  quantités/?  qui 
y  figurent;  elles  prendront  la  forme 

Les  nouvelles  équations 

(/>a  — /a, /?p  — /p)  =  o, 
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qui  se  déduisent  de  celles-là,  ne  conlienneat  plus/7i,  ••  v/'ii? 
elles  ne  peuvent  donc  être  une  conséquence  des  équations 
précédentes.  Elles  fourniront  donc  des  relations  nouvelles, 
qui  permettront  de  continuer  la  série  de  nos  opérations,  à 
moins  qu^elles  ne  soient  identiquement  satisfaites. 

Nous  arriverons  donc  nécessairement,  ou  à  constater  l'im- 
possibilité du  problème,  ou  à  former  un  système 

(5;)  F,i=o,         ...,         Fpt=--o, 

jouissant  de  la  propriété  qu'on  ail  identiquement 

(58)  (Fa,  Fp):.zo. 

Un  semblable  système  a  reçu  le  nom  de  système  complet. 

Une  équation  unique  F<  =  o  peut  être  considérée  comme 
constituant  un  cas  particulier  des  systèmes  complets,  corres- 
pondant à  [JL  ^=  I. 

262.  Étant  donné,  en  général,  un  système  complet  tel 
que  (57),  cherchons  à  déterminer  une  nouvelle  équation 

qui,  jointe  aux  précédentes,  forme  encore  un  système  com- 
plet. 

Le  premier  membre  de  cette  nouvelle  équation  devra  satis- 
faire aux  [JL  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles 

(.9)  o._(,,  F.)-2,,(^:^  df,  ~  ^.  17,p' 

Ces  équations  linéaires  forment  un  système  jacobien,  d'après 
la  définition  du  n"  6i. 
En  effet,  on  a 

ZdiK^-^i  ^Pi       ^Pi  àxi)  ZÂk\àxk  dpk       dpk  dJCf,)"^ 
2ji\àxi  ôpi       dpi  dxi)  Zdk\àxk  dpk       àpk  dx/tj'^ 
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en  posant)  pour  abréger^ 


=x 


B. 


dJ^i  dptdpk  dpi  dxidpk  |  d^  „ 

dY^    a^F«  (?Fp     ^«Fg    (  ""      5/^/   *'^^' 

dxi  dpidpk  àpi  dxidpk 

dY^    (?'Fp  (jFg     ()'Fp 

(yj?/  dpidxfç  dpi  dxidxfg  (  ^ 

^Fp    (?«Fa  dFp    d«Fa 


__^    ^        (Jxi  ôpiôXfç       ôpi  àxiôxh  f d_ 

~'lài\       dFô    d^Y.         dFs    d«F.    l  ^^/   ""'    ^'* 


(^J7,-  dpidxk       dpi  dxidxk 


Mais  (Fflt,  Fp)  est  identiquement  nul  ;  donc  les  A^t,  Ba  sont 
nuls,  et  notre  proposition  est  démontrée. 

Le  système  (Sp)  admet  donc  des  solutions  et  son  intégra- 
tion se  ramène  à  celle  d'une  seule  équation  linéaire  aux  dé- 
rivées partielles  à  a/i  —  [x  variables,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  l'intégration  d'un  système  de  2/i  —  [x  équations  li- 
néaires ordinaires.  On  connaît  d'ailleurs  |jl  solutions  du  sys- 
tème, à  savoir  F^,  . . . ,  ¥^.  L'ordre  du  système  s'abaisse  donc 
encore  de  (x  unités  et  se  réduit  à  2/1  —  2[jl. 

263.  Supposons  qu'on  en  ait  trouvé  une  intégrale  tp,,  la- 
quelle, en  tant  que  fonction  des  p^  soit  distincte  de  F4,  . . . , 
Fjt.  11  est  clair  qu'on  peut  y  ajouter  une  constante  arbi- 
traire «1,  sans  cesser  d'avoir  une  intégrale.  Donc  le  système 

Fi=:o,         ...,         «p, -4-a,  =10 

sera  complet. 

On  déterminera  de  même  une  nouvelle  équation  cpj  +  «2=  o 
contenant  une  constante  arbitraire  a^  et  formant  avec  les 
précédentes  un  système  complet,  en  trouvant  une  intégrale 
d'un  système  d'équations  différentielles  d'ordre  in  —  2  [jl  —  2, 
et  l'on  continuera  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  un 
système  complet 

Fj  1=  o,         . . . ,        F|i.  =  o, 

Fjjn.,  :=icp,-+-a,  —  o,  ...,  F„  =  ©rt^ptH-«^/i-|i=0. 

J.  —  Cours,  in.  22 
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Les  valeurs  des  /?,-,  fournies  par  ce  système,  rendront 
p^dx^-\-. . .-{- Pndxn  différentielle  exacte;  car,  en  tenant 
compte  des  relations  (Fa,  Fp)  =  o,  les  équations  (56)  se  ré- 
duiront à 

Le  déterminant  R  des  quantités  -~  n'est  pas  nul,  car  nous 

avons  opéré  de  telle  sorte  que  les  F|,  ...,  F^  fussent  des 
fonctions  distinctes  àes pi\  donc  les  quantités 


Y   ^(àp±_dpr\ 


que  ces  coefficients  multiplient  seront  nulles.  D'ailleurs  le 

déterminant  des  coefficients  -r— ^  est  encore  égal  à  R  et  di(*- 

dpk  ^ 

férent  de  zéro.  On  aura  donc 

àpk  _  àpi^  _  ^ 
dxi       dx/e         ' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

264.  Les  quantités  />«,  "-^pn  étant  déterminées  par  les 
équations  F4  =  o,  . . .,  F;,  =  o,  il  ne  restera  plus  qu'à  inté- 
grer la  différentielle  exacte /7|  dx^  -H. .  .4-  /?/i  dx^.  On  trou- 
vera ainsi 

a  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Nous  obtenons  de  cette  manière  une  solution  du  système 
des  équations  aux  dérivées  partielles  Fi  =  o,  . . . ,  F|a  =  o, 
contenant  n  —  |jl  H-  i  constantes  arbitraires,  et  qu'on  pourra 
appeler  une  solution  complète  du  système. 

En  prenant  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  aux  di- 
verses variables  a;,,  . , . ,  x^^  on  obtiendra  les  équations 

dx^  '  ÔXn 
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manifestement  équivalentes  aux  équations 

F,  =  o,         . . . ,        Fji  =  o, 
<p,-4-a,  =  0,         ...,        <p/i-|ji-Ha/i-pL  =  o. 

De  cette  solution  complète  on  déduira  immédiatement 
toutes  les  solutions  du  système 

(60)  Fi==o,  ...,         Fj,=ro. 

En  effet,  soient  z  une  semblable  solution;  /?i,  . ..,  /?/i  ses 
dérivées  partielles  ;  enfin  ai ,  . . . ,  a„_^t,^  cl  des  inconnues  auxi- 
liaires, déterminées  par  les  relations 

]  z  —  ^{Xu  . . . ,  J7„,  or,,  . . . ,  «rt-ji)  —  a  z=  o. 

On  aura,  en  différentiant  cette  dernière  équation, 

d'If  d'\f  d*\f 

(62)    az:=z  - — dxi-h. .  .-H  -j-^dxn-h  T^da^  -f-. .  .-4-rfa  — o. 

D'ailleurs,  des  équations  (60)  et  (61),  on  déduit 

d^  _  d^   _ 

et,  comme 

dz  r=  pi  dxi  -+-...-+-  Pn  dxn  y 

l'équation  de  condition  {62)  se  réduira  à 


•T—  ««1  -f-  .    .    .  H-     -T 


(^^)  -^d^i-^"    -^  X~— <^«rt-(i -+- <^3t  1=  o. 


Cette  équation  aux  différentielles  totales  s'intégrera  comme 
au  n<'  243. 

265.  Il  existe  une  classe  particulière  d'équations  aux  déri- 
vées partielles  auxquelles  on  peut  étendre  la  méthode  d'inté- 
gration par  différentiation  exposée  au  n**  34  pour  les  équations 
différentielles  ordinaires. 

Soient,  en  effet,  Z,  X| ,  . . . ,  X,i,  P^ ,  . . . ,  P,,,  p  des  fonc- 
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tîoDS  des  2  n  -H  I  variables  Zy  Xi^  •  •  • ,  ^n»  /'i  ?  -  •  •  »  /'/i?  satis- 
faisaDt  identiquement  à  la  relation 

l^-P|CfX,-...~P„e/X, 

(       =  p(as  —  Pi  ax,  — . . .—  /!„ ax„). 

Supposons  que,  les  variables  X{,  ...,  a:^  restant  indépen- 
dantes, on  pose 

dz  dz 

et  qu'on  veuille  déterminer  z  par  l'équation 

Z  =  o, 

on  aura  là  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  qu'il  s'agit  d'intégrer. 
En  la  diiTérenlianl,  on  aura 

û?Z  =  o 

et,  en  tirant  la  valeur  de  dZ  de  l'identité  (64)  et  remarquant 
qu'on  a  par  hypothèse 

dz  =  pi dxi -h'  '  .-h pa dXfii 

il  viendra 

P,  é/X,  4- . . .  H-  P„  rfX„  =  o. 

On   pourra  satisfaire  à  cette  équation  aux  différentielles 
totales  : 

1**  Ou  bien  en  posant 

X  1  —  Oj  .  •  .  y  ^ n  —  o  • 

ces  équations,  jointes  à  Z  =  o,  détermineront  une  intégrale 
singulière  ; 

2®  Ou  bien  en  posant  entre  les  X  un  certain  nombre  d'é- 
quations de  condition 

fi  —  o,         . . . ,        fk'=o 
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qui,  jointes  aux  suivantes, 

et  à  l'équation  Z=  o,  fourniront  une  intégrale  générale. 

Pour  trouver  la  forme  générale  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  auxquelles  la  méthode  précédente 
est  applicable,  nous  aurons  à  déterminer,  par  le  procédé  qui 
a  déjà  été  exposé  plusieurs  fois,  la  forme  générale  des  fonc- 
tions Z,  X|,  P|,  p  qui  satisfont  à  l'équation  aux  différentielles 
totales  (64). 

266.  L'équation  aux  diflTérentielles  totales  (64)  équivaut 
évidemment  au  système  des  équations  suivantes  aux  dérivées 
partielles 


i  -I 


f,  -s 


dZ      V  r>  àXfc 

ï^k-^—  =0. 


àpi      Làk      àpi 

Ces  équations  peuvent  être  remplacées  par  d'autres,  d'une 
forme  très  remarquable,  et  que  nous  allons  établir. 

Nous   désignerons,   pour    abréger,    par   — —    l'opération 
"^ h/>i-T;*  et  par  le  symbole  [UV]  l'expression 

Zàixàpi  dxi       dpi  dxi) 
A  la  place  des  équations  (66),  on  peut  écrire  les  suivantes 

cTL       V»  p   dXk  __ 

rk  —. —  =:  o, 


(««)  ^rl 


k       dXi 


qui  s'en  déduisent,  en  y  ajoutant  la  première  équation  mul- 
tipliée par  Pi. 
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Cela  posé,  donnons  aux  variables  indépendantes  s^  jt/,  /hi- 
deux systèmes  distincts  d^accroissements  infiniment  petits  dzj 
dxi,  dpi  et  0^,  oj:/,  o/>i,  satisfaisant  aux  relations 

(69)  dzz=^\  pi dxi,        ^z^=\  pi dXi. 

Soient  rfZ,  rfX/,  rfP|  et  oZ,  SX,-,  SP|  les  différentielles  cor- 
respondantes de  Z,  X|,  P|. 
Uidentité 

dL  —  \  P/  d)ii  =  p  f  e/5  —  \  Pi  dxi  ] , 

différentiée  par  rapport  aux  0,  donnera,  en  tenant  compte 
de  (69), 

8  dZ  -V  (5Pf  t/X,-t-  P^  $  dX,) 

=z  p\ùdz  —  \   (^pi  dXi  -^  pi^  dxi)   . 

Permutant  les  d  avec  les  0  et  retranchant  la  nouvelle  équa- 
tion ainsi  obtenue  de  la  précédente,  il  viendra 

(70)  \   (dVi 8X/  —  dXi IV i)  =  p\   {dpi ^Xi—  dxi ^Pi)> 
Or  on  a,  d'après  la  relation  (69), 

de  même 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'identité  (70)  et  égalons  sé- 
parément à  zéro  les  coefficients  des  diverses  différentielles 
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dpk'i  dxky  il  viendra 


3.i3 


'-•=l[^:-'-^i-']' 


P^'Pfc 


=I[S«-S-']' 


d'où,  en  changeant  les  ù  en  d  et  résolvant  par  rapport  aux 
cjuantités  dxftt  dpfi^ 


dXi.z=z 


(73) 


^ZnKàpk       ' 


-t-:-^')' 


Ces  équations  doivent  être  identiques  à  celles  que  Ton  ob- 
tiendrait en  résolvant  les  équations  (71),  (7a)  par  rapport 
aux  dxfc,  dpk*  Les  deux  déterminants 


A  = 


et 


Ai  = 


dxfg 


dPj 

dXu 


I    à^j, 

P  àpk 

i  ^ 
P  dxfc 


àpk 

•  •  •   « 

dpk 


•     •••••••  •• 


1  d\ 


P  àp 


I  rfX^ 
p  dxjg 


satisfont  donc  à  la  relation  AA|  =  i . 

Mais,  d'autre  part,  si  dans  A|  on  permute  les  n  premières 
lignes  avec  les  n  dernières,  puis  les  n  premières  colonnes 
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avec  les  n  dernières,  si  l'on  fait  sortir  du  déterminant  les  fac- 
teurs -  et  — I,  communs  à  une  même  ligne  ou  à  une  même 

colonne,  et  enfin,  si  Ton  permute  les  lignes  avec  les  colonnes, 
il  viendra 


^■-p-.»^- 


^1 


De  cette  équation,  combinée  avec  la  précédente,  on  dé- 
duit 


DonCy  si  p  n'est  pas  nul,  A  sera  différent  de  zéro. 
On  en  déduit  que  les  fonctions  Z,  X/,  P/  sont  indépen- 
dantes. Considérons  en  effet  leur  jacobien 


dpn 


J  = 


dZ 

ffL 

dz 

dxi 

d\i 

dX, 

dz 

d-Ti 

*  •  .  • 

•  •  • 

dPn 

dz      dJCi 


dp, 


...     ... 


dpn 


En  ajoutant  aux  colonnes  de  rang  2,  • . . ,  /z 
mière  colonne,  respectivement  multipliée  par/74, 
aura 

dZ       dZ  d7. 

•     .     a  -      — 

dpa 

dXt 

J  rr         àz       dXt  dpn 


I  la 


pre- 


,/?„,  on 


dz 

ctr, 

dX, 

rfX, 

dz 

dxi 

•     •      • 

dP- 

.  •  •  • 

dPn 

ds      dxi 


•  •  •   • 


dPn 
dpn 


Retranchons  de  la  première  ligne  les  n  suivantes,  respec- 
tivement multipliées  par  P| ,  •  • . ,  P^  ;  il  viendra,  en  vertu  des 
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équations  (65),  (67),  (68), 


3i5 


J^ 


p 

0 

^x, 

dX, 

ds 

dxi 

•  •  •  • 

•  <  •  • 

d?n 

dz      dxi 
Donc  J  n^esl  pas  nul. 


o 
dpa 

•  •  •  • 

dPn 
dpn 


=  pA.^ 


H  «n-i-l 


267.  Soit  maintenant  u  une  fonction  quelconque  de  3,  Xi, 

Pi,  On  aura 

,        \^    du  j  du    , 

duz=  y    -y—-  dXfe  -h  -^  —  apk 


dx/f 


dpi 


ou,  en  substituant  pour  rf-r^,  dp/t  les  valeurs  (73), 

pdu=\  ([Ptu]dXi-[Xiu]dP,). 
Faisons  en  particulier  u  =  Xa,  puis  u=zV/[]  il  viendra 

pdK,=:y  {[P,X,]dX,-[\iX,]dPi), 


(74) 


pdP,=^([PiP,]dXi^[XiP,]dPi). 

Les  différentielles  rfX/,  rfP/ étant  indépendantes,  ces  équa- 
tions devront  être  identiques;  on  en  déduit 

[X,X,.]  =  o,        [P,P*]=zo, 
[P,X,]=p,         [P,X,]=o. 

Faisons  enfin  u  =  T*.  L'identité  (64)  donne,  en  remarquant 
que  dz  — \ pidxi=  o, 

dZ=yPidXi. 
On  aura  donc  ces  nouvelles  relations 


(7^) 


[P,Z]  =  pP„        [XfZ]  =  o, 
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qui  y  jointes  aux  équations   (74)f  seront  équivalentes  à  la 
relation  (64). 

268.  Supposons   qu'on  ait  trouvé  un  système  de  n  -h  i 
fonctions  indépendantes  Z,  X/,  satisfaisant  aux  relations 

[X,X^]r^o,        [X,Z]r=o. 

On  pourra  déterminer  sans   difficulté  et  d^une  seule  ma- 
nière les  /H-  I  autres  fonctions  P/,  p  par  les  équations 


dZ      V  ^    dXjc_ 

âz     "^' 


P^^*--:^ 


s  -1. 


k       dpi 


Les  2/1  équations  (67)  et  (68),  qui  doivent  déterminer  les 
n  inconnues  P/,  forment  un  système  surabondant  ;  mais  il  est 
aisé  de  voir  qu'elles  sont  toujours  compatibles.  On  a,  en  effet, 
les  identités 

qui  fournissent  n  relations  distinctes  entre  les  A/,  B/;  car 
l'un  au  moins  des  déterminants  formés  avec  les  éléments  du 
tableau 


—  •  ■  •  — ' 

dxi  dpi 


«  •  •  • 


difi(ère  de  zéro,  puisque  le  déterminant  A,  qui  est  iine  fonc- 
tion linéaire  de  ces  déterminants,  n'est  pas  nul. 

Ceci  montre  d'une  part  que,  parmi  les  2/1  équations  (67) 
et  (  68),  il  y  en  a  nécessairement  n  qui  sont  des  conséquences 
des  autres,  et  d'autre  part  que,  parmi  ces  équations,  il  y  en  a 
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toujours  n  essentiellement  distinctes,  dont  la  résolution  don- 
nera les  inconnues  Pa* 


269.  Soit 


(76)  Ff    5,    a?,,     .    .    .,    J?;,,     ^-^,      .«-l     ——1     ^— ^,      ••• 


une  équation  aux  dérivées  partielles  entre  les  variables  indé- 
pendantes Xiy  . . . ,  a:;i  et  une  fonction  inconnue  z.  On  pourra 
remplacer  cette  équation  par  le  système  des  deux  suivantes  : 


>   •  •  •  M 


(77)  ^(^i^U  "  -y^ny  Pu  "     ^Pny  -^ 

dz  —  \  pi  dXi  :=  O. 

Soient  Z,  X|,  P|  des  fonctions  de  5,  Xi^  pi  déterminées 
comme  ci-dessus,  de  manière  à  satisfaire  à  l'identité 

d^L  —  /  P; d^i  =  dz  —  /Pi dxi. 

Substituant  dans  les  équations  (77)  les  valeurs  de  ^,  Xi^pi^ 

-—^  ;  •  •  •  en  fonction  de  Z,  X/,  P,-  et  de  leurs  dérivées   par- 
ux^ 

tielles  par  rapport  à  X|,  X2,  . . . ,  on  aura  de  nouvelles  équa- 
tions 

4»(  Z,  X|,  . . . ,  X;,,  P|,  . . . ,  P„,  . . . ,  -TmT^»  •  •  *  j  'ÂSr. 

dZ—\PidXi—o, 

équivalentes  à  Téquation  aux  dérivées  partielles 

^fri  Y  V      ^Z  dZ  dZ  d^Z  \ 

Cette  équation  transformée  est  du  même  ordre  que  la  pri 
raitive. 


y  ' 
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270.  Leslransformalionsdecegenre,  auxquelles  M.  Lie  a 
donné  le  nom  de  transformations  de  contact  y  ont  une  grande 
importance.  L'une  des  plus  simples  est  la  suivante,  déjà  con- 
sidérée par  Legendre, 

C'est  bien  une  transformation  de  contact,  car  on  a 

^— \    PidXi——dZ'^\   (pidxi-h  JTidpi)  —  \   ^idpi 

dz  —  \  pi  dxi  J . 

Celte  transformation  est  d'ailleurs  réciproque,  car  on  dé- 
duit des  équations  ci-dessus,  résolues  par  rapport  à  z^  X£^  />/, 


Z  —  -Z 


^^P,X,,         Xi=Pi,        Pt=Xi. 


IIL  —  Équations  aux  dérÎTées  partielles  du  second  ordre. 

271.  Parmi  les  équations  aux  dérivées  partielles  à  deux 
variables  indépendantes  et  d^ordre  supérieur  au  premier,  la 
plus  simple  est  évidemment  Téquation  monôme 

— -  O. 


Il  est  facile  de  trouver  son  intégrale  générale. 

En    effet,    prenons    pour   variable    auxiliaire   la   dérivée 

à"  z 

—-^  z=  u:  on  aura 


dx 


m 


—  O. 


Donc,  pour  une  valeur  constante  de  ^,  la  quantité  u,  consi- 
dérée comme  fonction  de  x  seul,  aura  sa  dérivée  m* '"•nulle; 
elle  sera  donc  de  la  forme 

Aq  -|—  \iX  "4— ...  -f-  /Vffg^iX        , 
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Ao,  •  •  -9  Am-i  étant  des  quantités  indépendantes  de  x  et,  par 
suite,  des  fonctions,  d'ailleurs  arbitraires,  de  la  seule  va- 
riable y. 

La  valeur  de  u  étant  ainsi  déterminée,  on  aura 

-5—  3=  Aq  -i-  Al  J7  -+- . .  .4-  A„_|  J?'"~  . 

Désignons  par  Yq,  ...,  Ym-\  des  fonctions  de  y,  ayant 
respectivement  pour  dérivée  /i**"®  Ao,  . . . ,  A^-i.  L'équation 
précédente  admettra  la  solution  particulière 

r  =  Yo-h  Yi^ -+-. .  .4- Y,„_,^'«-*. 

Pour  obtenir  la  solution  générale,  posons 

5  ~  Ç  -h  V, 
L'équation  deviendra 

et  donnera 

Xo,  . . .,  X;i_i  étant  des  fonctions  arbitraires  de  x.  On  aura 
donc  finalement 

5— Yo-hY,j?  4-...-hY,„_i^'«-», 

-h  Xo  4-  XiJ  -r  .  .  .  4-  XVi  J«-». 

D'ailleurs  Aq,  . . . ,  \m-i  étant  des  fonctions  arbitraires  de^', 
leurs  intégrales  n»«"<^*  Yo,  ...,  Y^-i  seront  également  des 
fonctions  arbitraires. 

En  particulier,  l'équation  du  second  ordre 


dx  dy 
aura  pour  intégrale 


Y. 
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272.  Considérons  avec  Euler  Téquatlon  plus  générale 

d^z  ,    d^z  d^z 

a,  b^  c  étant  des  constantes. 

Changeons  de  variables  indépendantes,  en  posant 

ax  -f-  p  V  =  ?,        Y-^  -^-  ^7  =  ^H 

oLy  ^,  y,  S  étant  des  constantes. 
On  aura 

d  à  à  d        ^d       ^d 


L*équation  transformée  sera  donc  la  suivante  : 

Soit  en  particulier 

A|  et  )v2  étant  les  deux  racines  de  Téquation 

a  H-a^X  -hcX*  r^o. 

Les  termes  en  -^y  j-^  disparaîtront,  et  l'équation  transfor> 
mée,  se  réduisant  à 

d^'Z 

aura  pour  intégrale  générale 

/et  cp  désignant  des  fonctions  arbitraires. 

Si  Téquation  en  X  a  ses  deux  racines  égales,  les  deux  nou- 
velles variables  \  et  r^  ne  seront  pas  distinctes.  Le  procédé 
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précédent  doit  donc  être  légèrement  modiGé.  On  prendra, 
dans  ce  cas,  a=  i,  ^=:X  et  on  laissera  y  et  8  arbitraires. 

Les  quantités  a  -j-  6X,  6  -f-  cX  étant  nulles,  le  terme  en  ^  ^ 

s'annulera,  et  Téquation  se  réduira  à 


3=0. 


et  aura  pour  intégrale  générale 

273.  La  méthode  précédente,  convenablement  généralisée, 
permet  de  ramener  à  une  forme  plus  simple  Téquation 

A -5—.  -H2B3— 3-  -4-G-s-i  -hM==o, 

où  A,  B,  G  sont  des  fonctions  de  J?,^,  et  M  une  fonction  de 
dz     dz 

Soient,  en  effet,  Ç,  r\  deux  fonctions  de  x^  y,  que  nous 
prendrons  pour  nouvelles  variables  indépendantes;  on  aura 

dz       dz  dl       dz  dr. 
dx       d^  dx       d^i  dx^ 

dz  dz  d%        dz  drt 

df  "  d;  df       dr^  dy  ' 

à^__à^(  d^y      à'^fdr^y         d'z    dl    dr, 
dx^  —  d5»  \dx)  "^  dTi*  \dxj  '^'^dldri  dx  dx 

dz  dn       dzd^ 
"^  d^  dx^  "^  dfi  dx^  ' 

d^_  __d^z   d^  d^       a^  dri^  dri^ 
dx  dy       d;*   dx  dy       dr^*  dx  dy 

d'Z    (  d\    dr,         dr,    d\\         dz      d^\  dz      d'r, 

dkdr,  \dx  dy       dx  dy)       d\  dxdy       dr,  dx  dy 
d'z       d'zfd^y      d^z/driY         d'z     ()$  dr. 


1/  "  t^ 

•?  df,\dx  dv      à-r  df, 

dy*  "  d?»  \dfj  ^  drSydy)  ^  '  d\  dr,  dy  dy 
dz  d'î       ds  d'r, 


—  î 


d\  dy^       dr,  dy^ 
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Substituant  ces  valeurs  dans  Inéquation  proposée,  on  aura 
une  transformée  de  même  forme 


où 


\dxj  dx  dy         \ôy)  ' 

Ces  deux.  coefîGcients  s^annulent  donc  si  Ton  prend  pour  ^ 
et  7)  deux  intégrales  distinctes  de  Téquation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  un  produit  de 

deux  facteurs  X-r — h  (Jt^>  ^*  T~  "^  H^*  ^T"  ^^  ^^^  égalant 

séparément  à  zéro,  on  aura  deux  équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre;  leur  intégration  donnera  les  fonctions  Ç,  tj,  dont 
rintroduction  comme  variables  indépendantes  réduira  la  pro- 
posée à  la  forme  plus  simple 

Celte  méthode  serait  en  défaut  si  le  premier  membre  de  (i) 

était  un  carré  parfait;  car  Ç  et  r^,  déterminées  par  une  même 

équation  linéaire,  ne  seraient  pas  distinctes.  Mais,  en  prenant 

dans  ce  cas,  pourr,,  une  intégrale  de  cette  équation  et,  pour  i, 

une  fonction  quelconque,  on  voit  aisément  que  B'  s'annuleru 

ainsi  que  C,  de  sorte  qu'on  obtiendra  une  transformée  de  l«i 

forme 

d^z         (y  dz    dz\ 

271.  Parmi  les  équations  de  la  forme  (2),  nous  considé- 


ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES.  353 
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Ferons  en  parliculier  Téquation  de  Laplace 

(3)  :^^  4-  M—  -f-  N^  +  P^  -t-  Q  -.:  G, 

^    ^  ax  ôy  ax  ay  ^ 

où  M,  N,  P,  Q  sont  des  fonctions  de  x^  y  seulement. 
En  prenant  pour  variable  auxiliaire  la  quantité 

Toquation  proposée  pourra  s'écrire 

(5)  ~-hNa-i-Q-r-A5i.^0, 


en  posant,  pour  abréger, 

dx 


—  MN  ^  A. 


L'équation  (3)  est  donc  équivalente  au  système  des  deux 
équations  simultanées  (4)  et  (5).  Ce  système  s'intègre  immé- 
diatement si  A  =  o.  En  effet,  l'équation 

__  +  N«  +  Q  =  o, 

ne  contenant  de  dérivation  que  par  rapport  à  x,  deviendra, 
pour  une  valeur  constante  de^,  une  équation  aux  différen- 
tielles ordinaires,  linéaire  et  du  premier  ordre,  dont  on  dé- 
terminera aisément  l'intégrale  générale  sous  la  forme 

Ui  étant  une  intégrale  particulière  et  C  une  quantité  constante 
pour  j'  constant  et,  par  suite,  une  fonction  de  y  seul,  d'ail- 
leurs arbitraire. 

Substituons  la  valeur  de  u  ainsi  trouvée  dans  Téquation  (4). 
Cette  équation,  ne  contenant  de  dérivation  que  par  rapport 
à  yj  pourra  de  même  s'intégrer  comme  une  équation  aux 
différentielles  ordinaires,  à  la  condition  de  remplacer  la  con- 

.1.  —  Cours,  111.  23 
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stante  d^intégralion  par  une  fonction  arbitraire  de  x.  On  aura 
donc,  pour  5,  une  expression  où  figurent  deux  fonctions  ar- 
bitraires, l'une  de  x,  Tautre  de  y, 

27o.  Supposons,  en  second  lieu,  que  A  soit  différent  de 
zéro.  L'équation  (5)  donnera 


(6) 


-=-i(lÏH^N«-^Q). 


Substituons  cette  valeur  dans  (4)  et  posons,  pour  abréger. 


\   ô\.       .-       <)lojîA 


\  Ôf  ÔY 


> 


P,  — i -MA-^A > —     -    4- P .- > 

OY       A  ôy  oy  i)y  ôjc 

^        Ôy       ^  Oy  ôy  ôy  ^ 

il  viendra 

Ô^U  .,    ou  ^rÔn     ,     ri  r\ 

équation  de  même  forme  que  la  primitive.  Si  elle  peut  être 
intégrée,  la  formule  (6)  donnera  la  valeur  de  z. 

Cette  intégration  pourra  se  faire  immédiatement  si  l'on  a 

T.        àMi       .,  ^.       (^Mo-A       .        ôy       ÔM 

-.^;-i^-^.A.-f-.MN-l>. 
ô^v  ôy  ôy 

Sinon,  opérons  sur  la  transformée  comme  nous  l'avons 
fait  sur  l'équation  primitive;  nous  ramènerons  son  intégra- 
lion  à  celle  d'une  nouvelle  transformée 

ô^v         .,    Ôi'        ^.ôv 
ÔJcôy  ôw  ôy  ^ 
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laquelle  pourra  se  faire  si  l'on  a 

*        ÔJ^  ôy  ^       ôy       dx 

oxay 

Continuant  de  même,  nous  aurons  un  nouveau  cas  d'inté- 
^rabilité,  si  la  quantité 

«st  nulle,  et  ainsi  de  suite. 

276.  L'équation  primitive  ne  changeant  pas  de  forme  si 
l'on  y  permute  x  et  M  avec  y  et  N,  nous  obtiendrons  évi- 
demment une  seconde  série  de  cas  d'intégrabillté  analogue  à 
la  précédente  en  formant  successivement  les  quantités 

B  ziz  P-  ^  —  MN, 


'        ôx  dy  àx       ôy 

ÔX  ôy 


Si  Tune  d'elles  s'annule,  on  arrivera  à  une  transformée 
intégrable. 

277.  Considérons  l'équation  de  Liouvllle 

ôx  ôy 

Posons 

ôz 


-,  — .-  ^  e2>-. 


Il  viendra 


,y  -  ^■ 


ÔX 
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et,  ea  prenant  la  dérivée  par  rapport  ky, 

dxdy  dy       dx       ^ 

Cette  équation  peut  s'écrire  ainsi 


â(f-Q-)-» 


ou,  en  intégrant, 

\    f  (y) 
Soit  'h(y)  =  -T-   .,)'  [  une  solution  particulière  de  cette 

équation;  on  aura 

dy        ^  '        ^       2X  f' 

et  ces  équations  n'apprendront  rien  sur  les  fonctions  if  et  fy 
]a  fonction  F  étant  arbitraire. 

Pour  avoir  la  solution  générale,  posons 

u  étant  une  nouvelle  variable,  il  viendra 

du  fJY)       .    ,      ^ 

ày        f{y) 

ou,  en  multipliant  par  —  - — ~— > 

r(y)-- 


a=  a 


ou 

à  fjy) 

dy      u 


+  \/'(y)  =  o. 
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Intégrant  par  rapport  à^,  îl  vient 


u 


V(7)  +  ?(^)  — o. 


<l'où 


Q^  I   .n.r)  f'iy) 


-et  enfin 


2X/'(7)       V(7)-^?(^) 


278.  Étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles 
<la  second  ordre 

i_    ,         dz  dz  d^z 

ou  nous  posons,  pour  abréger,     -  z=  p,  —  ^=  q,  -^—^  =  /*,  • . •  ^ 

proposons-nous  de  lui  appliquer  la  transformation  de  Le- 
«^endre.  Soient 

Tj:—px->rqy  —  Zy         Xz=zp,         Y=i^ 

les  nouvelles  variables,  et  désignons  par  P,  Q,  R,  S,  T  les 

, ,  .    ,             .  ,,      d7i    dTj    d*7j 
4:l(îrivees  partielles  3^7»-^?  ;wi' 

On  aura 

dL-z  X  dp  -{-  y  dq  -\- p  dx  -\-  q  dy  —  dz 
^=1  X  dp  -\-  y  dq  z=L  X  d\  -f-  /  dY^ 
<l'où 

F  =  X,  Qzzrj, 

et,  par  suite, 

^  =  PX-i-QY-Z. 

On  aura  ensuite 

dX  zzz  dp  ^=r.  r  dx  -+-  5  <i/ ,         dY  z=z  dq  =:  s  dx  -^-  t  dy, 
dx—dP=^RdX.-^SdY,        dy=^dQ  =  SdX-hTdY, 


r 
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et,  en  éliminant  efX  et  rfY, 

dx—{Rr  -h  S5)  dx  -f-  [Rs  -  S/)  dy, 

dy  —  (Sr  -t-  T^)  dx-^(Ss  -\-  Tt)  dy; 


d'où 


Rr  -f-  S5  =  I,         Rf  -I-  S/  —  o, 
Sr  -r-Ts  — o,        Ss  -hTr^i, 


et  enfin 


T  S  R 


RT— S»  RT— S«  RT— S- 

L'équation  transformée  sera  donc 

F/ PX-hQY— Z,P,  Q,X,  Y,  j^iTg^»  "~rT^S*' RT^^^j  ~^* 

^79.  Nous  allons  appliquer  cette  transformation  à  réqu<i- 
tion  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  dont  les  rayons  de 
courbure  principaux  sont  égaux  et  de  signe  contraire. 

Nous  avons  donné  (Calcul  différentiel  y  n"337)  l'équa- 
tion du  second  degré,  qui  détermine  ces  rayons  de  courbure. 
Égalant  à  zéro  la  somme  de  ses  racines,  on  obtiendra  l'équa- 
tion diflerentielle  cherchée 

Par  la  transformation  de  Legendre,  elle  deviendra 

(8)  (n-X«)R-^2XYS4-(n-Y«)T:=:o. 

DifTérentiant  par  rapport  à  X,  on  trouvera 

(9)  (i4-X»)^j4-2XY^^-(n-Y«)^^4-2XR-f-2YS  =  o. 


Mais  on  a 

R  = 

dP       dx         _ 

dx    ax'     ^ 

dP       à.r 

■ dY       dY' 

dR       d*x 

dS         d'^x 

dT      d'P 

d*x 

dX  ~~  dX»' 

'd\       dX  âY  ' 

dX       dY* 

~  dY* 
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L'équation  (9)  peut  donc  s'écrire 

ln-X-)^-j^.4-aXY^^--H(.  +  Y')^ 
i  _.  dx         ^  dx 

I  -h  2X   .VF  -h  2Y   ,Â>  —  O. 

La  différentiation  par  rapport  à  Y  donnerait  pour  ^  la  même 
équation  aux  dérivées  partielles.  Enfin,  en  tenant  compte  de 
la  relation  (8),  on  vérifiera  aisément  que 

z-zPX^-QY-Z  =xX     yY-Z 

satisfait  encore  à  cette  même  équation. 

Pour  intégrer  l'équation  (lo),  nous  la  simplifierons  sui- 
vant la  méthode  du  n**  273,  en  remplaçant  X,  Y  par  de  nou- 
velles variables  indépendantes  Ç,  7^,  qui  satisfassent  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

Cette  dernière  équation,  décomposée  en  facteurs,  donne 
la  suivante  : 

dont  l'intégration  se  ramène  à  celle  de  l'équation  différen- 
tielle ordinaire 

_rfX_  _  dY 

'  +^*  ~~  XY-  v^^-^Iryï 

ou 

(12)  (i-HX=)^|=XYq=v^-i-X«-Y^. 

Prenons  la  dérivée  de  cette  équation    et  remplaçons-y 

-rrr  par  sa  valeur;  il  viendra 

a\  '■ 

d^Y 

(i-i-X*)^/,^, -o, 
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d'où 

—     zr-  const. 

L'intégrale  générale  de  (12)  sera  donc 

:  const., 


XY~v/-i-X*-Y* 

de  sorte  que  les  nouvelles  variables  indépendantes  à  prendre 
seront  les  suivantes  : 


t 


i-hX=  XY-^v/— I— X»  — Y» 


(.3,    /       XY-v=--.-V--^'  •-^ 


J  H-X»  _XY— y/-!— X*  — Y' 

[  '''~XY-+-v/-itÔL»-Y^~  iW« 

Éliminons  le  radical  entre  les  deux  équations  équivalentes 
qui  donnent  \\  il  viendra 

1  -f-X«-h  (I  4- Y*)  î«—  2XY$  i-^o, 
d'où 


(l4)  X=:.YÇ-r-V^--l-5' 

On  trouvera  de  même 

(i5)  Xr^.YTi-^v/-*--V 

De  ces  deux  équations  on  tirera 


Ev/-f-V~T,  y/-  1  -  $«        ,.      y/-  -  '  --^i'-  V^--i_--l* 

L'équation  (10),   exprimée  au   moyen  des  nouvelles   va- 
riables Ç,  r,,  prendra  la  forme 

L  -^  -  +  M  -pr  +  N    -  =  o, 
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OÙ  les  coefficients  M,  N  ont  pour  valeurs 

Or  ces  deux  coefficients  sont  nuls.  En  effet,  l'équation  (i  i) 
à  laquelle  satisfont  Ç  et  r|  peut  aisément  se  mettre  sous  les 
deux  formes  équivalentes 

(.6)  (XY-v/-i-X'-Y')^|  +  (i+Y*)^=o, 


(iG; 


Ajoutons  à  cette  dernière  équation  la  dérivée  de  (i  i)  par 
rapport  à  X  et  celle  de  (i6)  par  rapport  à  Y  ;  il  viendra 

(.+X')^  +  .XY^^-^-t-(.4-Y«)^ 

^  du  -.  du 

-h  2X  3^  -H  2  Y -c^  :l^  O. 

Prenant  successivement  pour   u  les  fonctions   Ç,  r,,   on 
aura  M  =  o,  N  =  o. 

Uéquation  transformée  se  réduira  donc  à 


et  aura  pour  intégrale  générale 

4>  et  ^  étant  des  fonctions  arbitraires. 
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280.  Il  résulte  de  raaalyse  qui  précède  que  les  surfaces 
cherchées  appartiennent  à  celles  dont  les  coordonnées 
peuvent  s^exprimer  en  fonction  de  deux  paramètres  ^,  r^ 
par  des  équations  de  la  forme 


Ces  dernières  surfaces  jouissent  de  la  propriété  géomé- 
trique d'être  engendrées  (et  cela  de  deux  manières  diffé- 
rentes) par  la  translation  d'une  génératrice  de  forme  inva- 
riable. Il  est  clair  en  effet  que  les  courbes  r,  =  const. 
représentent  les  diverses  positions  d'une  même  courbe  dé- 
placée parallèlement  à  elle-même.  De  même  pour  les  courbes 
5  =  const. 

Nous  allons  poursuivre  l'étude  du  problème,  pour  achever 
de  préciser  la  nature  des  surfaces  cherchées. 

281.  Puisque  x  est  la  somme  d'une  fonction  de  Ç  et  d'une 
fonction  de  tj,  nous  pourrons  poser 

'f  et  ^  étant  arbitraires.  Cela  posé,  on  a 

dX  '~  ""' 
d'où 

Y  étant  supposé  constant  dans  l'intégration.   Or  les  équa- 
tions (i4)  et  (i5)  donnent,  dans  cette  hypothèse, 


JX  =:  Y^  -+-  rf  y/'—  I  —  5*  r=:  Yrfri  -t-  dsj-  I  —  V- 

Substituant  ces  deux  valeurs  de  âfXdans  les  intégrales  cor- 
respondantes, et  intégrant  par  parties  le  second  terme  de  cha- 
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cune  d'elles,  il  viendra 

C  désignant  une  fonction  de  Y. 

Pour  obtenir  maintenant  y^  nous  aurons  à  prendre  la  dé- 
rivée partielle  de  cetle  expression  par  rapport  à  Y,  en  sup- 
posant que  les  variables  indépendantes  soient  X,  Y.  On  a, 
dans  cette  hypothèse,  en  prenant  les  dérivées  partielles  des 
équations  (i4)  et  (i5), 


^  ^     dY  '         dY         ~   ' 


,    V  àri         d\/—t  —  Tj» 

"'■+-^5?-^ — dY =  **• 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  la  dérivée  de  Z  se  ré- 
duira à 

MaisjK  doit  être  de  la  forme  ^(ç)-h  ^"(tj),  et  son  dernier 

ne* 

terme  -ry  est  une  fonction  de  Y,  qui  ne  peut  être  de  cette 

forme  que  s'il  se  réduit  à  une  constante.  D'ailleurs  on  peut 
fondre  cette  constante  dans  la  fonction  arbitraire  cp,  de  telle 
sorte  qu'on  ait  simplement 

La  quantité  Cqui  figure  encore  dans  l'expression  de  Zsera 
une  constante  qu'on  peut  supprimer  en  la  fondant  avec  les 
intégrales. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  quantité 

z  =^  Xx  -h  Y  V  —  Z. 
En  y  substituant  les  valeurs  trouvées  de  x,  y,  Z  et  tenant 
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compte  des  relations  (i4)  et  (i5),  il  viendra 

Nous  avons  ainsi  exprimé  les  trois  coordonnées  x^  v,  ^  des 
surfaces  cherchées  au  moven  des  paramètres  Ç,  r^. 

28S.  Considérons  Téquation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre 

(17)  *(«,  r)~o, 

où  1/,  V  sont  des  fonctions  données  de  x,  y,  z^  /?,  q,  dont 
Tune  au  moins  contienne  p  ou  q^  et  4>  une  fonction  arbi- 
traire. 

Prenons  les  dérivées  partielles  de  l'équation.  Il  viendra 

d^  V du  du  du         du'X 

du  \^djc      ^  dz  dp         dq \ 

d^  r  dv  ()p  <?('  <^*'  T   _ 

dv  Ydx      ^  dz  dp  ^    dq ]         ' 

d^  [du  du         du         dul 

du  [df  dz  dp  dq  J 

d^  [  di*  dv         di'  di'l   _ 

^^  \_df        ^  dz  ^     dp  àq \  ~    ' 

Eliminant  le  rapport -r—  :  -t-j  on  obtiendra  une  équation 

^^       du     dv  ^ 

du  second  ordre,  de  la  forme 

(18)  n/-H-2K5H-L/-+-M-hN(r/  — 5')=io, 

où  H,  K,  L,  M,  N  sont  des  fonctions  de  x^  y^  z^  />,  q. 

L'équation  (17)  du  premier  ordre  est  dite  une  intégrale 
intermédiaire  de  cette  équation  du  second  ordre. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  du  second 
ordre  de  la  forme  (iS),  on  peut  se  proposer  avec  Monge  de 
reconnaître  si  cette  équation  admet  une  intégrale  intermé- 
diaire et  de  déterminer  celle-ci  lorsqu'elle  existe. 
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283.  Supposons  que  Téquation  (i8)  admette  une  intégrale 
intermédiaire  (17).  Soit  V  ce  que  devient  le  premier  membre 
de  l'équation  (17)  pour  une  détermination  donnée  à  volonté 
de  la  fonction  ^.  En  changeant  <^  en  ^  —  c^  c  désignant  une 
constante  arbitraire,  on  obtiendra  Téquation 

(19)  V=rc 

comme  cas  particulier  de  (17). 

Toute  solution  de  cette  équation  satisfera  donc  à  Péqua- 
tion  (18).  Mais  elle  satisfait  en  outre  aux  deux  équations 

(?V  dV         dY^         d\  _ 

dx      ^  dz  dp  dq  ~ 

^^^^  i  dV  ÙY         dV         dV 

\  oy  ôz  dp  aq 

obtenues  en  prenant  les  dérivées  partielles  de  (19). 

Tirons  de  ces  équations  les  valeurs  de  /*,  s  pour  les  substi- 
tuer dans  (18);  il  viendra 

(21)  P-f-Q^=zo, 

en  posant,  pour  abréger, 

o   uf^'^y    u^yàv    .fdvy 

^fâv       dy\dv     ^/dv       dy\dv 

L'équation  (ai)  doit  être  une  conséquence  de  Téqua- 
tîon  (19).  Mais  les  seules  relations  indépendantes  de  la  con- 
stante c  que  celle-ci  établisse  entre  ûc,y^  5,  /?,  q,  /',  5,  t  sont 
évidemment  les  relations  (20).  Or,  si  nous  supposons  que  V 

contienne  /?,  le  déterminant  I -y—  )    des  relations  (20),  par 
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rapport  à  r  et  5,  étant  ^  o,  on  ne  pourra  en  déduire  aucune 
relation  nouvelle,  indépendante  de  r  et  de  5;  donc  l'équa 
lion  (21)  ne  pourra  subsister  que  si  Ton  a  identiquement 

P  —  o,         Q  in  o. 

Ce  sont  deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  aux- 
quelles la  fonction  V  doit  satisfaire.  En  général,  elles  sont  in- 
compatibles; mais,  si  elles  ont  des  solutions  communes,  cha- 
cune d'elles  donnera  une  fonction  V,  telle  que  Téquation 
\=  c  entraîne  comme  conséquence  Téquation  (18). 

284.  Ces  équations  P  nr:  o,  Q  =  o  sont  du  second  degré  par 
rapport  aux  dérivées  de  V;  mais  elles  peuvent  être  notable- 
ment simplifiées. 

En  effet,  éliminons  entre  ces  deux  équations  la  quantité 

dV  dW  ,.     j  „    ^         . 

-r h/^  -^»  nous  obiendrons  cette  nouvelle  équation 

or       '    0^  * 

-(HL-MN-K')^^^y=o; 

d'où  Ton  di'duit,  en  posant,  pour  abréger, 

G--^Kî4-MN  — HL, 

{'là)        Tsi r-  7  -r-     -r-  (^K  :lj  \-ij) H  —  —  o. 

Substituons  dans  Q  =  o  la  valeur  de  -^ 1-  7   t-  tirée  de 

Of        '  àz 

cette  équation,  et  supprimons  le  facteur  commun  — -  ;  il  vien- 
dra 

Les  deux  équations  (aS)  et  (24)  sont  linéaires.  Si  G  n'est 
pas  nul,  on  pourra  prendre  successivement  pour  y^les  deux 
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valeurs  dont  cette  quantité  est  susceptible  ;  on  obtiendra  ainsi 
deux  systèmes  d'équations  linéaires 

(25)  P.rzzO,  Q,^0 

et 

(26)  Pj—o,  Qî=0, 

et  V  devra  nécessairement  satisfaire  à  l'un  des  deux.  Si  G  est 
nul,  ces  deux  systèmes  se  réduiront  à  un  seul. 

28o.  Nous  avons  toutefois  supposé  dans  la  démonstration 

que  -T—  n  était  pas  nul.  oi  1  on  avait  - .-  =  o,  mais  -.—  ^  o,  on 
^       dp  '^  dp  dq  ^ 

n'aurait  qu'à  permuter  dans  le  raisonnement  x^  p,  r,  H 
avec  y^  q^  f,  L,  et  l'on  arriverait  au  même  résultat,  car  ce 
changement  transforme  simplement  P|,  Q,,  P^,  Qa  en  Qj, 

Pî,  Q.,P.- 

Notre  conclusion  ne  serait  donc  en  défaut  que  si  V  ne 
contenait  ni  p  ni  q.  Mais,  par  définition,  s'il  existe  une  in- 
tégrale intermédiaire  ^(w,  ^)=  o,  l'une  au  moins  des  fonc- 
tions Uy  V  contiendra  p  ou  q.  Donc,  parmi  les  fonctions  de  la 
forme  ^(«/,  r),  on  pourra  trouver  deux  fonctions  distinctes  U 
et  V  contenant  chacune  p  on  q  ei  satisfaisant,  par  suite,  à 
l'un  des  deux  systèmes  d'équations  (aS)  ou  (26).  Toute  fonc- 
tion ^'(U,  V)  de  U  et  de  V  qui  contient/?  on  q  y  satisfera  de 
même. 

On  déduit  de  là  que  U  et  V  doivent  satisfaire  toutes  deux 
au  système  (aS)  ou  toutes  deux  au  système  (26).  Supposons 
en  eifet  que  U  satisfît  au  système  (sS)  et  V  au  système  (26)  ; 
U"(U,  V)  ne  satisferait,  en  général,  à  aucun  des  deux.  En 
effet,  l'équation  P|,  par  exemple,  étant  linéaire,  le  résultat 
de  la  substitution  de  ^P'(U,  V)  dans  cette  équation  sera 

du    '^ âV' 
S  et  T  étant  les  résultats  de  la  sul)stitulion  de  U  et  de  V. 
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Maïs  U  satisfaisant  à  Pi  =  o  et  V  à 

P,-.-:P,-2vG^-  =o, 
on  aura 

"O,  T  —  2  V  G  -^  r-   O, 

De  même,   le    résultat   de    la   substitution    de   V(U,  V) 

dans  Qi  sera  —  2y^G  -y-  -r^y  ^^  V^G  n'est  pas  nul,  les  deux 

systèmes  (-^.5)  et  (26)  étant  supposés  distincts;  d'autre  part, 

-,—  et  -T-  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois;  enfln,  si  W  contient  V, 
dp       àq  ^ 

-^  n'est  pas  nul;  donc  ^*  ne  pourra  satisfaire  à  la  fois  aux 

deux  équations  P|  =  0,  Qi  =  o.  On  voit  de  même  que,  si 
^  contient  U,  il  ne  peut  satisfaire  à  la  fois  aux  équations 
Pa^z  G,  Q2=  o. 

Si  donc  il  existe  une  intégrale  intermédiaire,  Tun  au 
moins  des  deux  systèmes  (23)  ou  (26)  admettra  deux  inté- 
grales distinctes  U  et  V. 

Réciproquement,  si  le  système  (aS),  par  exemple,  admet 
deux  intégrales  distinctes,  U  et  V,  il  admettra  comme  inté- 
grale W(U,  V),  quelle  que  soit  la  fonction  ^*,  et  Ton  aura 
rintégrale  intermédiaire 

V(U,V)  =  o. 

La  recherche  des  intégrales  intermédiaires  se  réduit, 
comme  on  le  voit,  à  celle  des  solutions  communes  à  deux 
équations  linéaires  du  premier  ordre. 

286.  Lorsqu'on  a  réussi  à  trouver  une  intégrale  intermé- 
diaire 

V(U,V).-o, 

il  ne  reste  plus,  pour  obtenir  z^  qu'à  intégrer  cette  équa- 
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tion,  qui  est  équivalente  à  la  proposée,  mais  du  premier 
ordre  seulement.  Toutefois,  la  présence  dans  l'équation 
d'une  fonction  arbitraire  rendra  en  général  l'intégration  plus 
difficile. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  plusieurs  intégrales  intermé- 
diaires, soit  que  chacun  des  deuTC  systèmes  (aS),  (26)  en 
donne  une,  soit  que  l'un  d'entre  eux  en  fournisse  plusieurs. 
En  effet,  ce  système  étant  formé  de  deux  équations  entre 
cinq  variables  pourra  admettre  dans  certains  cas  jusqu'à 
trois  intégrales  distinctes  U,  V,  W.  Il  fournira  alors  deux 
intégrales  intermédiaires 

W{V,\)=^o,        X(U,W)=o. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  deux  intégrales  intermé- 
diaires, on  pourra  les  mettre  sous  la  forme 

(27)  U=/(V),        U,  =  ^(V.). 

Joignons  à  ces  équations  la  suivante  : 

dz  :=ipdx  -\-  q  dy. 

On  pouiTa  tirer/?  et  q  des  équations  (27)  pour  les  substi- 
tuer dans  cette  dernière;  on  obtiendra  ainsi  une  équation 
aux  différentielles  totales  entre  les  seules  variables  a:,  y^  z. 
Cette  équation  satisfait  évidemment  à  la  condition  d'inté- 
grabilité,  et  son  intégration  donnera  z. 

Il  y  aura,  en  général,  avantage  à  faire  un  changement  de 
variables  en  prenant  V  et  V<  pour  variables  indépendantes 
à  la  place  de  ^  et  de  ^. 

287.  Soit,  comme  application,  à  intégrer  l'équation 

rC  —  5*=o. 

On  a  ici  H  =  K  =  L=M  =  o,  N  =  i,G  =  o,  et  les 
deux  systèmes  (25)et(26)se  réduiront  à  un  seul 

d\         d\  dV         dW 

J.  —  Cours,  llï.  24 
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Ce  système  admet  évidemment  les  trois  intégrales 

On  aura  donc  les  deux  intégrales  intermédiaires 

q^fip). 
z^px  —  qy~-^{p), 

qu'on  doit  combiner  à 

dz  r-  p  dx  -\-  q  dy, 

La  diflférenliation  des  deux  premières  équations  donne 

àq^-f'{p)dp, 
dz  —  p  dx  —  qdy  —  x  dp  —  y  dq  -=  <p'(^)  dp, 

et,  en  substituant  les  valeurs  de  dz  et  dq^ 

En  posant  dp  =  o,  d'où  /?  =  c,  on  aura  la  solution  parti- 
culière 

-s  — c.r— /(c)r  — ©(c), 

et,  en  égalant  à  zéro  l'autre  facteur,  on  aura  une  autre  in- 
tégrale, représentée  par  ces  deux  équations 

z  —  px—/{p)y  —  v(p), 

Vf.  —  Équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

288.  Les  problèmes  de  la  Physique  mathématique  con- 
duisent en  général  à  intégrer  des  équations  (ou  des  systèmes 
d'équations)  aux  dérivées  partielles,  linéaires  par  rapport 
aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs  dérivées  partielles. 

S'agit-il,  par  exemple,  de  la  propagation  de  la  chaleur,  on 
aura  entre  le  temps  /,  les  coordonnées  x,  j%  z  d'un  point 
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quelconque  du  corps  étudié,  et  sa  température  U,  Téquation 

a  désignant  une  constante. 

Il  faudra  joindre  à  cette  équation,  pour  préciser  la  ques- 
tion, certaines  conditions  accessoires  qui  varieront  dans 
chaque  cas. 

Si  Ton  considère  un  espace  illimité,  on  rendra  le  pro- 
blème déterminé  en  joignant  à  Téquation  (i)  une  équation 
de  la  forme 

U---/(i?,7»«)        pour^irr. o, 

laquelle  donne  en  chaque  point  la  température  initiale. 

S'il  s'agit  d'un  corps  K  de  dimensions  finies,  on  pourra  se 
donner  la  température  initiale  de  chacun  de  ses  points,  ce 
qui  donnera  la  condition 

(  2  )  U  -" /( Xy  r ,  z)         pour  t  -■-  o. 

Mais  cette  condition  n'ayant  plus  Heu  pour  un  point  quel- 
conque X,  jK,  z  de  l'espace,  mais  seulement  pour  les  points 
intérieurs  à  R,  ne  suffira  plus  pour  rendre  la  question  déter- 
minée. Il  faudra  y  joindre  de  nouvelles  conditions  relatives 
aux  points  de  la  surface  S  qui  limite  K.  On  pourra,  par 
exemple,  se  donner  la  température  à  chaque  instant  en 
chacun  de  ces  points,  ce  qui  donnera  une  équation  de  con- 
dition de  la  forme 

(3)  Y^:p(.r,  r,  s,  0.. 

valable  pour  tous  les  points  de  S. 

La  connaissance  de  la  température  à  la  surface  du  corps 
peut  d'ailleurs  être  remplacée  par  une  autre  donnée  équiva- 
lente. 

Si,  par  exemple,  on  sait  que  le  corps  rayonne  librement 
dans  un  espace  à  une  température  constante,  l'équation  à  la 
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surface  (3)  sera  remplacée  par  la  suivante 

(4)  -r— cosa-f-  -^- cosB  H — r— cosy  z=i/«U, 

ox  oy  az 

a,  ^,  Y  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface 
au  points:,  y^  z  el  h  une  constante. 

Nous  avons  ainsi,  en  général,  deux  sortes  de  conditions 
accessoires  :  i®  conditions  initiales  qui  auront  lieu  pour 
i  =  o  dans  tout  Tintérieur  du  corps  considéré;  2°  conditions 
relatives  aux  limites  y  qui  seront  vérifiées  à  la  limite  du 
corps.  Les  unes  et  les  autres  peuvent  être  variées  d'une  infi- 
nité de  manières,  ce  qui  donnera  lieu  à  autant  de  problèmes 
essentiellement  distincts. 

289.  En  général,  les  conditions  accessoires,  de  même  que 
les  équations  aux  dérivées  partielles,  seront  linéaires  par 
rapport  aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs  dérivées  par- 
tielles. Il  en  résulte  d'importantes  conséquences. 

Soient,  en  effet,  U«,  Ua,  ...  les  fonctions  inconnues, 
/,  JT,  ...  les  variables  indépendantes.  Les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  seront  de  la  forme 

(5)  Fi=/i,         Fi=/îi         •••» 
les  conditions  accessoires  de  la  forme 


(6)  *!  =  ?!,  *J=? 


%> 


Fi,  F2,  •  • . ,  ^1,  Oa,  ...  étant  des  fonctions  linéaires  et  ho- 
mogènes par  rapport  à  U|,  Ua,  ...  et  à  leurs  dérivées  par- 
tielles, et /i,/2>  •  •  ' 7  f  I)  ?2>  •  •  •  des  fonctions  des  variables 
indépendantes. 

Supposons  que  nous  soyons  parvenus  à  déterminer  : 
1**  une  solution  particulière  Uj,  U',,  ...  du  système  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles 


(7)  Fi=/p        F,=  o, 


•  •  j 
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a°  une  solution  particulière  U'J ,  U^,  ...  du  système 
(8)  Fi  =  o,         F,=/„ 


etc. 
Posons 


u,=u;-f-u';-+-...-hV„ 


Les  nouvelles  variables  Vo  V2,  . . .  devront  évidemment 
satisfaire  aux  équations 

F|:=  O,  Fjzz:  O,  ... 

et  aux  conditions  accessoires 


•  •  .  f 


4*1)  ^2)  -**  désignant  les  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes que  l'on  obtient  en  substituant  dans  ^i ,  Oj,  • .  •  à  la 
place  de  U|,  Uj,  ...  les  expressions 

u  1 = u  ;  4-  u  ',  -h . . . ,      u ,  =z  u  ;  4-  u  ;  4- . . . , 

Soient,  d'autre  part  :  1°  Vj,  V',,  ...  le  système  des  fonc- 
tions qui  satisfont  aux  relations 

(9)  Fi  =  o»  Fî=o,  ..•;  *i=?i— 'Vi,  *i~o,  ...; 
!2"  V^,  Vj,  ...  celui  des  fonctions  qui  satisfont  aux  relations 

(10)  F,=:o,      F,=:o,      ...;      *i  =  o,      *j  =  <p,  — 4/,,      

Si  nous  posons 

v,^v;4-v;4-...4-o„ 


les  nouvelles  variables  O1,  O29  •  •  •  satisferont  aux  relations 
Fj  =  o,        Fjino,         ...;         *j=io,         *,i=o,         .... 
Ces  équations,  étant  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
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aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs  dérivées,  admettront  la 
solution  0|  =  o,  82=:  o,  ...  et  n*en  admettront  pas  d'autre, 
puisque  le  problème  est  entièrement  déterminé.  On  aura 
donc  finalement 


t!, 

^\ 

-+- 

u; 

-+-., 

•  -t-  v, 

+ 

v. 

-h.. 

.... 

•   •    • 

-h 

• . . 

t; 

+  . 

. .  -t-  v; 

-1- 

•    •    1 

v; 

•   • 

-+-.. 

et  Ton  voit  que  la  résolution  du  problème  primitif  s^ob- 
tiendra  en  déterminant  :  i®  une  solution  particulière  de 
chacun  des  systèmes  (7),  (8),  ...;  2"  la  solution  de  chacun 
des  systèmes  (9),  (10),  .... 

La  question  se  trouve  ainsi  ramenée  à  d^autres  problèmes 
plus  simples  011  tous  les  seconds  membres  sont  nuls,  à  Fex- 
ception  d'un  seul. 

Dans  la  plupart  des  applications,  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  (5)  n'ont  pas  de  seconds  membres^  on 
pourra  donc  poser  plus  simplement 

Vj,  V',,  ...;  V'j,  V'^,  ...;  ...  étant  les  solutions  des  sys- 
tèmes suivants  : 


Fi=iio,        F,^.o, 
F,==o,        F,i=o, 


290.  La  décomposition  précédente  du  problème  proposé 
en  problèmes  plus  simples  est  souvent  utile;  mais  il  n'est  pas 
toujours  nécessaire  d'y  avoir  recours.  Nous  admettrons  donc, 
pour  plus  de  généralité  dans  les  explications  qui  vont  suivre, 
qu'elle  n'ait  pas  été  faite  complètement,  de  telle  sorte  que 
l'on  ait  à  intégrer  un  système  formé  d'un  certain  nombre 
d'équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  et  sans  seconds 
membres 

(11)  F,rr:o,  F,=rO,  ..., 
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jointes  à  des  conditions  accessoires  dont  les  unes 

(12)  *i  — o,  *j=0, 

n'auront  pas  de  seconds  membres,  tandis  que  les  autres 

(i3)  Vi^-'Vi,  ^,==^2, 

en  auront. 

La  marche  généralement  suivie  pour  résoudre  les  questions 
de  cette  nature  est  la  suivante  : 

On  néglige  provisoirement  les  conditions  (i3);  les  équa- 
tions conservées  (i  i),  (12)  ne  suffisant  plus  pour  la  détermi- 
nation complète  des  fonctions  inconnues  admettront  une 
infinité  de  solutions. 

On  tâchera  d'en  déterminer  des  solutions  particulières. 
Dans  tous  les  problèmes  que  l'on  sait  résoudre,  on  obtiendra 
sans  trop  de  peine  une  infinité  de  solutions  simples  de  la 
forme 

(1-4  )  1   Vj  — /j(^,»r,  .  .  . ,  X,  p,  . . .), 


a,  p,   .  . .  étant  des  paramètres  variables  d'une  solution  à 
l'autre. 

Deux  cas  seront  ici  à  distinguer,  suivant  que  les  valeurs 
précédentes  constituent  une  solution,  quelles  que  soient  les 
constantes  a,  ^,  .  .  . ,  ou  seulement  pour  celles  de  ces  valeurs 
qui  satisfont  à  certaines  relations  (par  exemple,  pour  les  va- 
leurs entières  de  ces  constantes  ou  pour  celles  qui  sont  les 
racines  en  nombre  infini  de  certaines  équations  transcen- 
dantes que  l'on  formera  dans  chaque  cas"). 

291.  Dans  le  premier  cas,  les  intégrales  définies 

donneront  une  nouvelle  solution,  quels  que  soient  le  cham|) 
de  l'intégration  et  la  fonction  (p(a,  ^,  . . .).  En  effet,  il  est 
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clair  que  le  résultat  de  la  substitution  de  ces  intégrales,  dans 
Tune  quelconque  des  équations  (11)  ou  (12),  sera 

(16)  S?(«,P,  ...)Mrfxrfp..., 

M  désignant  le  résultat  de  la  substitution  de/4  »  f^t  •  •  ••  Mais  M 
est  nul,  par  hypothèse  :  donc  l'intégrale  (16),  ayant  tous  ses 
éléments  nuls,  sera  nulle  elle-même. 

Cela  posé,  nous  tâcherons  de  déterminer  le  champ  de 
l'intégration  et  la  fonction  arbitraire  (p,  de  telle  sorte  que  la 
solution  (i5)  satisfasse  aux  conditions  (i3).  Si  nous  y  parve- 
nons, nous  aurons  satisfait  à  toutes  les  exigences  du  pro- 
blème. 

m 

292.  Dans  le  deuxième  cas,  on  substituera  successivement 
dans  la  formule  (i4)?  pour  les  paramètres  a,  p, . . . ,  les  divers 
systèmes  de  valeurs  dont  ils  sont  susceptibles  ;  on  obtiendra 
ainsi  une  suite  illimitée  de  solutions 

V'       V  •     V       v 

Nous  obtiendrons  une  nouvelle  solution  plus  générale  en 
posant 

(17)   Vi  =  c'v;4-c''V';-+-...,     v,~c'v;-f-c''v;-f-...,     ..., 

c',  c",  ,  .  .  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  le  résultat  de  la  substitution  de 
ces  valeurs  dans  l'une  quelconque  des  équations  (i  1)  et  (12) 
sera  de  la  forme  c'M'-i- c*^M"-f-.  • . ,  M',  M"',  ...  désignant 
les  résultats  respectivement  obtenus  par  la  substitution  des 
diverses  solutions  simples.  Or  M',  M",  ...  sont  nuls,  par  hy- 
pothèse; donc  c'M'-H  c"M''-|-. . .  le  sera,  et  les  séries  (17) 
donneront  une  solution. 

Il  restera  à  déterminer  les  coefficients  arbitraires  (/,  c", ..., 
de  telle  sorte  que  ces  séries  soient  convergentes  et  satisfas- 
sent aux  conditions  (i3).  Le  problème  sera  dès  lors  résolu. 

Nous  allons  éclaircir  cette  méthode  par  quelques  exemples. 
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293.  Propagation  de  la  chaleur  dans  un  milieu  indé- 
fini, —  On  a  à  intégrer  l'équation 

(18)  -,—  =:a^{  -^— r  +  -4— ,-  -+-  -3-.- 

^     ^  ât  \dx*        dy*        dz*  ) 

jointe  à  la  condition  initiale 

U=/(j:,r,  ^)     pour     ^rr:0. 

L'équation  (18)  admet  évidemment  comme  intégrale  parti- 
culière l'expression 

U'=:  C0SM(a7  —  X)  C0Sr{7  —  jl)  COSWP'(s  —  V)  e-(i'«+«'«+H'«)««/^ 

//,  r,  w,  \^  |JL,  V  étant  des  constantes  arbitraires.  Elle  admettra 
donc  comme  solution  l'intégrale 


\}'—Ç     r   f   \}'dudvdw, 

•^0      *^o      *^0 


laquelle  est  le  produit  des  trois  intégrales  simples 


Ç  e-""'"*'  cos  u  {x  —  l)  du  y 

0 

^-«'♦^''cosw'(5  —\)dw. 

Ces  intégrales  sont  aisées  à  calculer.  Nous  avons  trouvé,  en 
effet  (t.  II,  nO  168),  la  formule 

I     e~^y^  cos  2  bydy^=z^  \/tz  a   '  e    "  . 

Changeant  dans  cette  formule  j^  en  w,  a  en  a^t,  b  en  — » 

il  viendra 

(■r— ).)' 

e-'''"*'cosw(a?—  l)du  —  \^ j=r-' 
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(^Iculant  de  même  les  deux  autres  iotégrales,  il  viendra 

<.r— >i*  (>— fJL>«      __  (3— VI» 

L"  =  it«  ^ .-     ^    ^■ 

laslt      'ia\jt     la^t 

Ij'inlégrale 

u = ^  r  y"  j'fo.,  v,  V)  u'^^ixrfv 

sera  encore  une  solution. 

Cette  expression  peut  se  transformer  en  posant 

X— J7  V-  —  Y       Q  >*  —  z 


ia\jt  lasjt  ia\^t 

Il  viendra- 

\J  z=nz  ^  I       I       I    /(j7 -f- aaV^a,  j  4- 2rty//3,  ^ -i- aav^^ï) 

X  e-»*-?'-r'  e/a  ^3  ^/y  . 

(]ette  valeur  de  U  se  réduit  pour  ^  =  o  au  produit  def{x^j%  z) 
par  les  trois  intégrales  simples 


Mais  on  a 


(t.  II,  n"  166);  et  de  même  pour  les  deux  autres  intégrales. 
L'expression  U  satisfera  donc  à  la  condition  initiale 

U— /(^,j,  2)     pour     e  —  o 
et  sera  la  solution  du  problème. 

294.  Propagation  du  son  dans  un  espace  indéfini, —  On 
a  Téquation  aux  dérivées  partielles 
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avec  les  conditions  initiales 

dV        .  ,  .\  pour/— o. 

On  peut  poser  U  =  U'H-  U'',  U'  et  U"  étant  les  solutions 
obtenues  en  combinant  à  Téquation  différentielle  les  condi- 
tions initiales 

et 

Calculons  d'abord  U'. 

On  voit  immédiatement  qu'on  satisfait  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles  et  à  la  condition  initiale  U'=  o  par  la  so- 
lution simple 

U'  =  ces  M  sinari, 

où  nous  posons,  pour  abréger, 

M  —  u{x  —  X)  -H  ('(/  —  [Ji)-h  w{z  —  v^, 

On  y  satisfera  plus  généralement  par  l'intégrale 
(19)  V ^ — ^ —  cos  M  sin  art  dX  d[Ld'^  du  dv  diVy 

F  désignant  une  fonction  de  u,  v,  (v,  X,  [x,  v,  qu'on  peut 
choisir  arbitrairement,  ainsi  que  le  champ  d'intégration. 

Les  variables  w,  i^,  iv  d'une  part,  X,  [jl,  v  d'autre  part,  peu- 
vent être  considérées  comme  des  coordonnées  rectangulaires. 
Remplaçons  w,  ç,  wpar  des  coordonnées  polaires  r,  8,  cp,  ayant 
pour  centre  l'origine  et  pour  axe  polaire  la  droite  qui  joint 
l'origine  au  points' —  X, ^ —  |jl,  ^  —  v.  Remplaçons,  d'autre 
part,  X,  (X,  V  par  des  coordonnées  polaires  r',  6',  ©',  ayant 
pour  centre  le  point  x^y,  z  et  pour  axe  polaire  l'axe  des  z. 
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On  aura 

À  =  x -h  r' sîn6'costp', 

u  rzi  y  -r  r'  sin6'  sino', 
V  --.  z  -r-  r'cos6'; 

M  =  u(x  —  X)  -h  i^{y —  fi)-4-  w{z  —  v)i=:rr'cos6, 

du  dv  d\v  r=-  r*  sîn  hdrd^  d^. 
dkdiKd^  =  r'»  sin  0'  dr'  d^'  dr^'. 

L^int^grale  deviendra  donc 

V  Fcos(rr'cos6)  ûnart  r  ûn^  dr  d^  d^  r'*  %\n^'  dr'  d^'  d^\ 

Supposons  que  le  champ  de  Tintégration  soit  pour  B  et  0' 
de  o  à  71,  pour  cp  et  (p'  de  o  à  aie,  pour  r  et  r'  de  o  à  oo. 

Les  intégrations  par  rapport  à  (p  et  0  pourront  s'effectuer 
en  remarquant  que  sin8rfÔ  =  —  âfcosO.  L'intégrale  de- 
viendra 

4  it  V  F  r'  sin  rr'  sin  art  sin  6'  dr'  d^'  d^*  dr 
=r  2ir  JC  Fr'  [cosr(r'—  a^)  —ces r(r' H-  a/)]  sln^' d^' do' drdr'. 

On  pourra  encore  effectuer  les  intégrations  par  rapport 
à  r  et  r'  en  appliquant  la  formule  de  Fourier 

f  ^ixrV(?)cosix(?-a:)^?=:^[/(x-^o)-+./(^-o)] 

démontrée  au  t.  II,  n"  228. 

Soit,  en  effet,  ^(r')  une  fonction  égale  à  Fr'  quand 
r'^o  et  nulle  quand  r'<;  o.  On  aura 

f  dr  {  Fr'  [cos r { r' —  at)  —  cosr  {r' -h  al)]  dr* 
=  1  dr  I  ^{r')[cosr(f^  —  at)  —  cosr{r'-h  at)]dr' 
=  -[4^(0^4-0)  -^^{at  —  o)] [iK— a/-ho)4-tK— af—o)]. 
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Cette  formule  suppose  seulement  :  i**  que  la  fonction  ^  a 
une  variation  limitée  entre  — oo  et  H-  oo  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  Fr'  a  une  variation  limitée  de  o  à  oo;  2**  que 
l'intégrale 

mod ^ dr'  =  /     mod F  /' dr' 

est  finie.  Si  nous  admettons  en  outre  que  la  fonction  F  est 
continue,  le  second  membre  de  l'expression  précédente  se 
réduira,  si  f  >>  o,  à  Tz^{at),  car  ^{ —  at)  sera  nul^  si  £  <  o, 
il  se  réduira  à  — iz^{ — at).  Enfin,  si  ^  =  0,  il  se  réduira 
à  zéro. 

On  aura  donc,  pour  toute  valeur  de  ^, 

1     dr  I     F r' [cos r {r'  —  at)  —  cosr^r'-^  at)]dr' 

^=nz at  F {x  -^  at'  s'in  ^'  cas <f' , y  -f-  at'  sinS'sin©',  z-hat'  cos^') y 

t'  désignant  le  module  de  t. 

Nous  obtenons  ainsi,  en  supprimant  les  facteurs  constants, 
comme  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles,  l'ex- 
pression 


.m    ^ir 


/        1     iF(a:H-a^'sinÔ'coscp',  j-ha^'sin6'sin«p',  5-i- af'cosO') 

XsinO'rfÔ't/cp'. 

Pour  ^  =  o,  cette  intégrale  s'annule,  et  sa  dérivée  se  ré- 
duit évidemment  à 

f        /    F(^,7,5)sine'û?e'^cp'::L^/iirF(a:,/,45). 

Nous  satisferons  donc  à  toutes  les  conditions   du   pro- 
blème si  nous  posons 

F(^,7,-)  =  ^— /i(^,7,  5). 
Nous  obtiendrons  ainsi,  comme  solution,  l'intégrale  dé- 
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finie  double 

X  sin6'rfO'</v' 

29o.  Calculons  maintenant  U'^. 

On  satisfait  évidemment  à  inéquation  difierentielle  et  à  la 
condition  initiale 


— r—  =1  o         pour        1=^0 

par  la  solution  simple 

cos\f  cosûrr^, 

et  plus  généralement  par  l'intégrale  définie 
axF(X,  |A,  v)  cos  M  cos  art  dk  d\t.  <h  du  dv  d\v 

:=!  -T-  X ^ — '■ —  ces  M  sin  art  dk  du.  d>i  du  dv  div 

=:  Y   /        /     ^F(-«?-+-a^'sin6'coscp',  v-+-a/' sinô'sino',  5 -h  a/'cosO' 

X  sinO'^'t/^ 
D'ailleurs,  pour  /  =  o,  cette  expression  se  réduit  à 

On  satisfera  donc  à  toutes  les  conditions  du  problème  en 


posant 

ce  qui  donnera 


F(a:,/,5)-— 7^/(j?,7,^), 


U'=^ r-  I       I    /y(x' -T-a^'sinô'cos'f', /H-aZ'sinO'sintj)',  5-Ha^'co?0 

X  sin8'éfD'r/3 

» 

On  aura  enfin 

Cette  solution  suppose  toutefois,  comme  on  l'a  vu  d'après 
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la  démonslration  :  i°  que  les  fonctions 

/(X,  |x,  v)r',    /i(X,p.,  v)r' 

ont  une  variation  limitée  lorsque  le  point  X,  [jl^  v  décrit  une 
droite  partant  d'un  point  quelconque  a:,  y^  z  de  l'espace,  et 
allant  jusqu'à  l'iniini  dans  une  direction  quelconque;  2®  que 
les  intégrales 

I  mod/r'  dr',       1  mod/j  r'  dr' 

prises  le  long  de  cette  droite  sonl  finies. 

296.  Supposons  qu'à  l'instant  initial  il  n'existe  de  mouve- 
ment qu'aux  environs  de  l'origine  des  coordonnées,  de  telle 
sorte  que  les  fonctions 

m 

soient  nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  x^  y,  z  extérieures  à 
une  sphère  de  rayon  e  décrite  autour  de  l'origine.  Décrivons 
une  sphère  de  rayon  at'  ayant  pour  centre  l'origine;  on 
pourra  la  représenter  par  les  trois  équations 

Ç  -h  a^' sinô'coscp'=^  o, 

T,  -+-  at'  sin  6'  sin  <p'  =z  o, 
î  -h  at'  ces  6'  i^  o. 

Pour  tout  point  x,  y^  z  dont  la  distance  à  cette  sphère 
est  >  s  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  6'  et  (j>', 

{x-\y^{y^r^y-^{z-x.y 

z=L  {x  -\-  ai'  sinO'  cos^')' 

{y  -h  at'  sin 6'  sin  «p'  )'  -h  (  3  -t-  at'  cos 6' )'  >  e. 


Les  fonctions 

/(a?-Ha^'sinO'cos?p',  j -H  ai' sin 6' sin cp',  5  4-a/'cos6') 

et 

/i(a7  4-ar'sine'coscp',  / -+- ai'sinô' sincp',  5 -h  a^' cos 6') 
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seront  donc  nulles  dans  tout  le  champ  d^ intégration,  et  Ton 
aura  par  suite  U  =  o. 

La  fonction  U  sera  donc  nulle  à  chaque  instant  dans  tout 
l'espace,  sauf  dans  Tintérieur  de  Vonde  sphérique  comprise 
entre  les  deux  sphères  de  rayon  at'  +  s  et  a^'  —  e. 

297.  Problème  de  Cauchy.  —  Considérons  plus  géné- 
ralement un  système  de  fonctions  inconnues  U,  V,  ...  des 
variables  t,  Xy  y^  z,  déterminées  par  un  système  d^équations 

(20)      R  —  m{tya:,y,z),         Ri  —  mi{t,x,y,z), 

ayant  pour  premiers  membres  des  fonctions  linéaires  à  coef- 
ficients constants  de  U,  V,  ...  et  de  leurs  dérivées  par- 
tielles, et  par  les  conditions  initiales 


Posons,  pour  abréger, 

tt(^  —  X)  H--  r(j  —  jjl)  -h  tv( 5  —  v)  —/?, 

{/,  p,  (V,  'kf  (X,  V  étant  des  constantes,  et 

du  d^  dsv  dkd]j.d*  =z.  dv. 

Nous  allons  prouver  que  la  solution  du  problème   est 
donnée  par  les  formules 


(21) 


(27t;^0 

(27:)»  O^       "' 


où  le  champ  d'intégration  par  rapport  à  chacun  des  couples 
de  variables  ï/,  X;  ç?,  [ji;  w,  v  est  un  rectangle  infini  ayant 
pour  centre  l'origine  des  coordonnées;  T,  0,  ...  désignant 
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d'autre  part  des  fonctions  de  t  définies  :  i^  par  les  équations 
difTérentielles 

(22)        ^z=:ro(^,  X,  |X,v),  ^i=:roi(/,  X,  Jt,  v),  ..., 

où  ài^  Ai,  ...  se  déduisent  de  R,  K|,  . . .  en  y  substituant 
aux  dérivées  partielles 

9      -z :: — s—T r-T> 


df"  dxf^  dfy  dz^       dt^  dx^  dyt  dz^ 
les  expressions 

^(i«)P(.V)Y(,-,v)8,     ^(t«)P(,V)T(ùv)«,      ...; 

'jl"  par  les  conditions  initiales 

T=/(X,  p.,  v),       _  z=yj(X,  |x,v),       ...| 
(23)   {  ^^  >  pour/=:o. 

®  =  ?(^,!^»v),        -^  =^i(X,|x,v),       ...j 

Substituons  en  effet,  pour  U,  V,  ...,  les  valeurs  (21) 
dans  Tune  des  équations  (20),  la  première,  par  exemple; 
comme  on  a  évidemment 

du;         (27r)*kJ.  OJC        (2Tr)^0 


le  résultat  de  la  substitution  dans  R  sera 
ou,  en  vertu  des  équations  (29.), 

J.  —  Cours,  m.  i.") 
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Or  on  a 

c'>  z=z  e**''~^^  e'^^^y^^-  e'»^f*--*J 

-^z  [cosac  {jc  —  1)  -h  fsinii  (x  —  X)] 
X  [cosr  (  V  —  H^)  H-  is'mç  {y  —  p.)] 
X  [cos«'(j  —  ^)  -^  I  sîn»r(j  —  v)]. 

Eflectuant  les  produits,  on  obtiendra  huit  termes  qui 
tous,  à  l'exception  d'un  seul,  contiendront  un  sinus  en  fac- 
teur. 

Considérons  un  de  ces  termes,  contenant  par  exemple  le 
facteur  sinu{x  —  ).).  Les  éléments  qu'il  fournit  à  l'intégrale 
pour  deux  valeurs  égales  et  opposées  de  u  se  détruiront. 

Au  contraire,  les  éléments  fournis  par  le  terme 

cosM(jr  —  X)  cos('(j'  —  fi)cos»»(5  —  v) 

pour  des  valeurs  égales  et  contraires  assignées  à  l'une  des 
(|uantités  «,  r,  w  seront  égaux.  L'intégrale  (24)  se  réduira 
donc  à 

—  V  cosm(j? —  X)  cosp(/  —  jx)cosw(5  —  v)  rs{tf  X,  jx,  v)  du, 

Uj  v^  w  ne  variant  plus  que  de  o  à  00. 

La  double  intégration  par  rapport  à  ;/,  X  donnera  comme 
résultat,  d'après  le  théorème  de  Fourier, 

—  V  cosr(/  ---  jx)  cos«^'(5  —  v)Tij(i,  07,  ^^s)dvdwd^d^. 

Intégrant  par  rapport  à  p  et  [x,  on  aura  de  même,  comme 
résultat, 

-  V  cosiv(5  —  v)  nT(^,  a?,/,  v)  ûfw' e/v, 
cX  enfin,  en  intégrant  par  rapport  à  (v  et  v, 

<:c  qui  est  précisément  le  second  membre  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles. 


ÉQUATIONS  AOX  DÉBIVÈBB  PARnBLUSS.  887 

Les  conditioDS  initiales  sont  également  sali8failes>  car  on 
a,  pour  ^'=  o,  en  vertu  des  équation»  (a3), 


"=(^S^"'^('''^'^)'''' 


dV 


^r^îô^S^'^'^'''^'^)'''' 


ât  (271) 


et  il  suffira  de  changer  ©  en  /,  /j,  ...  dans  les  raisonne- 
ments précédents  pour  montrer  que  ces  expressions  sont 
respectivement  égales  à/(j:,  ^,  z)^  f\  (^,y,  2),  •  •  •  • 

298.  Propagation  de  la  chaleur  dans  une  barre  indc- 
finie  dans  un  sens.  —  Nous  aurons  Téquation  aux  dérivées 
partielles 


d\5         ,(?*U 
dt  dx* 


avec  la  condition  initiale 

l]^=r./{œ)     pour^i=o,  a:>o 

et  la  condition  à  la  limite 

U=i«p(^)     pour;r=:o, 

laquelle  donne,  en  fonction  du  temps,  la  température  à  Torî- 
^ine  de  la  barre. 
On  pourra  poser 

U'  devant  satisfaire  aux  conditions 

\J'r^/{x)     pour  ^  r- o,  a:>o; 

rt  IV  devant  satisfaire  aux  conditions 

U''=:=  o  pour  ^  m-  o,  .r  >•  o  ; 

\7z-'i{l)     pouraT--o. 
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Calculons  d*abord  U'. 

On  satisfait  à  la  condition  U'  =  o  pour  j:  =  o,  ainsi  qu'à 
Téquation  aux  dérivées  partielles,  par  la  solution  simple 


sinuxe~"*"*' 


et  par  la  solution  plus  générale 


Xsini/ 


xc-«*«''F(tt)cf//, 


laquelle,  pour  /  =  o,  se  réduit  à 

Jf     sinuxF{u)du, 
0 

11  restera  donc  à  déterminer  F(f/),  de  telle  sorte  qu^on  ait 

Jf     sinuxF{u)du  r=z/{x)        pour  a*  >  o. 
0 

On  y  arrivera  en  posant 

F(w)  =  -  f    sinttX/(X)éA. 
On  a,  eu  effet, 

-   /       /     sinMJ^sinwX /(X)  û^ 


0        «^0 


==    -    /  /        [C0SU{X  —  X)  —  C0SM(d7  -hX)]/(X)f/)v, 


0       ^0 


et,  en  désignant  par  ^Q^)  une  fonction  égale  à  /()v)  pour 
X  ^  O;  à  zéro  pour  X  <  o,  celte  intégrale  aura  pour  valeur 

i[^{x  -+-o)  -+-4'(«'^  — <^)  —  '{'(—•^'-^o)  —  "^{—x  —  o)], 

quantité  qui,  pour  ^  >>  o,  se  réduira  à  /{x)  [en  supposant 
/{^)  continue]. 
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La  solulion  du  problème  sera  donc  l'intégrale  double 
-  f     f    e-«'»''[cosa(^  — X)  — cosw(a?-hX)]/(X)é/aû?X 


ou,  en  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  u,  comme  au 
ii«  293, 

(25)  —1-^   /     /(X)dxLe     *-'    -e     ♦«"  J. 

2ayTtt  J 0 


299.  Passons  au  calcul  de  U".  Ce  problème  se  ramène  au 
précédent,  comme  nous  allons  le  voir. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  particulier  où  (f(t)  se  réduit 
à  la  constante  i.  On  aura,  dans  ce  cas, 

W  étant  une  nouvelle  solution  qui  satisfasse  aux  relations 

W  =  —  I     pour  ^=0,  J7>o; 
W  =  o         pour  a:  =  o. 

Cette  dernière  fonction  s'obtiendra  en  posant /()^)  =  —  i 
dans  la  formule  (26).  On  aura  donc 

2ayTzt  \_Jq  «/  0  J 

Cette  expression  peut  se  simplifier.  Changeons,  en  effet, 
de  variables  en  posant,  dans  la  première  des  intégrales  ci- 
dessus, 

2a^ù 
0,1  dans  la  seconde, 

2a^C 
Elles  deviendront  respectivement 
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et  auroat  pour  «omme 


1/1  v^ 


mais  on  a  d^ailleurs 


i/i:  ./a 


1  - 


On  aura  donc  finalement 

expression  que  nous  désignerons  par  '/(^j  ^). 

300.  Passons  au  cas  général  où  (f(t)  ne  se  réduit  pas  à  une 
constante.  Nous  allons  démontrer  qu^on  a 

(26)  U'=:cp(o)x(:r,0+f  ySx,t-l)^'{\)cD.. 

En  effet,  xi^y  ^)  ^^^^^  ^^^  solution  de  l'équation  aux  déri- 
.     vées  partielles  et  celle-ci  ne  changeant  pas  si  Ton  y  change  / 
en  /  —  \  '/X^y  '  —  ^0  ^^^^  encore  une  solution. 

L'intégrale  /  '/J^x^  t  —  V)  f '()^)  cCky  prise  entre  des  limites 

constantes,  sera  une  solution,  et  il  en  sera  encore  de  même 
si  la  limite  supérieure,  au  lieu  d'être  constante,  est  égale  à  ^; 
car  cette  supposition  ne  fait  qu'ajouter  à  la  dérivée  partielle 
de  l'intégrale  par  rapport  à  /  le  terme  x(^»  ^)  ?'(^)'  ^c^**^'  <^^ 
nul  dans  toute  l'étendue  de  la  barre,  d'après  les  conditions 
qui  ont  servi  à  déterminer  la  solution  y^(x,  t). 

Donc  les  deux  termes  de  U"  sont  des  solutions  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles.  Tous  deux  s'annulent  d'ailleurs 
pour  /  =  o  dans  toute  l'étendue  de  la  barre.  On  aura  donc 

U'^^o    pour^mo,  x^o. 


et 
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Enfin,  pour  jr  =  o,  on  a 

Donc  U"  satisfait  bien  à  toutes  les  conditions  du  problème. 

301.  L'expression  (26)  peut  se  transformer  au  moyen  de 
l'intégration  par  parties.  On  a,  en  effet, 

'à 

0 

D'ailleurs  <p(^)x(^?  ^  —  ^)  s'annule  pour  'k=  t,  et  se  ré- 
duit à  ©(0)  x(^î  t)  pour  X  =  o.  On  aura  donc  simplement 


=  [tWx{^,t-  M]'.-/  |^x(^,f-^)?(^)'«^- 


Remplaçons  maintenant  ^^(x,  t  —  "k)  par  sa  valeur 

i/ir  J       r- 


\/' 


on  aura 


jr« 


et  enfin 

La  méthode  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  ramener  le 
calcul  de  U"  à  celui  de  U'  est  évidemment  applicable  à  tous 
les  problèmes  analogues. 
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31)2.  Cordes  vibrantes.  —  Considérons  une  corde  tendue 
sur  la  portion  de  Taxe  des  x  comprise  entre  o  et  /.  Dési- 
gnons par  U  le  déplacement  suivant  Tun  des  axes  coordonnés 
du  point  dont  Tabscisse  serait  x  dans  Tétat  de  re|>os.  Nous 
aurons  Téquation  aux  dérivées  partielles 

à  laquelle  il  faudra  joindre  les  conditions  initiales 

u    =/(x)    I 

à\i       ,  ,    .[  pour  *  =  o,  x>o<l 

Tt  ^^«(^>  1 

et  les  conditions  aux  limites 

U  =^  o    pour  x  :=  o, 

U  -^  o     pour  X  z:^-  if 

lesquelles  expriment  que  les  extrémités  de  la  corde  restent 

fixes. 

Nous  avons  trouvé  (272)  que  Tintégrale  générale  deTéqua- 

tion  (  2^  )  est 

U  =  <p(ar  ^-a^)4-«Kx  —  at). 

Il  reste  à  déterminer  les  fonctions  (p  et  tj/  de  manière  à  sa- 
tisfaire aux  autres  conditions  du  problème. 

Les  conditions  initiales  donnent,  pour  Tintervalle  de  o  à  /, 

9{x)      -h^{x)      —/(x), 
a«'(x)  — af  (or)— /i(x); 

d'où,  en  intégrant, 


el  enfin 


a^{x)  —a'^{x)  —  I  /i{x)dx 
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D'ailleurs,  U  ne  changeant  pas  quand  on  accroît  la  fonc- 
tion <p  d'une  constante  quelconque  en  diminuant  d'autre 
part  la  fonction  ^  de  la  même  quantité,  on  pourra,  sans 
nuire  à  la  généralité  de  la  solution,  supposer  c  =  o. 

Les  fonctions  <f(x)  et  ^(x)  sont  ainsi  déterminées  dans 
l'intervalle  de  o  à  /.  Les  conditions  aux  limites  donnent 
d'ailleurs  les  identités 

^{at)  -h'K—  at)  —  o, 
^(l-^  at)  -h^{l —  at):=:0] 

d'où,  en  changeant  at  en  ;r, 

<p(j:)-h'K-a;)=:o,   . 
<p(/-l-a:)-h^(/  — j?)=:o. 

Cette  dernière  équation  donnera  la  valeur  de  'f  pour  les 
valeurs  de  l'argument  comprises  entre  /  et  2 /.  En  y  chan- 
f^eant  ^  en  —  :r,  elle  donnera  la  valeur  de  à  dans  le  même 
intervalle. 

Enfin,  en  y  changeant  /  en  /  -h  ^,  il  viendra 

d'où 

La  fonction  cp  admet  donc  la  période  2/.  U  en  sera  de 
même  de  la  fonction 

Les  deux  fonctions  cp  et  d/,  admettant  la  période  2  /  et  étant 
connues  dans  l'intervalle  de  o  à  2  /,  seront  déterminées  pour 
toutes  les  valeurs  de  l'argument. 

303.  La  méthode  d'intégration  précédente,  due  à  Euler, 
est  spéciale  au  problème  des  cordes  vibrantes.  Le  procédé 
de  Bernoulli,  que  nous  allons  exposer,  est,  au  contraire,  l'ap- 
plication directe  des  principes  établis  au  commencement  de 
celte  Section. 

On  satisfait  à   l'équation   aux   dérivées  partielles  et  aux 
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conditions  aux  limites  par  les  solutions  stmples 

.    mTzjr        mizat         .    mirj:    .    mizat 
sin  — j —  ces  — j — 9     sin  — ^ —  sin  — j —  > 

OÙ  m  désigne  un  entier  quelconque; 

On  y  satisfera  plus  généralement  par  la  série 

U  :=  >  A;„sin  — —  cos  — h  >  B^  sm — - —  sm  — j 


al 


m  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  i  à  oc. 

Reste  à  déterminer  les  coefTicients  Am  et  B;,,,  de  manière  à 
satisfaire  aux  conditions  initiales.  En  y  substituant  cette  va- 
leur  de  U,  elles  deviendront 


>  A^sin  —j—=/{x)y 
^  /Mita 


B,„5m-y-  =/i(x), 


et  l'on  y  satisfera  (t.  II,  n**  238)  en  posant 

/(a)    sin— p^/at, 


m 


j-B,n=j   I    /,(a)sin— ^ûfa. 


304.  Refroidissement  d'une  barre  liétérogène.   —  Ce 
problème  dépend  de  l'intégration  de  Téquatîon  suivante 

jointe  à  la  condition  initiale 

(29)  U==/(j:)     pour^  =  o,  x>o<X 
et  aux  conditions  aux  limites 

(30)  k-^ AU  =  o     pour  a:  =  0, 

(Si)  k-^ HnU  =  o     pour  a:  =:  X. 
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La  barre  est^uppo^ée  s'étendre  sur  l'axe  des  ^  de  o  à  X; 
ff^  k,  l  sont  des  fonctions  de  or,  positives  dans  toute  l'étendue 
de  la  barre  et  représentant  respectivement  la  chaleur  spéci- 
Qque,  la  conductibilité  intérieure  et  le  pouvoir  émissif  sur 
chacune  «des  sections  transversales  ;  /t  et  H  sont  des  con- 
stantes positives. 

On  satisfait  à  l'équation  (a8)  parla  solution  simple 

r  désignant  une  constante  et  V  une  fonction  de  x  qui  salis- 
lasse  à  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

el  aux  relations 

dW 

(33)  k-j hy -—o     pour  a:  =  0, 

(34)  Â-^+HV=o     poura?  =  X. 

Soient  V,  V  deux  solutions  particulières  de  l'équation 
(3si);  l'intégrale  générale  sera 

et  cette  valeur,  substituée  dans  les  équations  (33)  et  (34)) 
donnera 


(35) 


On  pourra  satisfaire  simultanément  à  ces  deux  équations 

par  un  choix  convenable  du  rapport  -7  si  leur  déterminant 

est  nul.  Ce  déterminant  est  une  fonction  de  r  que  nous  dé- 
signerons par  tïj(r). 

Soient  r^,  r2,  ...  les  racines  de  l'équation  ny(r)  =  o.  A 
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chacune  d'elles,  telle  que  /•/,,  correspond  une  intégrale  V,, 
telle  que  la  solution  simple 

satisfasse  à  la  fois  à  Téquation  aux  dérivées  partielles  et  aux 
équations  aux  limites. 

On  y  satisfera  plus  généralement  en  posant 

et  cette  nouvelle  expression  sera  la  solution  du  problème,  si 
elle  satisfait  en  outre  à  la  condition  initiale. 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  choisir  les  coefficients  Â,  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

zA„jV;„i=i/(j7)    de  xz=o  k  x-=zX, 

305.  I^a  détermination  de  ces  coefficients  repose  sur  une 
propriété  importante  des  fonctions  y„f  que  nous  allons  ex- 
poser. 

Le  paramètre  r  restant  provisoirement  arbitraire,  dési- 
gnons par  V  celle  des  intégrales  de  l'équation  (Sa)  qui  salis- 
fait,  pour  X  =  o,  à  la  condition  initiale  (33).  Ces  deux 
rquations  pourront  s'écrire  ainsi 

(  87  )  A'  -r /i  V  =:  o        pour  d:  nr  o, 

en  substituant  aux  difierentielles  ordinaires  des  signes  d  de 
dérivation  partielle,  pour  mettre  en  évidence  ce  fait  que  V 
dépend  non  seulement  de  a?,  mais  du  paramètre  r. 

Donnons  à  ce  paramètre  une  autre  valeur  r'.  Soit  V  la  va- 
leur correspondante  de  V  ;  on  aura 

(Sq)  A— AV'=:o        pourj7  =  o. 
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Retranchons  Tune  de  l'autre  les  équations  (36)  et  (38), 
respectivement  multipliées  par  V  et  V;  il  viendra 

~~  dj7  L    \     dx  àx  )  \ 

et,  en  intégrant  de  o  à  X, 

(40)  y -'^r '''''' '''=['i''''^-^'^M 


=[.( 


dx  dx  /  Jjc=x' 


car,  pour  ^  =  o,  1  expression  a:  (  V  -r ^  "/î  ~  )  ^  annule  en 

vertu  des  équations  (3^)  et  (39). 

Posons  maintenant  r  =  rm  ^'^  =  f'nj  f'm  et  /•«  étant  deux 
racines  distinctes  de  Téquation  ny(r)  =  o;  V  et  V  se  rédui- 
ront à  \ni  et  V«,  et  l'on  aura,  pour  :c  =  X, 

A:^-l-HV  =  o,         A-V-  -hHV'=:o, 
ox  dx 

d'où 

tCvt*-v 


(vi3-v£)=„. 


L'équation  (4o)  se  réduira  donc,  en  supprimant  le  facteur 

(40  r  ë^yntyndx=zo. 


Soit,  en  second  lieu,  r=:  /•«,  /''^  /«H-  s,  e  étant  un  infi- 
niment petit.  On  aura 

"        ôr  '  {^.r         ôv        dx  dr 


•    •    •   m 
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Substituant  dans  Téquation  (4o))  divisant  par  e  et  passant 
à  la  limite,  il  viendra 

306.  Nous  allons  maintenant  établir  que,  si  Ton  débarrasse 
l'équation  Tij(r)  =  o  des  racines  parasites  pour  lesquelles  la 
solution  Y  correspondante  serait  identiquement  nulle,  les 
racines  restantes  seront  toutes  réelles,  inégales,  positives  et 
en  nombre  infini. 

1®  Si  w  (r)  =  G  admettait  une  racine  imaginaire  r,,,  =  a  -f-  ^  i, 
elle  admettrait  sa  conjuguée  r„  =  a  —  (3/.  A  ces  deux  racines 
correspondraient  deux  inlt'grales  conjuguées  Ym^=  p  +  qiy 
y„z=p  —  qi\  et  l'intégrale 

aurait  tous  ses  éléments  positifs,  ce  qui  est  absurde,  puis- 
qu'elle doit  être  nulle. 

'2?  Si  ro(r)  =  o  admettait  une  racine  double  r,  l'intégrale 
correspondante  V»  satisferait,  pour  a:  :=  X,  tion  seulemeni 
à  l'équation 


dx 
mais  à  sa  dérivée 


HV,  -^  o, 


ox  or  or 

On  aurait  donc,  pour  j;  =  X, 

^V^  dVn      yà*Y„_^ 
dr     ôx  dx  ôr         ' 

d'où 


/       gyidx:--0, 


lésuUal  absurde,   tous  les  élémenls  de  l'intégrale  étant  po- 
sitifs. 
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3°  L'équation  cy(r)  =  a  ne  peut  avoir  de  racine  négative 
ou  nulle. 

En  effet,  si  r^  o,  /  —  rg  sera  positif  dans  toute  Tétendue 
de  la  barre,  et  les  équations 

(4î)  k-7—  —  KSz=io     pourx^i^o, 

(  45  )  k  -z h  II V  :=:  O      pour  JT  =:  X 

seront  contradictoires. 

En  effet,  Téquation  (43),  intégrée  de  o  à  ^,  donne 

(46)  ^  ' 


[AV],     -f-  f\l-gr)\'djr. 

••0 


La  fonction  V  varie  avec  a:  en  partant  de  la  valeur  initiale 
V©;  tant  qu'elle  ne  changera  pas  de  signe,  tous  les  éléments 

de  l'intégrale  /     (/  —  gr)\  dx  auront   également   le    signe 

de  Vo;  donc  -7—  aura  ce  même  signe,  et,  par  suite,  V  s'éloi- 
gnera de  zéro. 

Il  résulte  Je  là  que,  dans  tout  l'intervalle  de  o  à  X,  V  s'é- 

loigne  de  zéro  et  conserve  le  même  signe  que  -y-*  Donc  Tc- 
<iualion 

k  —, h  H  V  —'.  o     pour  x  r:=  X 

ne  pourra  avoir  lieu,  ses  deux  termes  ayant  le  même  signe. 

307.  Les  racines  de  nj(/*)=:o  sont  donc  toutes  réelles, 
inégales  et  positives.  Il  reste  à  prouver  qu'elles  sont  en 
nombre  infini.  Nous  y  arriverons  en  étudiant  l'allure  des  in- 
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légrales  de  Téquation  (32)  ou,   plus   généralemeDt,  d^une 
équation  de  la  forme 

où  K  et  G  sont  des  fonctions  de  x. 

On  peut  remarquer  incidemment  que  toute  équation  li- 
néaire du  second  ordre 

peut  être  mise  sous  cette  forme.  En  effet,  multiplions  cetl(! 
équation  par  un  facteur  indéterminé  M.  Elle  deviendra 

^V  d\ 

MP^  -hMQ^H-MRVr-zo 


ou 

dx 


,-  MP  -^ h  (  MO -j —  )  3 h  MR\  =1  o. 

IX         dx        \     ^         dx  J  dx 


dW 
Le  terme  en  -r—  disparaîtra  si  Ton  pose 


d\)î 


ou 


MQ  — 

rfMP 
dx 

éfMP 

-Q 

=  o: 


logMP 


=/?""■ 


et  enfin 


_  '  J> 


M  =  p  e 


M  étant  ainsi  déterminé,  on  n'aura  plus  qu'à  poser  MP  =  K, 
MR  =  G  pour  avoir  la  forme  d'équation  voulue. 

On  peut  simplifier  encore  la  forme  de  Téquation  (47)  par 
un  changement  de  variable.  Posons,  en  effet, 


V  =  K   *W; 
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il  viendra 

da:  dx         2  dx       * 

dx  dx         2  dx       ' 

±  K  ^-  =  K'  ^  _  1 W  —  (k  ^  'L^ 

dx     dx  dx^         2       dx  \         dx 

Le  terme  en  -7—  disparaîtra  donc  de  Téquatlon  transformée, 

t. 

Inquelle,  divisée  par  R',  sera  de  la  forme 

308.   Soit  V|  une  solution  particulière  de  Téquation  (47)  ; 
on  aura 

De  celte  équation  combinée  avec  (4?)  on  déduit 
d  ..d\      ,.  d  ,.d\, 


o  =  V, 


dx      dx 
et,  en  intégrant, 


ou 


rf^ 


V, 


dj;    "~  KVJ 
et  enfin 

(49)  v  =  cV.y"j^+c'V,. 

Supposons  que  K  reste  constamment  fini  et  positif  entre 

o  et  X.    On   déduira    de   la   relation   (48)  que  V^   et   -7-- 

ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois  en  aucun  point  de  cet  inter- 
J.  —  Coursj  III.  a6 
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valle  ;  car  on  aurait  c  =  o,  et  l'intégrale  générale  ne  contien- 
drait qii\ine  constante  c\  ce  qui  est  impossible. 

L'équation  V,  =  o  n'admet  donc  que  des  racines  simples, 
et  la  courbe  j'  =  V|  coupera  Tave  des  x  en  tous  les  points  où 
elle  le  rencontre.   Soient  a  et  ^  deux,  racines  consécutives: 

les  valeurs  correspondantes  (  -7—  1    et  I  —z —  1    de  la  dérivée 

—,  -  seront  évidemment  de  sii^ne  contraire. 

Cela  posé,  V  désignant  une  autre  intégrale  quelconque,  on 
aura  Téquation  (48)  qui,  pour  j*  =:  a  et  -c  =  P,  se  réduira  à 

Donc  [KV]a  et  [K.V]p  seront  de  signe  contraire,  el, 
comme  K  est  toujours  positif,  [V]»  et  [V]p  seront  de  signt* 
contraire. 

Donc,  entre  deux  racines  consécutives  de  l'équation 
V|  =  o,  comprises  entre  o  et  X,  il  y  aura  au  moins  une  ra- 
cine de  V  =  o.  Il  n'y  en  aura  d'ailleurs  qu'une  seule,  car  vv 
théorème  est  évidemment  réciproque. 

309.  Nous  allons  étendre  cette  comparaison  aux  inté- 
grales V,  V  qui  satisfont  respectivement  à  deux  équation^ 
différentielles  distinctes 

-r-K  —. f-  GV     -  o. 

dv       dx 

dx       dx 

Supposons  d'abord  que  K'  et  G'  soient  infiniment  peu  dif- 
férents de  R  et  de  G  et  que  les  différences  K  —  R'  et  G' —  0 
soient  constamment  positives  entre  o  et  X. 

Admettons  enfin  que  les  intégrales  V  et  V  qu'il  s'agit  de 
comparer  soient  des  solutions  correspondantes,  c'est-à-dire 
telles  qu'on  ait 

\'_^V,         K'--T-=K-^     pour^=:o. 

CIX  uX 
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On  déduit  des  équations  (5o) 

V'-^KV^-V-f-K'^=:(G'-G)VV, 

dx      dx  dx       dx 

ce  qui  peut  s'écrire 
dX....rd\      ,_,rfvn       _,      ^_,., dS  dV 


dx 


d\'      .    ,  .        .  rfV 

Or  V  et  — p-  »  diOerant  infiniment  peu  de  V  et  de  -;-  >  au- 

dx  ^  dx 

ront  le  même  signe  que  ces  dernières  quantités;  d'ailleurs, 
G' —  G  et  K —  K'  sont  positifs.  Donc  le  second  membre  de 
cette  équation  sera  positif  de  o  à  X,  et  la  fonction 

d\  dW 

(5i)  V'K~  _VK'^- 

^  dx  dx 

sera  croissante  dans  cet  intervalle.  D'ailleurs  elle  s'annule 
pour  :r  =  o;  elle  sera  donc  positive  de  o  à  X. 

Soit,  maintenant;  a  une  racine  de  l'équation  V=  o  com- 
prise dans  cet  intervalle;  on  aura,  pour  :r  =  a, 

donc  [V']a  ^M  -7-.       seront  de  même  signe. 

Si     y-      p>  o,  la  courbe  r  ;:=  V  traversera  l'axe  des  x  de 

l'ig-  :• 

r    v 

I  /  • 

■A/ 


o,  y      y  7. 


bas  en  haut  au  point  x  =  a  {fig-  7);  [V']a  étant  posilif,  la 
courbe  ^_rV',   infiniment  voisine  de  la    précédente,  sera 


4o4 
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située  au-dessus  d'elle  et  coupera  Taxe  des  x  en  arrière  du 
point  a. 

<  (),  la  courbe  y  =  V  traversera  Taxe  des  x  en 

descendant;  [V'ia  étant  négatif,  la  courbe  j'  =  V'  sera  au- 
dessous  de  la  courbe  >'  =  V  et  coupera  encore  Taxe  des  x  on 
arrière  du  point  a  (fi g.  8). 


Fig.  8. 


V 


\    \ 


l) 


D'ailleurs,  si  Tune  des  fonctions  V,  V  s'annule  pour  x  =  <>, 
il  en  sera  de  même  de  l'autre,  par  hypothèse. 

Donc,  à  chaque  racine  a  de  l'équation  V  =  o  correspond 
une  racine  infiniment  voisine  et!  de  l'équation  V'=  o,  laquelle 
sera  un  peu  moindre  que  a;  et  l'équation  V'=  o  aura  en  gé- 
néral autant  de  racines  entre  o  et  X  que  l'équation  V^=  o. 

Toutefois  elle  en  aura  une  de  plus  si  V  s'annule  pour  X, 
car  la  racine  correspondante  de  V  tombe  en  dehors  de  Tin- 
lervalle  considéré. 


310.  Soient  plus  généralement  deux  équations 


(.Î2) 


(•î3) 


ax       ax 

d.v  ^'  id  +  ^'  ^''  ^  ""' 


où  les  quantités  K»  et  K,   G|  et  G  diffèrent  de  quaniiié; 
finies,  mais  satisfassent  toujours  aux  relations 


(54) 


Gi  —  G  -  o,         K  —  K,  ^  o     de  o  à  X. 


On  pourra  former  d'une  infinité  de  manières  deux  fonc- 
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lions  Ç(^,/*),  ^(^,  r)  de  x  et  d'un  paramètre  variable  /•, 
qui  soient,  la  première  croissante  et  la  seconde  décroissante 
lorsque  r  croît  de  Tq  à  r,  (et  cela  pour  loute  valeur  de  x 
comprise  entre  o  et  X)  et  qui  de  plus  se  réduisent  respec- 
tivement à  G,  K  pour  /•=  To  et  à  G|,  K|  pour  /•  ^^  r^.  Ou 
pourra  prendre,  par  exemple,  ro=  o,  r,  ^^  i, 

ff  (^,r)rz:G-+-/-(G,-G), 
Cela  posé,  considérons  l'équation 

et  désignons  par  V(j:r,  r)  une  solution  de  celte  équation, 
déterminée  par  les  conditions  initiales 

V  (J7,  r)  —a,  \ 
^(^  ^.^V(.r,  r)  [     pour  a:  ^  o, 

a  et  b  étant  des  constantes  déterminées  choisies  à  volonté. 

Donnons  successivement  à  r  une  infinité  de  valeurs  /-q, 
r\  .  .  . ,  /'i  variant  progressivement  de  /'o  à  /'i . 

Soient  G,  G',  . . . ,  G|  ;  K,  R',   . . . ,  K,  ;  V,  V,  . . . ,  V, 

les  valeurs  correspondantes  de  y(^,  r),  ^'(,r,  r),   V(x,  r); 

nous  aurons 

G<G'   ...    G,  ]      , 

K>K':....:K.  1     ^^"^^^' 

deux  fonctions  consécutives  étant  d'ailleurs  infiniment  peu 
différentes 

Nous  aurons,  d'autre  part, 

d  _>    d\       ^  -- 
dx       dx 

d        dW 
dx        djc 
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et 

ctx  ax  dxx  ] 

Si  V  =  o  admet  une  racine  a  dans  Tinlervalle  de  o  à  X,  le> 
équations  successives  V=:  o,  V'r=  o,  .  . . ,  V|  =  o  admet- 
tront respectivement,  pour  racines  correspondantes,  d'apr(> 
ce  qui  a  été  démontré,  des  quantités  a,  a',  . . .,  «i,  telles  que 
Ton  ait 

Donc,  à  chaque  racine  a  de  ¥==  o  comprise  entre  o  et  X 
correspond  une  racine  moindre  ai  de  Téquation  V|  =  o. 
Celle-ci  aura  donc  dans  cet  intervalle  au  moins  autant  déra- 
cines que  V=:  o.  Elle  peut  en  avoir  davantage;  car,  si  Tune 
des  équations  successives 

est  satisfaite  pour  o:  =  X,  il  s'introduira  par  là  dans  les 
équations  suivantes  une  nouvelle  racine  que  n*avaient  pa.s 
les  précédentes. 

L'excès  A  du  nombre  des  racines  de  Téquation  ¥4  =  0  sur 
le  nombre  des  racines  de  V=o  sera  donc  égal  au  nombre 
des  valeurs  de  r   comprises  entre  r©  et  ri  qui  satisfont  à 

Téquation 

V(X,r)-o. 

311.  Soient  /•' ,  /''*■*  deux  valeurs  consécutives  quel- 
conques de  /•;  on  aura  (309),  dans  Tintervalle  de  o  à  X, 

\M  K'  r_L  _  V  K'^-»  ^^  >  o. 
ax  dx 

Lorsque  V'  n'est  pas  nul,  V'"*"',  qui  en  diffère  infiniment 
peu,  sera  de  même  signe,  et,  en  divisant  la  relation  précé- 
dente par  la  quantité  positive  V'V*'^*,  il  viendra 

YJ  "11.      KM  ?Ll — 

dx  dx 

\1  yTTî         ^  ^» 
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cA,  plus  généralement,  en  désignant  par  H  une  constante 
(|uelconqiie, 

ax  ax 

Cette  inégalité  a  lieu  pour  toute  valeur  de  x  comprise  de 
<>  à  X  et,  en  particulier,  pour  a:  =  X;  elle  montre  que  l'ex- 
pression 

'>^(X,r)^^^^g^  +  IlV(X,r) 

V(\,/-)  -^- ?('•), 

considérée  comme  fonction  de  r,  est  constamment  décrois- 
sante de  /'o  à  Ti,  sauf  pour  les  valeurs  de  r  qui  annulent  son 
<]énominateur. 

Elle  ne  pourra  donc  changer  de  signe  qu'en  passant  par 
zéro  ou  par  Tinfini  négatif,  et  ces  zéros  et  ces  infînis  se  suc- 
<uHleront  alternativement. 

Si  'f  (a'o)  eï'  ?(''i)  sont  de  même  signe,  le  nombre  A'  des 
zéros  sera  évidemment  égal  au  nombre  des  inHnis;  si 
r(''o)>o,  ç(ri)<o,  il  sera  égal  à  A  +  i;  si  'f(ro)<o, 
'^  (r,  )  >>  o,  il  sera  égal  à  A  —  i . 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation 

î)C(X,/-)^^  +  nV(a;,r)-o, 

«comprises  entre  Tq  et  ri,  sera  donc  égal  à  A,  A  +  i  ou  A  —  i 
suivant  celle  des  trois  hypothèses  précédentes  qui  aura  lieu. 

312.  Jusqu'à  présent  nous  nous  sommes  borné  à  com- 
parer des  solutions  correspondantes  des  deux  équations  dif- 
férentielles 

K    -J-:  +GV    =0, 


cix        dx 
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Soient  maintenant  V  et  V|  deux  solutions  quelconques 
(le  ces  mêmes  équations. 

Nous  allons  établir  que  deux  racines  consécutives  a,  j 
(le  Téquation  V— -o  comprennent  au  moins  une  racine  do 
Téquation  V|  rr^  o, 

En  effel,  soit  \ ',  une  solution  de  la  seconde  équation, 
telle  que  Ton  ait,  pour  x  =^  ol, 

CIJC  cix 

\.  la  racine  [5  de  V=o  comprise  dans  Fintervalle  de  a 
il  X  correspond,  d'après  les  raisonnements  précédents,  uiir 
racine  ^\  de  V,  ^^  o  comprise  dans  le  même  intervalle  il 
moindre  que  ^.  Mais  V|  satisfaisant  à  la  même  équation 
différentielle  que  V',,  entre  les  deux  racines  a  et  |â',  dr 
\  ',  --=  o,  il  devra  se  trouver  une  racine  ^i  de  V|  -.^  o,  ce  qui 
démontre  notre  proposition. 

313.  Les  considérations  précédentes  permettent  de  fixer 
dans  une  certaine  mesure  le  nombre  et  la  position  des  ra- 
cines de  Téquation  \  =  o  comprises  entre  o  et  X,  V  dési- 
nant  une  solution  de  Téquation  différentielle 


-j-K-, h  G  V  i-i  o. 

clx     ax 

Soient,  en  effet,  A'a,  ^i  et  k^^  g^  les  plus  grandes  et  les  plu> 
petites  valeurs  de  K  et  de  G  dans  cet  intervalle.  Considérons 
les  équations  auxiliaires 

Vi  et  Va  étant  des  intégrales  quelconques  de  ces  deux 
équations,  deux  racines  de  V=  o  comprendront  entre  elles 
au  moins  une  racine  de  V|  =  o,  et  deux  racines  de  ¥2=  o 
comprendront  entre  elles  au  moins  une  racine  de  V=  o. 
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Or,  si  ^1  est  positif,  les   intégrales  de  (53)  seront  de  la 


forme 


V,  —  c  sin  4 /'^-*  t  4-  c'  ces  i  /  ^  t. 


L'équation  Vj  =  o  a  une  infinité  de  racines  équidislanles  et 

dont  la  différence  est  27:1/— •  On  peut  d'ailleurs  délcrminer 

V  é'i 

le  rapport  des  constantes  c,  c'  de  telle  sorte  que  V|  s'annule 
pour  une  valeur  a  arbitrairement  choisie.  Si  donc  on  prend, 

entre oetX,  un  intervallequelconqued'amplitude  <^ 27:4  7-^» 

on  pourra  déterminer  V|  de  telle  sorte  qu'elle  n'ait  aucune 
racine  dans  cet  intervalle;  donc  V  ne  saurait  en  avoir  plus 
d'une.    Donc  la  distance  de   deux  racines  consécutives   de 

/k 
V  rr=  o  sera  au  moins  é^^alc  à   '>.Tîi/  — •  Le  nombre  total  de 

^  ^''  .     . 

ces  racines  entre  o  et  X  aura  donc  pour  limite  supérieure 

l'entier   immédiatement    supérieur   au   quotient    de    X   par 
Si  gx  est  négatif,  on  aura 


Kl  ,  »    -o'i 


V   -  "1/  -i        °'/ 

V,==  ce  ^  ^'     -\-  c' e       ^'    . 

L'équation  Vj  i=  o  n'a  qu'une  racine.  Si  elle  tombe  entre 
o  et  X,  V  r^  o  pourra  avoir  deux  racines  au  plus  dans  cel 
intervalle.  Sinon  elle  ne  pourra  en  avoir  qu'une. 

Considérons  maintenant  l'équation  (56).  Si  g^  est  positif, 
V2=o  aura  une  infinité   de  racines  équidistantes,  dont  la 

différence  est  'itzk/  —  y  et  Ton  peut  choisir  les  constantes 

V  ^1 

d'intégration  de  telle  sorte  que  V2  s'annule  en  un  point  arbi- 
traire a.  Donc  entre  o  et  X  la  dislance  de  deux  racines  con- 
sécutives de  V=o  ne  pourra  pas  surpasser  îi?:! /  — >  et  le 
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nombre  tolal  de  ces  racines  aura  pour  limite  inférieure  le  plus 
^rand  entier  contenu  dans  le  quotient  de  X  par  iiii /-^■• 

314.  Revenons  maintenant  à  l'équation 

Désignons  par  V(j:',  /*)  une  de  ses  solutions  qui  satisfasse' 
à  la  relation 

k  — /<  V  —  o         pour  X  ~-  o. 

dx  * 

On  a  vu  que,  si  /*  =  o,  cette  fonction  et  sa  dérivée  ne  s'an- 
nulent pas  entre  o  et  X  et  ont  le  même  signe;  on  aura  donc 

/» h  IIV 

(i.r  _, 

^,>  o     pour  X  ^-  A,   /•  ---  o. 

V 

Si  donc  r  varie  de  o  à  une  valeur  positive  R,  ^JT  —  /  crois- 
sant constamment  pendant  ce  changement,  le  nombre  des 
racines  de  l'équation 

o  — _  w{r)  ■=r.  k  ~ f-  HV         pour  x  — :  X, 

comprises  dans  cet  intervalle,  sera  égal  à  A  ou  A  +  i ,  A  dési- 
gnant l'excès  du  nombre  des  racines  de  l'équation 

V(x,R)  — o 

sur  celui  des  racines  deV(a;,  o)  =  o  dans  l'intervalle  de  o  à  X. 

Celte  dernière  équation  n'ayant  pas  de  racines,  A  sera  le 
nombre  des  racines  de  V(a;,  R)  ==  o. 

D'après  l'analyse  précédente,  il  a  pour  limite  inférieure 
le  plus  grand  entier  £  contenu  dans  le  quotient  de  X  par 

f-îTti  / — rr-^ — ji  k^^  I2  désignant  les  plus  grandes  valeurs  de 
A*,  /,  et  gi  la  plus  petite  valeur  de  g  dans  l'intervalle  de  o  à  X . 
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Or  il  est  manifeste  que  E  croît  indéfiniment  avec  R.  Donc 
TéquatioD  iij(r)=  o  admet  bien  une  infinité  de  racines. 

31o.  Cela  posé,  nous  avons  vu  (304)  que  le  problème  du 
refroidissement  de  la  barre  revient  à  choisir  les  coefficients  A^,, 
de  telle  sorte  qu'on  ait 

2A^V,„  =  /(a:)         de  Xo  à  X. 

En  admettant  la  possibilité  d'une  solution,  il  sera  aisé  de 
déterminer  ces  coefficients;  multiplions,  enefTet,  cette  équa- 
tion par  ^V;,  et  intégrons  deoà  X.  En  vertu  des  relations  (40> 
tous  les  termes  de  la  série  où  m^n  donneront  une  intégrale 
nulle,  et  Ton  aura  simplement 

A„r  gS'ldx^f  ff\„/{x)dx. 

Substituant  les  valeurs  ainsi  trouvées  pour  les  coefficients, 
nous  obtiendrons  la  série 


_     f   g\nA'r)fix 


dx 


Si  cette  série  est  convergente  et  a  bien  pour  somme  /(-p) 
dans  tout  l'intervalle  de  o  à  X,  le  problème  sera  résolu;  mais, 
pour  s'en  assurer,  il  serait  nécessaire  de  sommer  directe- 
ment la  série.  Ce  résultat  n'a  encore  été  atteint  que  dans 
quelques  cas  particuliers. 

316.  Equilibre  de  température  d'une  sphère  homogène, 
—  En  désignant  par  r  le  rayon  de  la  sphère,  nous  aurons 
Téquation  aux  dérivées  partielles 

d^\]       d'V       â^'U 

-f-  -^r^  =  0, 


âJC'        ây-         âz' 
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avec  la  condition  à  la  surface 

U  =  F (  J7,  j,  v)     pour  .r*  -h  j* -+-  ::'  -  r*. 
Posons 

^  ~  p  slnO  co>'^,  V  ~r  p  sinô  sin»]/,         Z-"pcosO. 

Nous  avons  vu  (t.  II,  n"  239-210)  qu'on  satisfait  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  par  la  solution  simple 

U„ p  1;,, 

Y„  désignant  une  fonction  de  Laplace,  c'est-à-dire  un  polv- 
nôme  homogène  et  de  degré  n  en  sinôcos»},  sinBsin'i/,  cosO, 
satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Le  polynôme  Y„  ainsi  déterminé  contient  d'ailleurs  2/j  4- 1 
constantes  arbitraires  dont  il  dépend  linéairement. 

En  combinant  ces  solutions  simples,  on  obtiendra  comme 
nouvelle  solution  la  série 


^'-S&'- 


A  la  surface  de  la  sphère,  où  p  =  r,  cette  série  se  réduira  à 


00 

1'- 


Il  reste  à  déterminer  les  constantes  qui  figurent  dans  les  Y«, 
(le  telle  sorte  que  cette  valeur  soit  égale  à  l'expression 

F(/*sin6  cos^/,  /'sindsin^,  rcos6), 

que  nous  représenterons,  pour  abréger,  pary"(6,  ^). 

Or  nous  avons  vu  (t.  II,  n°'  243  et  suiv.)  qu'on  arrive  à  ce 
résultat  en  prenant  pour  les  Y;,  les  valeurs  particulières  sui- 
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van  les 


ilC      ^TZ 


Y„  =  --"-^  f      f  /(0',f  )  P„  sinfi' dH' d'Y , 
où 

f 

P^zz:  X^(cosy)  =i  X„[cosOcos6'4-  sinOsinO'  cos(<{/  — ^j/')], 
X/,  désignant  la  fonction  de  Legendre. 

317.  Celle  solution  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus 
élégante. 

Remarquons,  à  cet  efTet,  que  la  fonction  générale  Y;,  est 
une  somme  de  termes  de  la  forme 

A/^.  sin't}/  cos*<l  sin'"^^6  cos'*~'~*6. 

D'ailleurs  le  produit  sin''}  cos*^}^  s'exprime  linéairement  au 

moyen  des  sinus  et  cosinus  des  arcs  (i-i-k)^,  {i-^k  —  "1)6, 

l^ar  la  substitution  de  ces  expressions,  Y,,  prendra  évidem- 
ment la  forme 

m  =  n 

m  -  0 

e'„,„-_sin"'6V',         e:„„  =  sin"'OV", 

\''  et  V"  étant  des  polynômes  en  cos8  et  sin^O,  qui  se  trans- 
formeront en  polynômes  en  cosB  si  Ton  y  remplace  sin'^6  par 
I  —  cos^O. 

Substituons  le  développement  précédent  de  Y,,  dans  l'équa- 
lion  aux  dérivées  partielles  qui  définit  cette  fonction,  etclias- 
sons  les  dénominateurs;  il  viendra 

y*  5  sin^O  -J^;'^  -I-  sinô  cosO  '--j^^  -i-  [n{n  --  i)  sin^O-  m«]e;„,,  |  cos/n-^ 


0 
n 


V  j  sin>e  "^^^  -r-  sin6  cosO  ^^^  -  -  \n(n  -:- 1)  siii^e  -  /«î]e';„„  |  siiw/rl.. 

0 

Pour  que  celle  expression  s'annule  identiquement,  il  faut 
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évidemment  que  les  termes  qui  contiennent  le  sinus  et  le 
cosinus  de  chaque  multiple  de  ^  s'annulent  séparémenl. 
Donc  chacun  des  termes  de  Y/,,  pris  à  part,  sera  une  solution 
de  Téqualion,  et  B„,„,  S],^,^  seront  des  solutions  de  Téquation 
linéaire 

sin*0-;—  -h  sinÔcos6-r-  H- [/i(/i -H  i)  sin'ô  —  m*le  =  o. 
«0-  aQ 

Posons 

e  =  sin"»eV; 

nous  obtiendrons  une  transformée  en  V 

d*\  d\ 

sin'6-,,—  -r-  iim  -h  i)  sinOcosO  — , - 

-h  [/i(/i  -i-  i)  —  m  {m  -+-  i)]  sin*ÔV  =0, 

à  laquelle  satisferont  V'el  V". 

Prenons  enfin  cos&=:=:  \k  pour  nouvelle  variable  indc'pen- 
dante;  nous  aurons  une  dernière  transformée 

Id^\  d\ 

^  '      '  d^'  ^  ^^d]L 

-\  [n{n  -\-  i)  —  //ï ( m  4-  I )]  V  :=  o. 

Cette  équation  se  lie  intimement  à  Téquation  connue 

à  laquelle  satisfait  le  polynôme  de  Legcndre  X„(|jl). 

En  eflet,  différentions  m  fois  cette  dernière  équation;  on 

obtiendra,  pour  déterminer     .  ^^^  >  une  équation  identique  à 

(S^).  Les  intégrales  de  (58)  sont  donc  les  dérivées  m*^""  des 
intégrales  de  (5 7).  Or  le  seul  polynôme  qui  satisfasse  à  cette 
dernière  (sauf  un  facteur  constant  qui  reste  arbitraire)  est  le 
polynôme  de  Legendre  Xrt([x). 

Les  polynômes  V,  V^',  qui  satisfont  à  (Sy),  se  réduironl 

donc  chacun,  à  un  facteur  constant  près,  à  — ,  "^^^^      >  et  les 
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tonctioDs 

seront  égales,  à  des  facteurs  conslants  près,  à  l'expression 

m 
^  dix""  2«.  I  .  2 .  .  .  /i  e/|i.'"^'»  ' 

que  nous  désignerons  par  PJÎ'([Ji). 

318.  Cherchons  la  valeur  de  l'intégrale 


[m     —    i  p/; 


i««-=       ^nMK'{v-)dv- 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  n'^n.  L'inlégratiou  i)ar 
parties  donnera 

r"^'  d'"  r  rf"'X  (u.M 

I„"'.=£    (_.)'»X„.(,)^-[(.-,')«l^^^^-l]rf,; 

car  les  termes   tout  intégrés,  contenant  i  —  [jl^  en  facteur, 
s'annulent  aux  deux  limites. 

Le  multiplicateur  de  X,/([jl)  sous  l'intégrale  est  un  poly- 
nôme de  degré  /i;  donc  l'intégrale  sera  nulle  si  n'^^n.  Si 
/?'=  n  et  qu'on  désigne  par  Cjjl'*  le  premier  terme  de  X«([ji), 
ce  polynôme  aura  pour  premier  terme 

(  n  -¥-  Tti  )  ' 

nin  —  i),,Jn—m-{-i)(n-\-m)  ...(/2-i-i)C[jl''  = rrCfA". 

(  /^  —  rn)\ 

Il  sera  donc  égal  à 

(/?-f-m)î 
(  n  —  ni)\ 

\\  étant  un  reste  de  degré  <Cin^  qui  est  sans  inducncc  sur  la 
valeur  de  l'intégrale;  on  aura  donc 


(  /i  —  ''^  )  î  c  '_  1        '  '         (  ''  —  '^*  )  •   2/i  -H  I 
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319.   Cela  posé,  nous  aurons 
(59)  Y„.z:Vp;"(ix)  [A;„„  cosm4.  4-  B,«„  sinmH 

et  il  restera  à  déterminer  les  constantes  A  et  B,  de  telle  sorlc 
qu^on  ait 

y"Y„=y*  Vp;r(lx)[A,„«cosm^  +  B«„sinmiHr=/(0,-^). 

Multiplions   cette  équation  par  cosm»}  f/d»,    et   intégrons 
de  o  à  27t;  en  remarquant  qu'on  a 

/       ces  m  ^  sin  ni^^  d'\  -:  o, 


/ 


0 

3  7C  /  o,    si  m  :    m', 


ces  m  ^  ces  m' ^  e/*^  =  o   .  ir,    si  m  :=  m'  >  o, 

f  2  TU,  si  m  ^=-  m'=:  o, 


0 

il  viendra 


V  1*;;'  (  V-)'>m  ^  A,„«  ^^J     J\  0,  ^)  CCS  m  ^  d^, 

^m  étant  égal,  en  général,  à  i ,  et  à  2  si  m  =  o. 

Multiplions  cette  dernière  équation  par  P«"([^'k/[^  et  inté- 
grons de  —  I  à  I,  en  remarquant  que 


-♦-1  \^y 

I- .  =  f      P- ( IX)  P- ( IX)  ^fx  z:.    {n-m)\ 


o,  SI  n      n 


9.  .  , 

,     SI  «  =1  /^ 


/l  — m)!    2/tH-l  J_j    J 


(/t-hm)!  (2/4 -ri)! 
il  viendra 

(/l- 

V /■    —     ■    ~  *^  — 1    *^  0 

On  trouvera  de  même 


>/ll  •"  1^  _t      t'o 
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Substituons  ces  valeurs  des  coefficients  A  et  B  dans  l'ex- 
pression (59)  de  Yn  et  réunissons  tous  les  termes  sous  un 
seul  signe  d'intégration,  après  avoir  changé  les  variables 
d'intégration  0,  ^^  [jl  en  8',  ^',  [jl'  pour  éviter  toute  confu- 
sion ;  il  viendra 


.H-l      ,'.2îC 


Mais  nous  avons  précédemment  trouvé  cette  autre  valeur 


.«     x»lW 


^n--^-^ff    /(6',f)P„sine'd6'rff, 

ou,  en  prenant  cosO'^=  [x'  pour  nouvelle  variable  d'intégra- 
tion, 


.-Hi    ^îir 


La  comparaison  de  cette  valeur  avec  la  précédente  donne 
l'égalité 

P»=>   rxi;rTr-P»(i*)P»(f*')<=«s'^H'}'-'y), 

(pii  permet  d'exprimer  la  fonction 

P„=zX„(cosY)^X„[jxji.'4-v/i~î^*V'^^^V^cos(4;-f)] 

par  une  somme  de  produits  de  trois  facteurs,  dont  chacun 
ne  dépend  que  de  l'une  des  variables  [x,  [jl',  i^  —  ^\ 

320.  Il  est  aisé  de  vérifier  directement  cette  formule.  En 
effet,  F;,,  considéré  comme  fonction  de  0  et  <]>  —  »!',  est  une 
fonction  de  l'espèce  Y„  ;  elle  pourra  donc  se  mettre  sous  la 
forme 

P«--^"p;r(lJ^)  [A.,a  cosm(4.  -  ^')  -^  B,„„  ÛTim{^  -  y)], 
où  les  coefficients  kmni  Bm«  ne  d^endent  plus  que  de  jx'. 

J.  —  CourSy  III.  27 
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D'ailleurs  P;,  est  une  fonction  paire  de  ^  —  ^';  donc  les 
coefïicients  Bmn  seront  tous  nuls.  De  plus,  P^  est  symétrique 
en  (A  et  ja'.  Donc  Amn  sera  égal  à  Cn,P^(|A'),  Cm  désignaoi 
une  constante. 

Nous  trouvons  ainsi 

(60)  P„.-^%^P-(fx)P-(|A')cosm(i-4.') 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  constantes  Cm- 

A  cet  effet,  nous  égalerons  les  valeurs  principales  des  deux 
membres  lorsque  l'on  y  pose  [a  =  [jL'r=  ao;  faisant,  pour  abré- 
ger, ^  —  ^{;'=  o,  la  quan'tité 

cosY  ~   P-P-'-^  V^i  —  P-*  V'ï  '^  ji.'*  cosip 
se  rc^duira  sensiblement  à 

p.'(i  -  -  cos<p)  -z-2  sin'-o.fJL*, 

et 

X,.(cosy)  :^ r  -, :;  (cos'y  —  1)' 

2n(2n  —  i).  .  .{/i -h  1) 

rr:; ,— ^ COS"  Y  H    .  .  . 

aura  pour  valeur  principale 

2/1(2/1  — i>. .  .(/i -4- I  )    .  ,^  I        ,„ 
ni  2  ^ 

Mais 

(2i)««sin««-<p  "Ve^'^'-e    «'^'j 


--  2    cos/icp cos(/i  —  i)<r  -+-... 

^,  I  2/1(2/1  —  1). .  .1  //  -h  1) 
^       ^    2  ni 

D'autre  pari, 


] 
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La  comparaison  des  termes  en  [x*"  cos m '^  dans  les  deux 
membres  de  Téquation  (60)  donnera  donc,  en  posant  )<;„=  2 
si  m  >  o,  X;,!  =  I  si  ni  =  o, 


d'où 

{n  —  m)!    2 


321 .  Equilibre  de  température  de  l'ellipsoïde.  —  Nous 
4ievons  satisfaire  à  Téquation 

d^\5       d'\5       d«U 
oL  à  la  condition  aux  limites 


œ^        y*        z^ 


U-— /(^,J,^)     pour     -^  +  _-H^-z=i. 

Pour  traiter  cette  question,  nous  aurons  à  transformer  à 
)>lusieurs  reprises  l'équation  (61)  en  coordonnées  curvilignes. 
Nous  simplifierons  les  calculs  en  nous  appuyant  sur  le  théo- 
rème suivant,  dont  on  trouvera  la  démonstration  à  la  fin  du 
(Chapitre  consacré  au  Calcul  des  variations. 

Soient  ^,  «/,  V  un  système  de  coordonnées  orthogonales,  tel 
que  l'on  ait 

f /équation  (61),  transformée  par  ce  changement  de  variables, 
deviendra 

où         Ot  ou  ou  0\^  Oi' 
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en  désignant  par  J  = ; le  module  du  jacoblen  de  x. 

V,  z  par  rapport  à  /,  «/,  r. 

Considérons,  par  exemple,  les  coordonnées  polaires  r,  6,  'i. 
On  aura 

dx^  -h  dy'^  -\-  dz^  =  dr*  -h  r*  ûPû'  -h  r'  sin"  6  rfi]/*, 
et  le  théorème  précédent  donnera  Téquation  transformée 

d    ^  .   ^dU       à    ,   ^dU        â      x     dU 

-r-r'sin8-r h  3rsin6  -jr-  -H  37-  -—z  -^  =0, 

or  or        dô  dO        d^  sin8  d'^ 

résultat  dont  on  vérifie  aisément  la  concordance  avec  celui 
que  nous  avons  précédemment  trouvé  (t.  I,  n®  42). 

32â.   Considérons,  en  second  lieu,  les  coordonnées  ellipti- 
ques )h,  ^2»  \'  On  aura  (t.  I,  n®*  353-356) 

—  A  <  A,  <  —  B  <  X,  <  —  C  <  X„ 


v/' 


^ .(A-+-X,)(A+X,)(A-i-X,) 


(A-B}(A-C) 


Bh-X,)(Bh-X,) 


A)(B-C) 


(  C  +  X.)(C  +  X0(C4-X.) . 
(C_A)(C-B) 

di«  -  1  (X,-X.)(X,-X.) 

~4  (A-i-X,)(B  +  X.)(G-i-X,)'**' 

1  (X.-X.)(X.-X,) 

4(A-(-X,)(B  +  X,)(C  +  X,)''*» 

I  (X,-X,)(X.-X.) 

4  (A  +  X,)(B  +  X,)(C  +  X,)''*»- 

323.  Pour  nous  conformer  à  des  notations  généralement 
adoptées,  posons 

A  =  a',        B  =  «'—*«,        C  =  a»— c«, 

A -H  X,  =  (!,',         A-hX,  =  v»,         A-I-X,  =  p«; 
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4t2I 


d'où 


t/Xj  =z  2  p.  ^(J.,  rfXj=:2VÛ^,  û?X3=2pe/p. 

Les  formules  précédentes  deviendront 
o<p.<6<v<c<p/ 


fxvp 


X    -z:2z 


(62) 


<3f.Ç« 


cv  c*  —  b^ 


(^«-IX*)(C*-|JL«) 


c/ul' 


(v'^^.')(p^-v«) 

(p«-{x=)(p«- 


c/v« 


^s*, 


(pî_^.)(p.__c«)  • 


324.  Posons  maintenant 


(63) 


(64) 


(65) 


J.    V'I*» 


ceffx 


(X«)(C'-,X«) 


A    Vl-*-6')(e«-v«) 
_    /"P^ cdp ^ 


on  aura  plus  simplement 


rfa' 


(66) 


rfs«  =  (v«-  I*»)  (p'-  |x')  ■=^  +  (v«-  I*')  (p« 


(p._(,.)(pi_v«)Ç 


Les  coordonnées  elliptiques  |jl,  v,  p,  et  les  radicaux 
y/b^ —  [jL^,  .  . .,  y/p'-*  —  c^  sont  des  fonctions  monodromes  et 
doublement  périodiques  de  a,  p,  y,  qu'il  est  aisé  de  ramener 
aux  fonctions  elliptiques. 
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Posons  en  effet,  pour  abréger, 


Ed  faisant  |jl  =  6/  dans  l'équation  (63),  elle  deviendra 

d'où 

tzs:  sn  a 

et,  par  suite, 


(67)  p.  =  6sna,         y^* — jx*  =  6cna,         yc* — [x*  =  cdna, 
On  tire  de  même  de  l'équation  (64) 

d'où 

et,  par  suite, 

V  =  ^  sn  (  «p  H \j 

(68)  (  sf:^^^~b^^ibcn{i^-\-  ^\ 

y/c*  —  v*::=  c  dnu'p  H V 

Enfin  l'équation  (65)  donnera  de  même 

i  p=:b  sn(-Y-^ ^— j> 

;  / /  û-hû'x 

(69)  {  VP* —  ^'  =  '^  cn(  —  Y  ■• j' 

V^p*  —  c*  =  ic  dnl  —  Y  H j . 
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En  appliquant  les  formules  données  au  Tome  II  (n^  356, 
362  et  400),  les  expressions  (68)  et  (69)  pourront  se  trans- 
former comme  il  suit  : 

CÏUp  I 

V  7—  O  -, r;r  z^  O 


dnt?""     dn(p,  A:') 

,        \      ^        2/          dnf— y)          driY 
p  --  o ; 7T-  ^ni  c —  =  c 


V  p»  —  6«  -    —  ibk' ^ y-  =      ck' =  ck' 


d 


n(-ï  +  ^) 


I 


en  ( —  Y  )  ^"7 


Si  nous  faisons  varier  a  de  o  à  -j   B  de  o  à  —   et  v  de  o 

2     '  2  * 

à  ly  I  désignant  l'intégrale 


/ 


cdp 


V(?«~6»j(p«-c--) 


|A,  V,  p  varieront  respectivement  de  o  à  6,  de  i  à  c  et  de  c 

à  00,  et  les  radicaux  ^b'^  —  [jl^,  .  . . ,  y/p^  —  c^  resteront  réels 
et  positifs;  donc  x^y,  z  prendront  tous  les  systèmes  de  va- 
leurs positives,  chacun  une  seule  fois. 

D'ailleurs  [jl  est  une  fonction  impaire,  et  y/6* —  [jl'-',  \Jc'^ —  [jl* 

sont  des  fonctions  paires  de  a.  De  même  y/v*  —  b'^  est  une 

fonction  impaire,  et  v,  y/c*  —  v^  sont  des  fonctions  paires  de  p. 
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Enfin,  si  Ton  fait  varier  p  de  û',  v  ne  change  pas,  et  y/v^ — 6=«, 

y/c***  —  v^  changent  de  signe. 

On  obtiendra  donc  tous  les  points  de  Tespace  en  faisant 

varier  a,  p,  y  respectivement  de à  H — ,  de  —  û'  à  -+-  û' 

et  de  o  à  I;  car  les  systèmes  de  valeurs  correspondants  de  ja, 

V,  p,  ^b'^ —  jjL*,  ...  serolit  les  mêmes  que  précédemment^ 

sauf  les  signes  des  trois  quantités  [jl,  ^b'^ —  v^,  y/y^ —  c^,  qui 
varieront  de  manière  à  présenter  successivement  les  huit 
combinaisons  possibles. 

En  particulier,  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  considéré,  on 
aura 


p  1=  a,         d  ou         '!  =^    I       - 


) 


quantité  constante  que  nous  désignerons  par  yo- 

Prenons  maintenant  a,  p,  y  pour  variables  indépendantes. 
D'après  l'expression  (66)  de  ds^^  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (6i)  se  transformera  en 

(70)     (p«-  v=)  -j^  +  (p*-  (X*)  ^^r  +  ^^'-  i^*)  -i^  ^-  o> 

et  l'équation  à  la  surface  prendra  la  forme 


i 


U^F(a,P)     pour<p^_^,^^,^ 

325.  Cherchons  à  satisfaire  à  l'équation  (70)  par  une  solu- 
tion simple,  vie  la  forme 

U  rzi  MNR, 

M,  N,  R  étant  respectivement  des  fonctions  de  a,  p,  y.   Il 
viendra,  en  substituant  et  divisant  par  MNR, 


M       da^  JN        d'ii^-  U       fl^Y* 
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équation  qui  deviendra  identique  si  l'on  pose 

(73)  c«^  =(5'  +  ApV,R, 

g^  h  étant  des  constantes  arbitraires. 

La  légère  dissymétrie  qui  subsiste  dans  ces  équations  dis- 
paraît si  Ton  prend  pour  variables  indépendantes  |jl,  v,  p  au 
lieu  de  a,  p,  y.  On  aura,  en  effet, 


il'où 

.rf*M      .  ..       — T — ,-  d     ,- — iT— . — —d^^ 


X 


=  F(l^)rf^+iF'(^)7^-' 
en  posant,  pour  abréger, 

L'équation  (71)  peut  donc  s'écrire 

(74)  F(,x)^+iF'(,.)^'-(5--H/«|x')M  =  o 

OU 

(75)  v'FÔT)  |.  v'FÔiy  ^  _  ( 5-  +  /, ,xV, M  ...  o. 

On  trouvera,  pour  déterminer  N  etR,  des  équations  toutes 
semblables, 

(76)  F(v)^'^-iF(v)^^-U-  +  Av*)N-.o, 


rfv2        ^    '      ^     ^    ^, 


V 


(77)  F(?)^  +  iF'(?)j^--(i'-i-/'p')R-'>- 
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336.  Lamé  a  démontré  que,  en  choisissant  convenablement 
les  constantes  g^  A,  on  peut  satisfaire  à  l'équation  (^4)  P^^ 

des  polynômes  entiers  et  de  degré  n  en  p.,  y/fr^  —  |jl*,  yjc^  —  [a-. 
i^  Substituons,  en  effet,  dans  IMquation,  un  polynôme  en  |ji, 
de  la  forme 

on  obtiendra  un  résultat  tel  que 

OÙ  les  coefficients  A  sont  de  la  forme 

Ao  -=[/i(/i  —  04-  an  — A]  «0» 

A  A-   ^Pnk^k-\^    {f/nk-  g)^k-^  ^'ak^-^u 

Pnkj  Çnky  Hik  étant  indépendants  de  g. 

Le  premier  coefficient  A©  s'annule  si  h  =  /i(/i-{-  i).  En 
égalant  les  autres  à  zéro,  on  obtiendra  une  série  d'équations 
linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  a,  lesquelles  fourni- 
ront les  rapports  de  ces  quantités  si  g  est  choisi  de  façon  que 
le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit  nul. 

Ce  déterminant,  égalé  à  zéro,  donne  une  équation  en  g, 
dont  le  degré  est  égal  au  nombre  des  termes  non  négatifs  qm* 

contient  la  série  /i,    n  —  2,    n  —  4-»    •••>   soit  E[  —  J  -H  i  ? 

E(  —  j  désignant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  (  -  )- 

Ainsi,  parmi  les  équations  de  la  forme  (74)9  il  ^^  existe 

E  f  -  J  4- 1  qui  ont  pour  solution  un  polynôme  en  jjl,  de  degré /i. 

u"*  Cherchons  en  second  lieu  à  obtenir  une  solution  de  h 
l'orme 

Pour  cela,  posons  d'abord 
dans  l'équation  (yS);  elle  deviendra,  après  suppression  du 
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l'acteur  commun  y/6*  —  [x^*, 

o  -_-,  v^c»^!!*  ^  \/à*  —  fjL*  v^c*^*  ^  v^6»^^M,  -  (^  -H  A  p.»)  M, 

Substituant  maintenant  pour  M i  la  valeur 

on  aura  pour  résultat 

Bo fx"-*-»  -+-  B,  jA"-»  H-  B, ix«-»  -+-..., 
où 

Bo:^[(/l  — l)(/l  —  2)-t-4(/l  — l)  -(A—  2)]Po. 

Pnkt  9nky  ''nk  ^^ant  indépendants  de  g. 

Le  coefficient  B©  s'annule  encore  si  h  =  n{n-^  i).  Les 
autres  étant  égalés  à  zéro  donneront  les  rapports  des  quan- 
tités ^,  si  ^est  choisi  de  manière  à  annuler  le  déterminant  de 
leurs  coefficients. 

L'équation  ainsi  obtenue  pour  déterminer  g  est  du  degré 

3"  Il  résulte  immédiatement  de  la  symétrie  qui  existe 
entre  6  et  c  qu'en  posant  encore  h  =  n{n-{-  i),  il  existera 

E( )  "*"  ^  valeurs  de  g^  pour  lesquelles  l'équation  ad- 
mettra une  solution  de  la  forme 

4°  Cherchons  enfin  à  obtenir  une  solution  de  la  forme 


M  —  V/\^*—  p.' j  (C«-  -  {X«j  (ôo}X'»-»-i-  8i  (!'»-*-+-..  .)- 

Posons  d'abord 


M  z=i  \(b*—  [x\)  (c«—  II*)  M,. 
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L'équation  (j5)  deviendra 
o  T=  -  -  V  v^-  —  |x* .)  (c*  — "jÂ*  j  -  -  vA"^^-  -T^J  l^*  ~  [A*  I  Mj  —  (^  -4-  h  \M.-  )  Mj 


''^^^'^  ,/^-^fF^:.)^^^-H[iP(jx^-^-A^u«]M,. 


Posant  enfin  Mj  -  :  Ooix""-*  1-  0|  ^jl"~*  -f-..,  il  viendra  comme 
résultat 

où 

Do  -  [( /i  —  >.  )  (  /i  —  3  )  -r  6 (/i    -  2  )  -f-  6  —  A]  8o> 

En  égalant  à  zéro  tous  ces  coefficients,  on  trouvera  encore 
/i  r=  /î  f /i  -H  !  ),  et  ^  sera  déterminé  par  une  équation  de  degré 

'=(-7-)--Kî)- 

On  voit  donc  que,  pour  /i  =  n(/î  -h  i),  nous  obtenons  en 
tout 


K^') 


2  E  (  -  )  -r-  2  K  ( )  -h  3  -^  2  /i  -i-  I 


valeurs  de  g^  pour  lesquelles  l'équation  (74)  admet  une  solu- 
tion de  l'une  des  formes 


où  les  P  sont  des  polynômes  en  [x,  d'un  degré  marqué  par 
leur  indice,  et  ne  contenant  que  les  puissances  paires  ou  les 
puissances  impaires  de  [jl. 

Les  équations  (76)  et  (77)  admettront  les  solutions  corres- 
pondantes 


327.  Soient  M,  N,  R  trois  solutions  associées.  L'équation 
aux  dérivées  partielles  admettra  la  solution  simple 

U  -  MNR. 
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Il  est  aîsé  de  voir  que  celte  solution  sera  un  polynôme  entier 

cn^jjK,  z. 

En  effet,  M  est  de  la  forme 

où  Q  désigne  soit  Tunité,  soit  un  des  divers  produits  formés 
avec  un,  deux  ou  trois  des  facteurs 

et  îp  un  polynôme  de  degré >  m  désignant  le  nombre 

des  facteurs  de  Q. 

Donc  MNR  sera  égal  à 

ncp(.a«)cp(v*)cp(p'), 

n  désignant  soit  l'unité,  soit  un  des  divers  produits  formés 
avec  les  facteurs 


« 

qui  sont  respectivement  égaux  a  x^y^  z  à  des  facteurs  con- 
stants près. 

D'autre  part,  [jl^,  v^,  p2  étant  les  racines  de  l'équation 


œ^  y* 


::=  I 


on 

* 

o{[Ji^)  f  (v^)  <p(p^),  fonction  symétrique  de  ces  racines,  de 
degré y  parrapport  à  chacune  d'elles,  sera  un  polynôme 

entier  et  de  degré >  parrapport  aux  coefficients  de  l'é- 
quation. Ceux-ci  étant  du  second  degré  en  x,  j',  z,  on  ob- 
tiendra un  polynôme  pair  et  de  degré  n  —  m  en  x,^',  z.  Mul- 
tipliant par  n,  on  aura  un  polynôme  entier  de  degré  n. 
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Considérée,  d'autre  part,  comme  fonction  de  a,  p,  y,  MNR 
sera  doublement  périodique  par  rapport  à  chacune  de  ces 
quantités;  elle  sera  impaire  ou  paire  par  rapport  à  a,  suivant 
qu'elle  contiendra  ou  non  pi  en  facteur;  impaire  ou  paire  par 

rapporta  p,  suivant  qu'elle  contiendra  ou  non  ^v^ — b^  en 
facteur;  impaire  ou  paire  par  rapport  à  y?  suivant  qu'elle  con- 
tiendra ou  non  Y'p^*  —  c^  en  facteur. 

328.  Les  fonctions  M,  N,  R  satisfont  d'ailleurs  aux  équa- 
tions 

c*-^  =i[^-+-«(/i-f-i)(x*]M, 

On  en  déduit  immédiatement  que  le  produit  X  =  MN, 
considéré  comme  fonction  de  a,  ^,  satisfait  à  l'équation  au\ 
dérivées  partielles 

Soient  6,  ^  deux  nouvelles  variables  définies  par  les  équa- 
tions 

•  IJLV 

sin6  cosi  =z  -— , 
bc 


_  vTc*  -  -  ■  fiM  r  r*  -  -  V-  ) 


cos6 


/..i 


—  > 


c  v^c*  —  b^ 


dont    la    troisième   est  une  conséquence  des  deux  autres, 
Lorsque  a,  S  varieront  respectivement  de an —  et  de 

,  2  2 

—  û'  à  -h  Û',  6  variera  de  o  à  t:  et  ^  de  o  à  2:1. 

La  quantité  X  est  le  produit  de  m  facteurs  (m  ~  o,  1 ,2,  3  ) 
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de  la  forme  (xv,  yAô^  —  fii^  (v=^  —  6^  ,  y/(c»— [jl»)  (  c*  — v^), 
lesquels  sont  égaux,  sauf  des  facteurs  constants,  à  sinBcos^, 
sin6  sin^J^,  cosO,  par  un  polj^nôme  <p(p''^)^(v^)  symétrique 

en  [JL^,  v^  et  de  degré par  rapport  à  chacune  de  ces 

quantités.  Ce  facteur  se  met  aisément  sous  la  forme  d'un 

polynôme  de  degré  en   ui^v*,  [x^-f-v^  ou  d'un  poly- 

nôme  de  degré et  homogène  par  rapport  aux  trois 

quantités  (x*v^,  [jl^-j-v^,  i.  Or  les  équations  (79)  donnent 
les  valeurs  de  ces  trois  quantités  en  fonction  linéaire  et 
homogène  de  sin^O  cos^^l^,  sin*6  sin*<}/,  cos^ô.  Donc  X  est  un 
polynôme  homogène  et  de  degré  n  en  sinOcosd/,  sinOsin-i, 
cosô. 

Ce   polynôme    est  une  fonction   de  Laplace.  Posons  en 
effet 

IIV 

X   -   rsinOcos^V  ^^  /*  ,    * 

bc 


(80)  //.r-rsmesmi^  r.rï — — z=:.- —   , 

z  :--  rcosô  ■—'-  r- = ; 

c  v/c*  —  b^ 

définissons  d'ailleurs  a  et  p  en  fonction  de  [jl  et  de  v  comme 
précédemment,  et  cherchons  ce  que  devient  l'équation 

(?'U       d'\]       d^\] 


dx^        df*         dz 


rapportée  aux  nouvelles  coordonnées  r,  a,  p. 

On  déduit  aisément  des  équations  (80)  les  suivantes 

(81)  ^«-4.j*-h5«:z:i/-*, 

(82) 

(83) 


X^ 

r» 

5» 

1^* 

-1- 

{-* 

b'' 

-+- 

l^* 

— 

c- 

— —— 

0, 

x^ 

r' 

1 

+ 

H- 

4 
V- 

—  - 

c* 

0, 

v> 

b' 
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qui  montrent  que  les  surfaces  r  ==  const.  sont  des  sphères  et 
que  les  surfaces  (a  =  const.  et  les  surfaces  v  =  const.  appar- 
tiennent à  une  même  famille  de  cônes  homofocaux. 
Uéquation 

;r2  V»  c* 

-  o 


V  —  c* 


ou 

donne  pour<7  deux  racines  réelles,  respectivement  comprises 
entre  o  et  b^  et  entre  6-  et  c-^;  car  ces  trois  valeurs,  substi- 
tuées dans  le  premier  membre  de  Péquation,  le  rendent  alter- 
nativement positif  et  négatif. 

Donc,  en  chaque  point  de  l'espace  se  coupent  une  sphère  r, 
un  cône  [a  et  un  cône  v.  Ces  cônes  coupent  évidemment  la 
sj)hère  à  angle  droit;  ils  sont  en  outre  orthogonaux  entre 
eux;  cette  propriété  résulte  en  effet  de  Téquation 

r*  y^  5«  _ 

qui  résulte  de  la  soustraction  des  équations  (82)  et  (83). 
En  diSerentiant  les  équations  (80),  on  trouve  aisément 

dx^  4-  dy^  -H  dz^ 

L'équation  transformée,  que  nous  voulons  obtenir,  sera 
donc 

Posons,  dans  cette  équation,  U=r"Yrt,  Y„  étant  une 
fonction  de  a  et  de  ^.  Nous  obtiendrons,  pour  Féquation  qui 
définit  les  Y„,  la  suivante 
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identique  à  réqiiatîon  (78).  Donc   X,  qui  satisfait  à  celte 
équation,  est  une  fonction  de  Laplace. 

Nous  avons  trouvé,  d'ailleurs,  2/1  4-1  fonctions  particu- 
lières X.  En  les  ajoutant  ensemble,  après  les  avoir  multi- 
|)liées  par  des  constantes  arbitraires,  on  formera  la  fonction 
Y,,  dans  toute  sa  généralité. 

|{t29.  Il  est  maintenant  aisé  d'établir  qu'en  associant  les 
solutions  simples  que  nous  avons  trouvées,  on  peut  obtenir 
une  nouvelle  solution  qui  satisfasse  en  outre  à  la  condition 
à  la  surface.  En  effet,  soient  MNR,  M'N'R',  . .  .  nos  solu- 
tions simples.  Désignons  par  Rq,  R',,,  ...  ce  que  deviennent 
R,  R',  .  .  .  pour  Y  ==r  Yoi  par  C,  G',  ...  des  constantes  arbi- 
traires. La  série 

~  MNR  -h  ~  iM'N'R'  H- . . .  ^S  5  MNR 

Ko  1\q  ZmÀ  "0 

stîra  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles,  qui, 
pour  Y  =  Yoï  se  réduira  à 


s 


CMN. 


Nous  avons  donc  à  satisfaire  à  l'équation 


12      12 

—  ) 
2 

12'. 


^8i)  yGMN=:F(a,?)  p'         2 

^  (?r_12' 

Or  soit  <^(8,  A)  ce  que  devient  F  lorsqu'on  l'exprime  en 
fonction  des  angles  9,  '1.  On  pourra  (sous  les  réserves 
connues)  exprimer  la  fonction  arbitraire  <ï>(0,  ^)  =  F(a,  [3), 
lorsque  6  varie  de  o  à  t:  et  ^  de  o  à  2-,  par  une  série  de  fonc- 
tions de  Laplace.  Exprimant  chacune  de  ces  dernières  par 
li.»s  produits  MN  qui  correspondent  à  la  même  valeur  de  /?, 
on  obtiendra  une  égalité  de  la  forme  (84). 

330.   La  possibilité  de  satisfaire  à  l'équation  (84)  étant 
«'•lablie,  on  peut  déterminer  aisément  les  coefficients  C. 
J.  —  Cours,  llf.  a8 
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A  cet  eflety  nous  remarquerons  que  les  fonctions  MN  sont 
impaires  ou  paires  par  rapport  à  p,  suivant  qu^elIes  contien- 
nent ou  non  en  facteur  le  radical  y/v* —  6^. 

Dans  le  premier  cas.  M,  contenant  en  facteur  le  radical 

y  ô-*  —  [jL^  =  6cn a,  s'annulera  pour  «  =  ±:  -  • 

Dans  le  second  cas,  M  sera  un  polynôme  en  sna,  dna, 
dont  la  dérivée  contient  en  a   en  facteur  et  s'annule  pour 
.    12 


a 


Donc,  si  M'N',  M''N''  sont  deux  fonctions  MN  de  même  pa- 
rité par  rapport  à  P, 


û 


rM.-;-M.-T^.„, 


dW        dW 
car  M'  el  M",  ou  --j—  et  — . —  s'annuleront  à  la  fois  aux  deux 

aa  d% 

limites. 

On  aura  de  même 

car  N',  N"  et  leurs  dérivées  admettent  la  période  2Û'. 

331.  Soient  d'ailleurs  «^,  K  et  ^',  h^  les  valeurs  des  pa- 
ramètres ^  et  h  =  n{n  -h  i),  qui  correspondent  respective- 
ment aux  deux  fonctions  M'N',  M"j\^'.  On  aura 

d^\' 
-C«^^    -:=:(.^'4-//v*)N', 

d'-  \v 


c-=^-(^«''-AV)M% 


d'S 


ff 


'-■'-i.i-==ir  +  h'-')^'; 


f/'^' 
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d'où 

/       cPM'  ePM'\ 

[(g'  -S'")  +  {h' - /»') ;.«] M' M'  =  c«  (\i'  ^  -  M' ^ j 

-   "  diy'^  -dT  ~^^  "dry 

et,  en  intégrant  et  tenant  compte  des  équations  (85)  et  (86), 

û  û 


( 


J    Q  J    Q 


1  1 


Faisons  passer  les  derniers  termes  de  ces  égalités  dans  le 
second  membre  et  multiplions  en  croix-,  remplaçons  le  pro- 
<liiit  des  intégrales  simples,  par  rapport  à  a  et  ^,  par  uneinté- 
«^rale  double;  enfin  réunissons  les  intt'grales  en  une  seule; 
il  viendra 

a 

/        M' M"  \'  N"  ( V»  -  ;x2  )  doi  d?  =  o. 
V 

Donc  rinlégrale  double 

q 


1 


s^annulesi^'^-", /l'^/i^ 

11  en  est  de  même  si  g'^g'^  A'  =  h";  ou  si  g'=  g",  h'>/i\ 
lin  effet,  dans  le  premier  cas,  les  intégrales 

û 

f    M'M'doL,      f     NN^rfa, 


1 
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et,  dans  le  second,  les  intégrales 


s^annulent.  Dans  Tun  et  l'autre  cas,  chacun  des  termes  d 
rinlégrale  double  (87)  sera  donc  nul  séparément. 

332.  Supposons,  ennn,^'=^',  /i'  =  h%  d'où  M'N'==M'.\ 
et  cherchons  à  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 


On  sait  que  M'^  est  un  polynôme  en  jx^,  tel  que 

M'*  -=:.  Gq  -h  ûTi  ;x-  t- . . .  -h  a,„  (x*'"  -h . . . 
Posanl,  pour  abréger. 


I' 


on  aura  donc 


3 


(^<j) 


mais  OD  trouve  aiscuneiil  une  formule  de  rûducliuii  pour  lf< 
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inlégrales  I„,.  On  a,  en  effet, 

„t/rt-f-i  r2  ix' (b*  -h  c')  fxl 

-  :  1  (>.  m  -h  3)  |a2'"-^*  —  (a  m  H-  2)  (^^-  -f-  C-)  :x2'»+»  -H  (2  m  -I-  i)  6*c»  [x»"»]  6^a 

Inléijrons  les  deux  membres  de  cette  ét^alité  de à  H — • 

Les  valeurs  de  |jl  correspondant  à  ces  limites  étant  H-  b  et 
—  /;,  le  premier  membre  s'annulera,  et  l'on  aura  simplement 

(  i m  H-  3) I,;,^.2  —  (2 m  -+-  2)  {b*  -h  c^)lf„-^.l -H  (2 ?n  4-  j)b'C^ I,„  =  o. 

\u  moyen  de  cette  formule  de  réduction,  on  pourra  mettre 
Irs  intégrales  (89)  sous  la  forme 

O  q 

(()0)        f      \r-tfa=r.AIo+BIj,  f      \P|X«6/arrzA'Io-f-lVI,. 


D'ailleurs  N'-  est  un  polynôme  en  v-,  tout  semblable  à  M'^ 
{  sauf  le  signe  qui  serait  différent  si  M'  contenait  y/&^ —  jx-  en 
facteur).  En  posant,  pour  abréger, 

o' 


Q 
on  aura  donc 


D'ailleurs,  en  intégrant  la  différentielle  de 


/       N'«  é/?  =  ±:  Sa,„K,„,  /       \'*v»  r/?  .=  ±  Sa,„K,„,  , . 

/-  Q'  J-  Q' 


entre  —  Û^  et  Û',  on  trouve,  pour  les  intégrales  K^^,  la  mémo 
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formule  de  réduclion  que  pour  les  !,„;  on  aura  donc 


(9»)  (       û' 

Q 


f     N'«t/?     =:iî:(AKo-+-BKO, 


f     N'«v«  d?=±  (  VK,-h  B'K,). 


Les  valeurs  (90)  et  (91),  substituées  dans  l'expression  (88 
donneront 

J  =  dt  (AB'-BA')  (loK,-  Il  Ko) 

Q 

=  ±(AB'— BA^r     f     (v»-{i.»)ûr«^?. 


Pour  déterminer  l'intégrale  double  qui  subsiste  encore 
dans  cette  expression,  nous  remarquerons  que,  en  rappor- 
tant les  points  de  Tespace  au  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes r,  a,  p  défini  au  n"  328,  on  a  trouvé 

ds'  ^.  dr^  -f-  — ^-i^  (^a'  -4-  t/p» ). 

Considérons  en  particulier  les  points  situés  sur  la  sphère 
de  rayon  i  ayant  pour  centre  l'origine.  On  aura,  pour  deu\ 
points  infiniment  voisins  de  cette  sphère^ 


v2— ia' 


ds'-:^-  —  ^-{dt.'--^d^-). 

L'élément  rfo*  de  la  surface  sphérique,  compris  entre  les 
quatre  courbes  rectangulaires  a,  p,  a-f-f/a,  3  + 1/^,  aura 
pour  côtés 

ce 


et  pour  aire 


*         9 


c» 
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L'intégrale  double  cherchée  a  donc  pour  valeur 


V  C*d<T  z^^TZC^y 


l'intégration  s^étendant  à  toute  la  sphère. 

333.  Cela  posé,  soit  à  déterminer  les  constantes  C,  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

2CMN  =  F(a,  p). 

Séparons  dans  le  premier  membre  les  termes  impairs 
en  p,  que  nous  désignerons  par  C'j  M\  N  j ,  C*  M'^  N^j ,  ...  des 
termes  pairs  que  nous  désignerons  par  G'^  M',  N ^ ,  ...  ;  on  aura 

2CiMiNi-+-2:C,M2N2r^F(a,  p) 

et,  en  changeant  le  signe  de  ^, 

-SCiMiNi4-2C,M,N,zzzF(a, -?); 

croii  Ton  déduit 

Considérons  une  quelconque  de  ces  équations,  la  pre- 
mière par  exemple.  Pour  déterminer  l'un  quelconque  des 
coefficients,  tel  que  Cj,  multiplions  les  deux  membres  par 

M'j  N\  (v*  —  [JL^)  dcL  d^  et  intégrons  entre  les  limites et  -  > 

—  ly  et  Û'  ;  il  viendra 


a 


c;  f    f   M;»N;«({x»-v*)^ar/? 
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On  aura  ainsi  C'^  par  le  quotient  de  deux  intégrales 
doubles,  dont  Tune  a  d*ailleurs  été  calculée. 

On  obtiendra  de  même  les  coefficients  de  la  seconde  équa- 
tion. 

334.  Refroidissement  d'une  sphère  homogène,  —  Soit  r 
le  rayon  de  la  sphère;  nous  aurons  Téquation  aux  dérîvi'cs 
partielles 

de  ~^   \dj:^  '^  dj*    "^   ôz^  ) 


avec  la  condition  initiale 

U  =/    pour     t^=zOj     jc^-h  Y'-h  z^<Z  r, 

/étant  une  fonction  donnée  de  jc,  ^,  z,  et  la  condition  à  la 
surface 

()V  âV       ^      dV  „,,  ,        ,       . 

V- cos  a -h  v^  cos  3 -h  -.— coSY-hHL  ^:^o     pour  j?'t- y' -H  :?---/•, 
<)jc  ay  oz        ^  ^  -^ 

a,  j3,  y  étant  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale 
extérieure  avec  les  axes  coordonnés. 

Remplaçons  x^y^  z  par  des  coordonnées  polaires  o,  f),  i. 
LY'quation  aux  dérivées  partielles  deviendra  (t.  I,  n"  tî2) 

La  condition  initiale  prendra  la  forme 

(93)  U  :=:/      pour       /  —  O,       p  <  /•, 

et  la  condition  à  la  surface  deviendra,  en   remarquant  nur 
Ton  a 

àx  o       àv  ôz 

C0Sar=-— ,  COS. 3  —  -^7  c0SY=i-T-> 

dp  àp  àp 

(94)  -î — h  HU  r~  o     pour     p  -—  r. 

333.  Pour  déterminer  une  solution  simple  qui  satisfasse 
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aux  équations  (92)  et(94)>  posons 

/)  désignant  une  constante,  Y„  une  fonction  de  Laplace  et  l\ 
une  fonction  de  p.  Ces  équations  deviendront,  après  qu'on 
aura  chassé  les  dénominateurs  et  supprimé  les  facteurs  com- 
muns, 

(9.5)       < 

(()6)  — — l^-IIR-— o     pour     p-^r. 

L'é(|uation  (pS)  rentre  dans  la  catégorie  de  celles  que 
nous  avons  ramenées  à  l'équation  de  Bessel  (191).  Elle 
admet,  comme  solution  particulière  l'expression, 

1 

que  nous  désignerons  par  F„(/>p).  Cette  fonction  est  le  pro- 
duit de  p" p"  par  une  série,  procédant  suivant  les  puissances 
<Mitières  de  /j^p-. 

Il  reste  à  satisfaire  à  l'équation  aux  limites  (9(>).  Il  faut 
pour  cela  que  p  soit  une  racine  de  Téquation  transcendante 

—^ hH  F  „(/>/•)  -o. 

or 

Le  premier  membre  de  cctlc  équation  est  évidemment  une 
l'onction  entière  de  />^  si  n=^o]  une  semblable  fonction, 
multipliée  par/;",  si  /i  >-  o;  supprimant,  dans  ce  dernier  cas, 
la  racine  parasite  />  =  o,  qui  ne  fournirait  qu'une  solution 
identiquement  nulle,  nous  obtiendrons  dans  tous  les  cas  une 
équation  de  la  forme 

La   fonction    F,/(/;p)    s'annule  évidemment   pour  p  =  o 
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si  /i^o;  et,  si  /i  =  o,  sa  dérivée  s'annule;  on  aura  donc, 
dans  tous  les  cas,  en  désignant  par/>  et  q  deux  valeurs  quel- 
conques du  paramètre  />, 

^niq?) j^^-       F^(/>p) ^^^û     pourp^o, 

et  la  même  relation  aura  lieu  pour  p  =  r,  si  p  et  q  sonl 
racines  de  l'équation  (97). 

L'équation  (gS)  est  d'ailleurs  un  cas  particulier  de  l'équa- 
tion (36)  considérée  aux  n°*  303  et  suivants,  à  laquelle  elle 
se  réduit  en  remplaçant  V,  j?,  r,  X  par  R,  p,/>^,  r  et  don- 
nant à  A",  gj  l  les  valeurs  particulières  p^,  p^,  n{n  +  1).  On 
en  conclut  : 

1"  Que  les  valeurs  de  p^  qui  satisfont  à  l'équation 
rn„{p^)  =  o  sont  toutes  réelles,  inégales  et  en  nombre  inGni  : 

2"  Qu'en  désignant  par  /?^,  q^^  ...  ces  racines,  l'inté- 
grale 


pq 

0 


f%*Pn(pp) 


K»^/    p»F„(/,p)F„(9p)rfp 


sera  nulle,  si  /?*  diffère  de  q^;  soit,  au  contraire,  q  =.p;  on 
aura 

"""       L      àp*  dr  "-^P'i     àrdp*    J 

_  r'  VdFApr)  dF„{pr)  , „^.à^FApr)l 

~  2pl      ôp  dr     .      '^"^^  >     érdp     y 

336.  Nous  nous  bornerons  à  considérer  les  racines  posi- 
tives de  l'équation 

Soit  p  l'une   d'elles.    Posons,    d'autre   part,    comme    au 
n»  317, 


m 


On  a  vu  que  P"(|A.)cosm'|/,  P™(|Ji)sinmt{/  sont  des  fonc- 
tions Y„;  on  satisfera  donc  à  la  fois  à  l'équalion   aux   dé- 
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rivées  partielles  et  à  la  condition  à  la  surface  par  les  solu- 
tions simples 

e-V'P-(^)sinm4;F„(/>p), 

et  plus  généralement  par  la  série 

S22e-«V'PJ*(,x)(A,„„^cosm4;-f-B,„„psinm^;)F„(/>p), 

où  les  A,  B  sont  des  constantes  arbitraires^  et  les  somma- 
tions s^étendant  : 

1°  Celle  par  rapport  à  /i,  à  toutes  les  valeurs  entières 
de  o  à  00  ;  2°  celle  par  rapport  à  m,  aux  valeurs  entières 
de  o  à  n;  3°  celle  par  rapport  à/?,  à  toutes  les  racines  posi- 
tives de  Téquation  ^n{p^)  =  o. 

337.  Cherchons  à  déterminer  les  constantes  A,  B,  de  telle 
sorte  que  la  série  satisfasse  à  la  condition  initiale 

(98)    Z22  P-(ix)  {A.,nnp  cosm^  -h  B,„„p  sinm^)  F„(/?p)  =./ 

pour  tous  les  points  intérieurs  de  la  sphère,    c'est-à-dire 
pour  p>o<;r,  [x>  —  i^i,^}^^o^2  7c. 

Soit  /?i',  n'y  p  un  des  systèmes  de  valeurs  associées  des 
paramètres  m,  /i,  /?.  Pour  déterminer  A^,^'^',  multiplions 
Téquation  (98)  par  cosw'^rf'}  et  intégrons  de  o  à  27r.  Tous 
les  termes  du  premier  membre  donnent  une  intégrale  nulle, 
sauf  ceux  qui  contiennent  cosm't}^.  On  a,  pour  ceux-ci, 


/ 


•     / .    >.       >  ^  (  I,  si  m'  >o, 

^     ^  2,  si  m'  1^0. 

0  ^     ' 


11  viendra  donc 


X 


/cosm'4.6/^.  =  2:i:Pf  (lx)A,„v«p>v«'^F(/>P)• 


Multiplions   cette   égalité  par  P^'((jL)rf[x  et  intégrons  de 
- 1   à  -h  I .  Tous  les  termes  du  second  membre  donneront 


/: 
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une  intégrale  nulle  (318),  sauf  ceux  où  n  =  n\  pour  lesquels 
ou  a 

Il  viendra  donc 

/        /      /cosm'.;.  P»;(|x)  </^.  d^  -^  SA,„„v,).„.  tI^-î».  F(/^s). 

la  sommation  ne  s'étendant  plus  qu'aux  valeurs  de  p  corres- 
pondant à  la  valeur  n!  de  l'entier  n. 

Multiplions  enfin  par  p*F(//p)rfp  et  intégrons  de  o  à  r: 
tous  les  termes  du  second  membre  donneront  une  intégrale 
nulle,  sauf  celui  où  p  =  p\  et  l'on  aura  finalement,  pour  dé- 
terminer \m'u'p'}  l'équation 

■—  A  //l 'n'p'  ^m'"^  l'rt'ii'  "-p'p-  • 

On    trouvera,    par   le   même    procédé,    pour   déterminer 
^m'n'p'f  l'équation  analogue 

r   r    f     /sin/;i'^P-(;iL)p»F(/>'p)./i../jxr6 

Substituons,  dans  la  série  (98),  les  valeurs  que  nous  ve- 
nons de  trouver  pour  les  coefficients,  et  accentuons  les  va- 
riables d'intégration,  afin  de  pouvoir  faire  rentrer  sans  ambi- 
guïté sous  les  signes  d'intégration  les  facteurs  qui  leur  sont 
extérieurs;  nous  obtiendrons  comme  valeur  initiale  de  l 
l'expression 

(99)    \  L^^^L^J^  J.i   J„      '•».Ttl„„Kpp 

X  f'*F^{pp)\'„(p?')d-Y d-x  ,1:. 
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338.  Mais  il  reste  à  prouver  que,  en  additionnant  les 
lermes  de  cette  série  triple  dans  un  ordre  convenable,  on 
trouvera  bien  pour  somme  /{ift  ^^  p). 

Laissons  d*abord  n  et  m  constants,  et  bornons-nous  à  faire 
varier  p  de  manière  à  lui  faire  prendre  successivement  pour 
valeurs  les  diverses  racines  positives  de  l'équation 

supposées  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Nous 
aurons  à  déterminer  la  valeur  de  la  somme 

>'oo)  ^y"'Z(:l^^^p'.F,.(/>p)F„(/,p')rfp' 

pour  les  valeurs  de  p  comprises  entre  o  et  r.  Nous  verrons 
(ju'elle  est  égale  à  /('y,  ijl',  p)  [pourvu  que  cette  expression, 
considérée  comme  fonction  de  p,  soit  continue  et  ait  une  va- 
riation limitée  dans  l'intervalle  de  o  à  r,  quels  que  soient  i 

La  somme  (99)  se  réduira  dès  lors  à  la  somme  double 
yy    /•-    r"'/('{''''^';P''p;;.(|,)P;"(^')cosm(.V-^0^/1''^i^'. 

(|u'on  sait  être  égale  à  /(♦},  [x,  p)  [319]. 

Tout  revient  donc  à  établir  ce  que  nous  avons  annoncé 
pour  la  somme  de  la  série  (100). 

339.  En  cessant,  pour  plus  de  simplicité,  de  Inettre  en 
évidence  les  quantités  •}',  ^\  n  qui  conservent  une  valeur 
constante  dans  toute  cette  recherche,  cette  expression  peut 


s'écrire  ainsi  : 


,..>.^.,\'pipp)^(pp'^ 


fi-pp 


(«00)'  f  Ap')?'*d?'^ 

La  fonction  F(/;p)  satisfait  à  Téqualion  difierentielle 


dp  "^        d? 
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et,  comme  elle  est  symétrique  en  p  et  p,  on  aura  aussi 
(.01)       ^p*^IJEîl+[p^p*-n(n  +  i)]¥{pp)  =  o. 
On  a  de  même 

En  combinant  ces  deux  équations,  on  trouve 
(p'«_p«)p«F(/>p)F(;,p') 

en  posant,  pour  abréger, 

<P(/')  =  ;>' [f(/>P')  ^  F(/>P)  -  F(/.p)^^  F(/,p')] 

=:/,«[pF(/,p')F'(/,p)-?'F(/,p)F'(/,p')]. 
on  aura,  par  suite, 

(,o.)    .  F(/,p)F(/,p')=:^-,î^^;--.. 

Nous  avons  trouvé  d'autre  part 

Pour  transformer  celte  expression,    nous   remarqueron 
(ju'on  a 

ce  qui  permet  de  mettre  ^pp  sous  la  forme 

(io3)      K,,=.-j;,[^-^J-F(;>r)_;,--^( 

cl  de  donner  à  l'équation  à  la  surface 

dF{pr)       „-,,      . 
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la  forme  suivante  : 

(.04)  />^^£^+HrF(/,r)  =  o. 

Désignons  par  ^{p)  le  premier  membre  de  cette  équation; 
ridentité 

(io5)  p^j^l  +  H/-F(/,r)  =  J-(/,), 

étant  diiTérentiée,  donnera 

Enfin,  pour  p  =  r,  l'équation  (ici)  peut  se  mettre  sous  la 

forme 

i       d      d¥(pr)  ôFipr) 

(107)  l     àp^      dp  ^      dp 

\       H-  [/?»/••—  n{n  -h  i)]  F{pr)  =  o. 

Tirons  des  équations  (lo^),  (106),  (107)  les  valeurs  de 

-w      X    dF(pr)      à      dF(pr)  ,         ,     .  i        /     ox 

^^  \P^)i — ^  ~Y~P T^ —  pour  les  substituer  dans  (ioo\ 

il  viendra 

on  posant,  pour  abréger, 

pV*—  n{n  -h  i)  —  11 /(i  —  H/)  —  Q(y^). 
On  aura,  par  suite, 

F{pp)Y{p^')  ^ iQ{p)^'{p) 

3i0.   Il  est  aisé  de  voir  que  celte  expression  est  le  résidu, 
pour  le  pôle  z  =/?,  de  la  fonction 
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Eli  cflcl,  posons  z  --=  p  -^  li\  on  aura 

Q(^-)-=Q(/^)-t-/*Q'(/>)-+-..., 

Le  résidu  cherclié  sera  donc 


■  HP) 
P 


Or  la  quantité  entre  parenthèses  est  nulle.  En  eflel,  leséqiiii- 
tions(io5),  (loo  )  et(io^),  résolues  par  rapport  a -r-  p     -  > —  > 

/^    >  F(/?r),  donnent 

^^   ^~  Q{P) 

Substituons  cette  expression  et  sa  dérivée  dans  l'équa- 
tion (io4).  Il  viendra,  en  tenant  compte  de  ce  que  ^(p)  e>: 
nul, 

_    \(±zr^^''H^'^I!)-t^'(P'^  ^  pVip)      p^'(p)Q'(py\ 
^[.        "     ■     <^\p)  "■       QHp)      J 

Q(/0 

ou,  en  réduisant  et  divisant  par  ^^,7,  \  ? 

^      Q'(/^) 

3 il.   On  remarquera  d'ailleurs  que,  pour  z  =  Oj  la  Ibnc- 


«  > 
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lion  7/5)  n'est  pas  infinie,  car  ^{z)  contient  le  facteur  z-  qui 
figure  au  dénominateur.  Donc  7(3)  n'a  d'autres  pôles  que  les 
racines  />,  et  l'intégrale 


— '  I  y{z)dzy 


prise  suivant  un  contour  fermé  quelconque  situé  à  droite  de 
l'axe  des  j^,  sera  égale  à  la  somme 


1 


F(pp)F(pp') 


PP 


hornée  à  celles  des  racines  p  qui  sont  contenues  dans  ce  con- 
tour. 

Les  termes  correspondants  de  la  somme  (loo)'  donneront 


l'intégrale  double 


(108) 


f /{?•)?"  d?'^.fx(.z)d- . 


3i2.  Prenons  pour  contour  d'intégration  {Jig*  9)  le  rec- 


Fiç.  9. 

ï 

M 

A 

N 

B 

0 

K 

X 

Q 

P 

Isiiigle  MNPQ  qui  a  pour  sommets  les  points  B/,  A-f-B/, 
A  —  B/,  —  B/,  A  étant  une  quantité  réelle  de  la  forme 


("■"')■• 


.1.  —  Cours,  II i. 


29 
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OÙ  A*  est  un  entier,  et  B  une  autre  quantité  réelle,  très  grande 
par  rapport  à  A.  En  faisant  croître  indéfiniment  l'entier  /*, 
ce  rectangle  contiendra  un  nombre  de  racines  de  plus  en 
plus  grand;  on  obtiendra  donc  la  somme  (loo)'  en  cherchant 
la  limite  de  l'expression  (108)  pour  X:  =  00. 

Pour  établir  que  cette  expression  a  pour  limite  /(p),  il 
nous  suffira  de  faire  voir  :  1"  que  l'intégrale 


b    f^ 


(-09)  f^    T^/x(=)^- 

oà  b  est  une  quantité  variable  entre  o  et  r,  reste  constam- 
ment inférieure  à  une  limite  finie;  2^  qu'elle  tend  uniformê- 
mjnt  vers  ^  lorsque  k  croît  indéfiniment,  tant  que  b  restera 
inférieur  à  p  —  c  ou  supérieur  à  p  -f-  e,  e  étant  une  constante 
quelconque. 

Enefi'et,  Tinlégrale  (108)  étant  décomposée  eu  deux  autres, 
où  l'inlégralion  relative  à  p'  s'étend  respectivement  de  o  à  c 
et  de  p  à  r,  ces  intégrales  partielles  auront  respectivemcnî 
pour  valeur  (t.  Il,  n°  219) 

i/(p_o)    et    i-/(p^o). 

Leur  somme  sera  donc  égale  ày(p),  puisque  cette  fonction 
est  supposée  continue. 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  '/(:?)  étant  une  fonction 

impaire,  les  éléments  de  l'intégrale  /  ''        .  ^  prise   sur  li* 

côté  MQ  se  détruisent  deux  à  deux.'  En  outre,  '/(:?)  prenant 
des  valeurs  imaginaires  conjuguées  en  deux  points  symé- 
triques par  rapport  à  l'axe  des  J7,  le  reste  de  la  ligne  d'inté- 
gration relative  à  z  pourra  être  borné  à  sa  moitié  supé- 
rieure KNM,  à  la  condition  de  doubler  la  partie  réelle  et  de 
supprimer  la  partie  imaginaire  du  résultat  obtenu. 

3i3.  Cela  posé,  si,  dans  les  formules  des  n"«  212  à  !21o, 
nous  changeons  x  en  z  et  n  en  n  -f-  ^,  il  viendra,  en  désîgnani 
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par  C  une  constante  réelle, 

/       ici 


Effectuant  d^alUeurs  le  même  changemant  dans  les  expres- 
sions r,  et  I^  et  supposant  n  entier  après  la  substitution,  il 
viendra 


[I  étant  un  polynôme  limité,  procédant  suivant  les  puissances 

entières  et  croissantes  de  ->  et  l'on  trouvera  pour  I'   l'ex- 

pression  conjuguée  de  Ij. 

La  l'onction  F {z)  sera  donc  égale  au  double  de  la  partie 
réelle  de  Texpression 

Z 

et,  si  nous  posons,  pour  abréger,  (/i  -f-  i  )  -  ^^  X,  on  trouvera 
ainsi,  pour  F (5),  une  expression  de  la  forme 

(iio)  F(5)r=^^Î^EipAl(a-he)-4-sin(5--X)ei, 

/kt 

a  étant  une  constante,  et  6,  8|  des  polynômes  en  —  •  On  en 

z 

déduit,  pour  Y\z),  F"(5),  des  expressions  analogues 

(.11)     F'(5)=r_-'iîL(f=:i)(a_H6o  +  cos(c-i)e„ 

(,.2)      F'(^)^--°'^;~^\a  +  0,)+sin(^-X)0„ 
Oj,  O3,  64,  6j  étant  encore  des  pol\  nomes  en  ;-• 
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Soit  z-=z  u  -^  ti,  t  étant  positif  ou  nul.  Le  module  des 
quantités 

COS(^  —  X)  i:^   — , 

À 

sin  (z  —  X)  --        . 


sera  compris  enlrc 


et > 

2  2 


et,  par  suite,  moindre  que  e'.  En  particulier,  si  t  est  trè> 
grand,  il  se  réduira  sensiblement  à  ~e^. 

D'ailleurs,  si  le  module  y^w^H-  t^  de  z  est  ^i,  les  mo- 
dules des  polynômes  0,  ....,  O3  seront  limités;  et  si  mod^ 
est  très  grand,  ils  seront  du  même  ordre  de  grandeur  que 

I 
(mods)* 

Les  modules  des  quantités  F(5),  F'(;;),  F"(:;)  seront 
donc,  si  /  est  très  grand,  sensiblement  égaux  à 


a  modx; 
et  seront,  dans  tous  les  cas,  moindres  que 


e' 


mod^ 


/  désignant  une  constante. 

Ce  dernier  résultat,  que  nous  venons  d'établir  en  suppo- 
sant mod5>>i,   subsiste  évidemment  encore  si  mod^^i: 


e' 


car,  dans  cette  hypothèse,  — -r-^  est  au  moins  égal  à  i,  et, 

d'autre  part,  les  fonctions  entières  F(5),  F'(2),  F" (5)  resleni 
inférieures  à  une  limite  fixe. 

344.  Il  est  maintenant  aisé  de  trouver,  soit  la  valeur  ap- 
prochée, soit  une  limite  supérieure   du  module   de  chacun 
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(les  facteurs  de  la  quantité 

^    ^^    ^         r    ^*(5)  (p'»— p«)5» 

(jui    figure   dans   l'intégrale   (109),   lorsque  mod^   est  très 
i^rand,  ce  qui  a  lieu  sur  toute  la  ligne  d'intégration. 

On  a  tout  d'abord  -^  <*  2.  En  second  lien, 

Q(^)  =z  r*-s«— /i(n  H-i)  —  Hr(i  —  Ilr) 

a  son  module  sensiblement  égal  à  r-(mod.3)2. 
On  a,  d'autre  part, 

<);(:;)=r:  z — -^ \-\\r¥{rz) 

oz 

z=irzY'{rz)-^\{r¥{rz). 

Sur  le  côté  horizontal  du  rectangle,  011  5  =  /^  -j-  Bi,  u  va- 
riant de  o  à  A  et  B  étant  très  grand,  les  modules  de  F(r5), 

V(rz)  seront  sensiblement  éffaux  à i—  et  l'on  aura 

^      ^  °  a  /•  mod;; 

sensiblement 

2 

Sur  le  côté  vertical,  où  z  =  A-h  ti^  t  variant  de  o  à  B,  on 
aura,  en  remplaçant  A  et  X  par  leurs  valeurs, 

rz  —  X=irA  —  X-f-  rti  =1(2^—  -})ir-l-  rti 

d'où 

sin(r.3  —  ^)  =  —  cosr/i,         cos(rw  —  \)^zz  sinr//, 

*a,  par  suite, 

(  ces  vtL 
^(z)  --=z  rz       J [a  -HÔi(/'-3)]  -4-  sin/-//03(r^) 

-hHr   [a-h    6(/-5)]  — cos/7i6i(/-^)   . 

(     ''^  ) 

On  en  déduit 

(ii3)     ^^ { z)  =  7}  cos^ rti {i  -h  M -h  M'  tangr^/-+- \FtangVf/), 
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M,  M',  M",  M'"  étant  des  polynômes  formés  avec  les  puis- 
sances négatives  de  A-j-  ti;  A  étant  très  grand,  ces  poly- 
nômes ont  leurs  modules  très  petits;  d'autre  part,  lorsque 
t  varie  de  o  à  oo,  tangr//  varie  régulièrement  de  o  à  i  ;  donc 
on  aura  sensiblement 


a*  -    .  ...      X" 


mod»^/«(-)  =  «'  cos^ ni—  -r  (e'-'-+-  e-''^»  >-7  e*»*'. 

4  4 

Considérons  enfin  le  dernier  facteur, 


P^?(3>    __  , rpF(p^^)P(p3)-pM 


Il  peut  se  mettre  sous  la  forme 


j*^  (P-) 77 : îrCp-) -, 


s)-F'(?3) 


p'_P  •     ^.     '  p'_p 

Or  on  a 

P  —  ?  P  —  P  .«^p 

expression  dont  le  module  a  pour  limite  supérieure 

p'{jLn^od^y 

[JL  désignant  une  limite  supérieure  du  module  de  Y\xz)\  or 
ce  dernier  module  est  moindre  que 

raodj75       pp'mod^ 

car  jr,  variant  entre  p  et'  p',  qui  sont  eux-mêmes  compri> 

(Mitre  o  et  r,  sera  <;  /•,  mais  >  !-^« 

On  a  donc  pour  limite  supérieure  du   module    cherclu" 
l'expression 
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Le  même  procédé,  appliqué  à  l'expression 

F(p'^)-F(^^) 
p  — , 

?  —? 

donnera  pour  son  module  la  même  limite. 

Substituant  pour  ces  quantités,  ainsi  que  pour  F(p3), 
F'(pw),  . . . ,  les  limites  de  leurs  modules,  il  viendra 

(p'* — p*)'5*         p*  mod^     '    {p  -h  p')pmod^z 

D'ailleurs,  p'  étant  <r  et  mods  étant  très  grand,  le  second 
terme  de  cette  expression  sera  négligeable  par  rapport  au 
premier. 

34o.  Il  résulte  des  évaluations  qui  précèdent  que,  sur  le 
côté  horizontal  du  rectangle  où  f  =  B,  et  où  mod^  est  sen- 
siblement égal  à  B,  l'intégrale  (109)  s'annule  pourB  =  oo;  car 
on  aura 

[X  désignant  le  maximum  du  module  de  p'^  X(^)'  1^^^^')  ^'^" 
près  ce  qui  précède,  ne  peut  surpasser  sensiblement  la  quan- 
tité 

^       7}e^'^       p*B      ' 


(|ui  s'annule  pour  B  =  oo,  car  elle  contient  en  dénominateur 
Texponentielle  e^^~9^^. 

Considérons  maintenant  l'intégrale  suivant  le  côté  vertical, 
laquelle,  pour  B  =  00,  se  réduit  à 


^■•-p  -0 


Elle  a  une  valeur  limitée,  car  son  module  est  au  plus  égal  à 

mod(b  —  p) 


'—  I     \Ldt<  —  /     [xcit. 


2 
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JJL  drsignant  une  limilc  supérieure  du  module  de  p'-y  (A-f-  ^i  ). 
Or  mod^  étant  ici  égal  à  y/' A* -h  /-,  jx  ne  peut  surpasser  sen- 
siblement l'expression 

4  /i,.^'r-Hp)/ 


2r*(A«4-^') 


«'^'"''  pVA^'-h/* 


Inquelle  donne  une  intégrale  finie,  à  cause  de  la  présence  du 
facteur  e^''~P''  au  dénominateur. 

jSous  allons  enfin  démontrer  que  l'intégrale,  suivant  le  cotr 
vertical,  tend  uniformément  vers  |  pour  A  =  oc,  quelle  que 
soit  la  valeur  constante  ou  variable  assignée  à  b. 

A  cet  eflet,  nous  remarquerons  d'abord  que  Ton  peut  su|>- 

poser  6>  X"  ^"  effet,  si  6  était  <!  -ry  on  pourrait  décomposer 
Ic  champ  d'intégration  relatif  à  p'en  deux  autres,  s'étcndant 
l*un  de  p  à  -^^  l'autre  de  ^  à  6.  Le  module  de  l'intégrale  re- 
lative a  cette  seconde  partie  du  champ  est  au  plus  égal  à 


(x  -  ')  r 


\i.dl 

0 

et  a  fortiori  à  -r    /     |x  dt^  quantité  indépendante  de  6,  et  qui 

s'annule  pour  A  =  oo.  On  n'aura  donc  à  considérer  que  la 
première  partie  du  champ. 

346.  Supposons  donc  ^  >  x*  Po"**  déterminer  dans  ce  cas 

la  valeur  limite  de  l'intégrale,  il  ne  suffira  plus  d'assigner, 
comme  on  l'a  fait  jusqu'à  présent,  une  limite  supérieure  :» 
son  module;  mais  il  faudra  analyser  avec  plus  de  précision  la 
nature  des  facteurs  de  '/(s). 
Considérons  d'abord  le  facteur 

^(^):=z^'[pF(p'.-)F(p^)-p'F(p^)F(p'^)]. 
Substituons  aux  fonctions  F(p-5),  ...  leurs  valeurs 

F(p5)  =  î^2!iflllL>[,4.e(ps)]  +  sin(p5-X)0.(p;). 

p- 
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il  viendra 

/        sin(p'5— X)cos(ps  — X)[aîp'4-r)]  '. 

I    I  — cos(p'5  — X)  sin(p5  — X)[a*p  -^  D']  f 

'^^^^^  p^l  -+-  sin(p'^— X)  siii(p5--X)D''  l' 

cos(p'5  — X)cos(p5  — X)D'^  ; 


chacune  des  quantités  D,  D',  D",  D"'  élaiit  une   somme  de 
frac  lion  s  simples,  de  la  forme 


c 


pi*p'v-H'-»-v-»-» 


En  faisant  usage  des  formules 


•    //         -X        /           ^x        sîn[(p -i-p')5  —  aXl-f-sinfp'    -p)3 
sin(p'c  —  A)cos(px;  — X)  = ^^^ 5—^ —  ■-  ~    -    -  > 

on  peut  mettre  cette  expression  sous  la  forme 

sin(p'-p)5[a«(^P^)-f.E] 

*^''^"p?'j-^sin[(p'+p)5-2X][a«^P^^--^)-HE^^ 

[  -h  cos(p'—  p)5  E"  -h  cos[(p'  4-  p)5  —  aXJE" 

K,  E',  . . .  étant  de  la  même  forme  que  D,  D',  .... 

D'ailleurs,  pour  p'  =  p,  <p(3)s^annule  identiquement;  donc 
E',  E",  Yl"  s'annulent.  Si  donc  une  de  ces  fonctions  contieni 
la  fraction  simple 


l^o'^^K--^^-^»' 


c 

<»lle  contiendra  son  associt'e 

c 


pVp'|X-|X-HV-Hl 

Cetle  fraction,  ajoutée  à  la  précédente,  donnera  un  résullcii 
<le  la  forme 

(p'--p)>      a    ,        r>       où   Y-h8z=:  J14-V  — I. 

On  aura  donc 

E'z.=  (p'~p)F',         E^  =  (p'-p)F%         E-'^Cp'-p)!'- 
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l^',  F",  F'"  étant  des  sommes  de  fractions  simples,  de  la  forme 

Substituons,  dans  les  arguments  des  lignes  trigonométrie 
c|ues,  la  valeur  5  =  A-t-  li  et  séparons  la  partie  réelle  de  la 
partie  imaginaire  au  moyen  des  formules  d^addition.  Remar- 
<|uons  enfin  que  2X  ne  diffère  de  ir\  que  par  un  nombre 
impair  de  demi-circonférences;  il  viendra 

r?  r(-)-[^cos(p'-p)Asin(p'-p)iO  [2  ^^^'-^^'^'J 
r      sin(2r-p-p')Acos(p'-f-p)£n     ,_      /a^         A 
"^  |___cos(3r-p— p')Asin(p'-+-p)/7j'^*'      '"^  Va  / 

r      cos(p'— p)Acos(p'— p)/n       _ 
■^  l—  sin(p'-p)Asin(p'-p)i7j'^''       '  ^ 

r-    cos(2r  — p--p')\cos(p'-f-p)/n        _ 

[-  sin('ir-p-p')Asin(p'4-p)/^J^''       ^^      ' 

317.  Chacune  des  fractions  simples  qui  figurent  dans  K. 
F',  F",  F'^',  considérée  comme  fonction  de  p'  et  de  /,  est  de 
la  forme 

Elle  peut  s'écrire 


=2<-': 


Chacun  des  termes  de  cette  somme  est  le  produit  d'une 
puissance  de  i  par  une  fonction  de  p',  A,  f ,  continue,  réelle  q\ 
positive  dans  tout  le  champ  d^intégration.  Cette  fonction  sera 
croissante  de  p'  =  p  à  p'=  6,  si  6  -<  p.  Si  6  >  p,  on  pourm 
la  décomposer  dans  la  différence  des  deux  fonctions  partielles 

I    d  Sy-'^t"'  /  I  I  \  c^A^-"*/"» 

pî^  (A*-h^*r     ^^     \^~"  ^j  (A-'-h^*/'' 

également  continues  et  positives,  dont  la  première  ne  varie 
pas  avec  p',  tandis  que  la  seconde  est  croissante  de  p  à  £. 
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D'ailleurs  A  et  ^  étant  au  plus  égaux  à  yA--i-  l'^  et  p'  ati 
moins  égal  à  -r-  dans  tout  le  champ  d'intégration,  le  module 
de  la  fonction  considérée  aura  pour  limite  supérieure 


c' 


et,  si  6  >  p,  les  modules  des  deux  fonctions  partielles  dans 
lesquelles  on  la  décompose  seront  moindres  que 


c' 


pH-A^ 

Ces  diverses  fonctions  tendent  donc  uniformément  vers 
o  pour  A  =  00,  quels  que  soient  p'  et  t. 
D'autre  part,  la  fonction 

est  de  même  égale  à  r^,  plus  la  somme  de  quatre  termes, 
dont  chacun  est  le  produit  d'une  puissance  de  i  par  une  fonc- 
tion positive  de  ^etde  A,  qui  tend  uniformément  vers  o  pour 
A  =  00,  quel  que  soit  t. 
On  a  enfin 

^*(^)  =  a«  cos'rt7(i  -h  M  H-  M' tangr^t  -h  M'  tangVa'). 

Chacune  des  fonctions  M,  M',  . . .,  étant  une  somme  de 
termes  de  la  forme 


s'exprimera  par  une  somme  de  termes  dont  chacun  est  le 
produit  d'une  puissance  de  i  par  une  fonction  continue  et 
positive  de  t  et  de  A,  qui  tend  uniformément  vers  o  pour 
A  =  00. 

D'ailleurs,  lanig rCi  est  le  produit  de  i  par  une  quantité 
comprise  entre  o  et  i.  On  aura  donc 

I  -h  M  -h  M' tangr^f  -f-  JVF  tangV^/=ii  +  P  -i-  P'i  —F"—  P^'; 

P,  P',  F',  F"  étant  des  fonctions  continues  et  positives  qui 
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tendent  iiniforinéincnt  vers  o  pour  A  =  oc,  l'expression 

I  _        _  _i j+- P  -  P^' — _?' ^  J*^ 

sera  (évidemment  une  fonction  de  même  forme. 

3i8.  Réunissant  les  résultats  précédents,  on  trouve  pour 
i'intéj^rale  cherchée 


^/Y%-/.(A-*-/^) 


dt 


P      •   « 


Texprcssion  suivante 

sin 

P'-  P 


p-»-pj 

/    cos(p'— p)A</p' /    -r-^-T — -r—r?\--^- K' 


1     sin(2r  —  p  — p')A^p'  / 


,  /*-cos(p'-^p)/i   ,-î-+-R, 


COS*/7£ 


r/; 


(M',) 


'-/  cos(îr-p->pOA^p'/     -~;ziZ7f- p' hr--T  ^^ 

-f-  /  cos(p'--p)A^p'  /      ^^— i — ^^^— P-;^ al 

Jp  ^"^       ^^       ^/,  ces* /-a       *^  p'-+-p 

—  /  sin(p'  — p)Ar// /     — rzr.^rT:^ — ?  t: ^^ 


cos^r^i 


—  /     ces  ('2  /•  —  p  -  -  p'  A  dz'  /     ^--  T^  ?  "/— -  '^-^ 

r'  •    /  'M^/  /.'-sinCp'^-p^/i    ,     R,      ,. 

—  I     sin(2/' —  p  ■— p  )A  ap    I  "  " 


ces*  /7« 


R,  R|,  R2,  R)  étant  une  somme  de  termes  dont  chacun  est  \v 
produit  d'une  puissance  de  i  par  une  fonction  de  p',  /,  A, 
continue,  positive  et  limitée,  laquelle  croît  (ou  tout  au  moins 
ne  décroît  pas)  lorsque  p'  varie  de  p  à  6,  mais  tend  unifor- 
mément vers  zéro  quel  que  soit  p  pour  A  =  oo. 
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D'ailleurs  p'  et  -r^ —  sont  des  fonctions  de  p',  finies  et  con- 

tinues;  elles  sont  croissantes  de  p  à  6,  si  6  ^  p;  dans  le  cas 
contraire,  elles  sont  la  difTérence  de  deux  fonctions  finies, 
continues  et  non  décroissantes 

P'=P  — (p  — p')» 

p  H-  p'  ~  2  \2  p  -h  p'/ 

r^     n         1  r  •  /    /  \     •  .SÎlîfp' —  p)ti 

butin,  les  lonctions  cos(p' — p)^'>   — ^ — —t sont 

.  ,  P       P 

croissantes  de  p  à  6. 

Donc  chacune  des  intégrales  relatives  à  t^  qui  figurent 
dans  la  formule  précédente,  porte  sur  une  somme  de  termes 
dont  chacun  est  le  produit  d'une  puissance  de  i  par  une  fonc- 
tion de  p',  A,  t  positive,  limitée  et  continue,  laquelle  ne  dé- 
croît pas  lorsque  p'  varie  de  p  à  6,  mais  tend  uniformément 
vers  o  pour  A=qo  (à  moins  qu'elle  ne  soit  indépendante 
de  A,  ce  qui  arrivera  pour  les  termes  des  quatre  premières 
intégrales  qui  ne  proviennent  pas  de  R  et  de  R|). 

L'intégrale  de  chacun  de  ces  termes,  prise  par  rapport 
à  /,  sera  manifestement  le  produit  d'une  puissance  de  i  par 
une  fonction  de  même   forme,    que  nous   désignerons  par 

/(P',A). 

349.  D'autre  part,  les  intégrales 
•^sin(p'-rp)A^p' 


, I  —  cos(/>  —  p)  A. 


—  -  > 


j      sîn(p'— p)Arfp  —  ^ 

•  P 

/•*                                       sin(ft  — o)\ 
/       COS(p'— p)A£/p'i:ii  ^ , 

'  P 

/**   .     ,                      ,,.     ,,            rosfo,/-— p  — /?)A- -ros('2r  — '>.p)  \ 
/      sin(2/--p  — p')Ad//=: ^^ 

-p 

/'*        ,                      ,v  A    »  /            sin  (2r  —  o'— /?).\— sin  (:^r  — -îp)  A 
j      cos(2r  — p  —  p')  A  <Yp'=-: ^ 

•  p 
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sont  limitées  et,  pour  A  =  oo,  tendent  unirorin5ment  vers  les 
liinites  respectives  ->  o,  o,  o,  o. 


2 

Soient 


Tune  quelconque  de  ces  cinq  întég^rales;  G  la  limite  vers 
laquelle  elle  tend.  11  sera  aisé  de  trouver  la  limite  de  Tinté- 
grale 

f  <p(P',A)/(p',A)<3' 

par  la  méthode  employée  au  tome  II,  n®  219. 
On  a,  en  eflfet,  X  désignant  une  constante. 

fb        ^p  +  X        ^b 

Appliquons  à  la  seconde  intégrale  le  second  théorème  di* 
la  moyenne;  il  viendra 

f    *(P',  V)/(p',A)rf?' 
=/(p-+-X,A)r    f{p',X)d?'+/{b,A)f  »(p',A)J?'. 

Pour  A  =  00,  les  deux  intégrales  ci-dessus  tendent  uni- 
formément vers  zéro  (pour  plus  de  détails,  voir  l'endroit 
cité);  et  leurs  multiplicateurs  tendent  également  vers  zéro 
(ou  tout  au  moins  restent  fixes,  si  /ne  dépend  pas  de  A). 

Reste  la  première  intégrale 


f      cp(p',A)/(p',A)c/.y 
^/(p,k)f^^  cp(p',A)ûfp'+  r  "  [/(p',A)-/(p,A)]cp(p\A)./: 
Le  premier  terme  tend,  pour  A  ==  oo,  v.*rs  G  lim/(p,  A). 

A  =  « 


ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES.  ^66 

Appliquons  à  l'autre  le  second  théorème  de  la  mo^renne; 
elle  devient 

[/(p  -f  X,  A)  -/(p,  A)]  r^"  o(p',  A)  dp\ 

5  étant  compris  entre  p  et  p  -|-  \, 

L'intë<;rale  qui  figure  ici  reste  finie;  son  multiplicateur 
tend  d'ailleurs  vers  zéro  pour  A  =  oo,  s'il  dépend  de  A; 
sinon,  on  pourra  le  rendre  aussi  petit  qu'on  voudra  en  fai- 
sant décroître  \, 

Nous  obtenons  donc  pour  la  limite  cherch'e 

G  lim/(p,  A). 

350.  Tous  les  termes  des  intégrales  (114)  pouvant  êlre 
traités  de  même,  et  G  étant  d'ailleurs  nul,  sauf  pour  la  pre- 

micre  d'entre  elles,  pour  laquelle  il  est  égal  «à  ->  la  limite 

cherchée  sera,  en  désignant  par  Ro  ce  que  devient  R  pour 


o'=o, 


r  T..,        r*      dt  \        Ho\ 

^P  2A  =  ao  J,,      cos»/-^^'  \2         2p/ 

,.        /•-         rdt         (        HA 

INJais,  lorsque  A  tend  vers  oo,  R©  tend  uniformément  vers 
zi'to.  L'intégrale  se  réduit  donc  à  son  premier  terme 


i/o 


rdt 


Posons  e'"'=:  u\  cette  intégrale  se  transforme  en 

Doublant  ce  résultat  d'après  le  n°  312,  on  obtiendra  -  > 
ainsi  qu'il  fallait  l'établir. 
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CHAPITRE  IV. 


CALCUL    DES    VARIATIONS, 


I.  —  Première  variation  des  intégrales  simples. 

331.  Soit  ç(ar,  ^,  y,  ... ,  v^î-s,  j',  . . .,  s",  ...)une  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante  x,  des  variables  dépen- 
dantes y,  Zj  ...  et  des  dérivées  de  ces  dernières  jusqu'aux 
ordres  m,  /i,  . . .  respectivement. 

Si  nous  changeons  j,  2,  . .  .  en  j^  -h  stj,  5  H-  sJJ,  ...  (7,, 
2^,  .  .  .  désignant  de  nouvelles  fonctions  de  j?  et  e  une  con- 
slan te  infiniment  petite)^*,  5*, ...  seront  changés  en j^*-h£Y/, 
w*-h  stj*,  . . .,  et  5p  en 

*(J^,  0  ^  ?(^,  y  H-  ST^n  7'-+-  stt/,  .  .  . ,  5  -f-  eC,  .  .  .). 

Cette  expression,  développée  par  la  formule  de  Taylor  sui- 
vant les  puissances  de  e,  prendra  la  forme 

vn  posant,  pour  abréger, 


Les  quantités  eyi,  e^'j^,  ...  se  nomment  les  i^ariertions 
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première,  seconde^  etc.  de  la  fonction  y,  et  se  représenteni 
par  les  symboles  o^p,  8^ç,  . .  . . 
On  a,  d'après  cette  définition, 

ly    —ET,,  S/'    =eT/,  ...,  85    =£:,  ...; 

S*^' r=z  O,  8*J''=:0,  ...,  O^^zzzO,  .... 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  ^ «,  ^2?  «  •  •  ne  sont  autre  chose 
que  les  dérivées  partielles  -^%  "JTÎ  "'  P^"**  ^^  valeur  par- 
ticulière e  ==::  o.  Or  on  a  généralement 


Pour  e  r=  o,   -r-2r   se  réduira  a  cpA  =  -=  ô  9  et  -r-r  -r— r   a 

-^  3*  -T"^-  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente 
et  multipliant  par  la  constante  s*,  il  viendra 

^    ^  dœ'      ^  dx' 

Cette  équation  montre  que  les  deux  opérations  de  la  déri- 
vation et  de  la  variation  peuvent  être  transposées. 

352.  Les  équations  (i),  respectivement  multipliées  par  s. 
e^,  .  . . ,  pourront  s'écrire 


\ 


^   =.^8^+|l8y    +...+  ^8.    +.... 
dy  ôy  az 

dy^  dy^  ^  dz-  ày  dy'  -^  " 


•  •  •  « 


Si  les  fonctions  j^,  ;;,...,  au  lieu  d'être  données  immédia- 
tement en  fonction  de  x^  étaient  exprimées  au  moyen  de  x, 
/,  /',...;  w,  £/',.-.  ;  .  . . ,  où  ^,  U;  .  . .  désignent  des  fonc- 
tions de  X,  le  changement  de  ces  dernières  fonctions  en  ^  -4-  st, 
f/  -h  eu,  ...  transformerait  r,  5,  ...  en  r -H  Sj-  -I- 70=^^-4-..., 

J.  —  Cours,  Hf.  3o 
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z-\-  oz  -{-  ~ù^z  H-. .    ,  . .  . ,  et,  par  saile,  y  en 

L^  «p  -h  Oîp  -f-  -J-  0*  o  -h . . . , 


ou 


rf© 


i.J 


àr 


ôy 


az 


•••» 


(jj' 


f)'^  ^ 


âz'- 


dydf 


^*  ..I 


àf  dy     " 


-r—    0*  4*  -+"•  ••  t 
de 


Ainsi  8y  conserve  la  même  forme  que  si  y,  z  étaient  donnés 
directement  en  fonction  de  x;  mais  les  variations  suivantes 
seront  modifiées  par  Tadjonction  de  nouveaux  termes  en  o^y. 


3o3.    Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  varia- 
tions successives  d'une  intégrale  définie 

?(-^»/»/»   ...,   V^SS,  5',   ..  .,5'»,   ...)dx. 


Changeons  y,  z  en  j'  -+-  8  k,  z-^oz,  ...  ;  y  sera  transformé 


en 


et  I  en 


*(j7,  e)  =  ©  -HO<p  -+-iô-«p  -h. . . 


Séparant  les  termes  affectés  des  diverses  puissances  de  s,  il 
viendra 


Ce  résultat  suppose  toutefois  que  les  limites  x^,  Xt  de  Fin- 
tégration  sont  des  constantes  fixes.  Si  nous  admettons  qu'en 
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même  temps  qu'on  altère  les  fonctions^,  ^,  .  .  .  on  accroisse 
j^Oî  ^1  de  quantités  infiniment  petites  $Xo  =  î^o?  Sjti  =  sÇf, 
I  subira  de  ce  fait  une  nouvelle  altération  A'I,  égale  à 

(4)      /  (<p-hSçH-"io2<p-H...)^-C—   /  (ï)-4-8ç)+...)tfj7. 

Chacun  des  termes  de  cette  expression  peut  se  développer 
sans  peine  suivant  les  puissances  de  s.  En  effet,  considérons, 
par  exemple,  le  terme 


i 


J-i-HÔX, 

7  8^"o  djc, 

I  .  2 . .  A- 


La  formule  de  Tavlor  donne 


[3*'f  ]i,  .  .  .  représentant  les  valeurs  de  5*'^  et  de  ses  dérivées 
pour  X  =  Xi  (y,  y  ^  . . . ,  3,  ...  étant  en  même  temps  rem- 
placés par  les  valeurs  j'i,  ^j,  ...;  3|,  . . .  qu'ils  prennent  pour 

JC     ^=     X  \    Jm 

Multipliant  par  7  ^'^  intégrant  de  Xt  à  j?iH-8x«,  il 

viendra,  pour  valeur  du  terme  considéré, 


j^^(p.,],8.,^[..^i^ 


Chaque  terme  de  l'expression  (4)  étant  développé  de  même, 
on  obtiendra,  en  réunissant  ensemble  les  termes  de  même 
ordre  en  e, 


[: 


Réunissant  ces  termes  à  l'autre  partie  de  la  variation  déjà 
obtenue  précédemment,  il  viendra,  pour  la  variation  première 
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del, 

8ï=:[<p],Sx,— [<p]oSxoH-  /     ^da'•, 

pour  la  variation  seconde, 


351.  On  peut  arriver  au  même  résultat  d^une  autre  ma- 
nière, en  transformant  l'intégrale 


'a-,-+-5X, 


par  un  changement  de  variable,  de  manière  qu'elle  ait  les 

mêmes  limites  Xq,  x^  que  l'intégrale  primitive. 

Posons,  en  effet, 

:r  —  /  -h  8/, 

0/ étant  une  fonction  arbitraire  de  t^  affectée  du  coefficient  e  et 
assujettie  seulement  à  se  réduire  respectivement  à  ùx^  et  ûX| 
pour  ^  =  ^0  et  ^  =  jTi  ;  on  aura 

OU,  en  écrivant  x  au  lieu  de  /, 

l-h\l=j     ^{x-{-Bxyt)[dx-{-d^x] 
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mais  on  a 


*  m  îp  -h  0<p  -h  -J  8*  çp 


dx 


dx 


^  Sçp        1  dS'f 


dx 


dx 


Substituons  ces  valeurs  dans  Texpression  de  1-hAl,  et  s(^- 
parons  les  termes  de  même  ordre  en  e;  on  trouvera,  pour  SI, 
0^1, ...,  les  mêmes  expressions  que  tout  à  l'heure. 

3So.  Nous  venons  de  nous  trouver  conduits  à  faire  varier 
non  seulement  l'expression  de  j^,  5,  ...  en  fonction  de  la 
variable  indépendante  x^  mais  cette  variable  indépendante 
elle-même.  Cette  considération  nouvelle  peut  devenir  néces 
saire,  lors  même  que  les  limites  j:©,  x^  restent  fixes. 

Considérons,  par  exemple,  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x 


Fiç.  10. 


u 


-A 


\ 


et  la  courbe  figurée  en  ligne  pleine  par  la  Jig.  10.  Elle  sera 
représentée  par  Tintégrale 


J  ydxy 


011  Ton  dohnera  à  jr  la  série  des  valeurs  successives  qu'il 
prend  lorsqu'il  décrit  la  courbe,  y  désignant  l'ordonnée  cor- 
respondante. 

Considérons  une  seconde  courbe  infiniment  voisine  de  la 
première  et  ayant  les  mômes  extrémités,  par  exemple  celle 
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que  la  figure  représente  en  pointillé,  et  proposons-nous  d'éva- 
luer raccroissement  de  Taire  lorsqu'on  passe  de  la  première 
courbe  à  la  seconde.  Pour  opérer  ce  changement,  il  ne  suffira 
pas  de  faire  varier  Fordonnée  de  chaque  point  de  la  première 
courbe  en  laissant  Tabscisse  constante;  car  il  y  a  sur  la  se- 
conde courbe  des  points  auxquels  ne  correspond,  sur  la 
courbe  primitive,  aucun  point  ayant  la  même  abscisse.  On 
pourra,  au  contraire,  passer  aisément  de  la  première  courbe 
à  la  seconde,  en  altérant  un  peu  les  abscisses  en  même  temps 
que  les  ordonnées. 

356.  Cela  posé,  l'objet  principal  du  calcul  des  variations 
est  la  solution  de  la  question  suivante  : 

Les  fonctions  r,  5,  . .  . ,  qui  figurent  dans  l'intégrale  I,  el 
les  limites  Xq,  ^r,  étant  indéterminées  en  tout  ou  en  partie, 
achever  de  les  définir,  de  telle  sorte  que  la  valeur  de  l'inté- 
grale I  soit  maximum  ou  minimum. 

D'après  cet  énoncé,  si  l'on  donne  ky^  Zj  . .  .,  x^^,  x^  un 
système  quelconque  de  variations  infiniment  petites  ov, 
05,  ...,  Sxo,  8j:«  compatible  avec  les  conditions  imposées  par 
renoncé  du  problème,  raccroissement 

8I-I- iL8«l4-... 

qui  en  résulte  pour  la  valeur  de  l'intégrale  devra  conserver 
constamment  le  même  signe  (positif  ou  négatif  suivant  qu'il 
s'agit  d'un  minimum  ou  d'un  maximum). 

Or,  e  étant  infiniment  petit,  l'ensemble  81  des  termes  du 
premier  degré  sera  prépondérant  et  donnera  son  signe  au 
résultat.  Si  d'ailleurs  on  admet  (ce  qui  aura  lieu  très  générale- 
ment) qu'à  chaque  système  de  variations  S/,  ùz,  . . .,  ox©,  ojti 
compatible  avec  les  conditions  du  problème,  correspond  un 
second  système  de  variations  —  8)',  —  8j,  ...,  —  Sj^o»  —  8jr, 
jouissant  de  la  même  propriété,  ce  nouveau  système  de  va- 
riations donnera  à  I  l'accroissement 

_8I_|.i8îI_..., 
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qui  sera  de  signe  contraire  au  précédent,  à  moins  qu'on 
n'ail  81  =  o. 

Nous  obtenons  donc  cette  première  condition  pour  l'exis- 
lence  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  : 

La  variation  première  81  doit  s^ annuler  pour  tout  sys- 
tème de  variations  Zy,  Zz,  ...,  8xq,  8j7|  compatible  avec 
les  conditions  du  problème. 

357.  Cette  condition  détermine,  en  général,  ainsi  que  nou« 
le  verrons,  ce  qui  reste  d'arbitraire  dans  la  définition  des 
fonctions^,  z,  ...  et  des  limites  Xq^  x^.  Mais  elle  n'est  pas 
suffisante.  Il  faudra  en  effet  s'assurer  que,  après  avoir  ainsi 
déterminé  ces  quantités  inconnues,  l'accroissement  de  I  pour 
une  variation  infiniment  petite  (compatible  avec  les  condi- 
tions du  problème)  conservera  toujours  le  même  signe; 
d'ailleurs,  81  élant  nul,  cet  accroissement  se  réduit  à 

Le  terme  prépondérant  de  ce  développement,  ^8^1,  ne 
devra  donc  pas  changer  de  signe,  quel  que  soit  le  système 
de  variations  que  l'on  adopte  parmi  ceux  qui  sont  admis- 
sibles. Cette  seconde  condition  sera  évidemment  suffisante 
si  ^8-1  est  toujours  différent  de  zéro.  Mais,  s'il  existait  un 
système  de  variations  qui  annulât  8^1,  il  n'y  aurait  ni  maxi- 
mum, ni  minimum,  à  moins  que  ô^^I)  ^"i  est  d'ordre 

impair,  ne  s'annulât  en  même  temps,  auquel  cas  il  resterait 
à  discuter  le  signe  de  8*1,  etc. 

Nous  nous  bornerons,  dans  cette  Section,  à  tirer  les  consé- 
quences de  la  première  condition 

0=:Sl=:[<p]j  0J7,—  [o]oS^o-H  /       ^dx. 

358.  Posons,  pour  abréger  l'écriture, 


47 2  TROISIÈME   PàETIB.    —    CHAPITRE  IV. 

Nous  aurons,  d'après  la  formule  (3), 

o<p  =1  A  ôj^  -+-  A,  8y  -h . . .  -J-  A„  ôj"*  H-  B  0^  -h ... , 

valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  Fînlégrale  /     8<p  dx. 

L'intégration  par  parties  permet  de  transformer  cette  ex- 
pression en  faisant  disparaître  sous  le  signe  f  les  variations 
des  dérivées^',  . . . ,  ^'",  z\  . . . ,  5",  ....  En  effet,  considé- 
rons, par  exemple,  le  terme 


^dx. 


Nous  savons  que  o/*  est  la  dérivée  A»'"*  de  3^';  on  aura 
donc 

•  r. 

Opérons  de  même  sur  chaque   terme  de  Sv  et  posons, 
pour  abréger, 

A -a; -+-... +  (—!)'«    Aj;    =M, 

A,  -A;4-...  h(-i)"— As-'^c, 

A,-  a; +  ...+  (- 1)"-»  A»-'  =C', 


A„     =€"—, 

(•>)  <;  B  -B', -)-...+  (— i)»     b;      =n, 

B,  —  B',  H- . . .  +  (—  i)»-'  b;-«  =  D, 

B,-B',  +  ...+  (-i)»-»Br'  =D«, 


B„      =  D«-«, 
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il  viendra 


oïi=:[<p]i8x,  — [cp]o8^ 


0 


[C8jK4-G»ô/+...-|-C"*-*8j'»-n'« 


Cette  expression  doit  être  nulle  pour  tous  les  sj'stèmes  de 
valeurs  admissibles  des  variations  S/,  85,  . . . ,  o^Tq,  oX|. 

359.   Supposons  d'abord  que  ces  variations  puissent  être 
choisies  d'une  manière  entièrement  arbitraire. 
On  pourra  poser,  en  particulier, 


3^0  —  So^i  =  o,         ôj  =1  £Ô«  M,         Sv  —  £e-N, 


•  ) 


H  étant  une  fonction  quelconque  de  a:,  qui  s'annule  pour 
.r  =Xo  et  pour  j:  =  2:4,  ainsi  que  ses  dérivées  successives, 
jusqu'à  un  ordre  égal  au  plus  grand  des   nombres   m — 1, 

n  —  1, Pour  ce  système  de  variations,  les  termes  tout 

i  nlégrés  de  81  s'évanouiront,  et  l'on  aura 


ai 


Cette  intégrale,  dont  tous  les  éléments  sont  positifs,  ne 
pourra  s'évanouir  que  si  l'on  a 

M  =:  o,  N  :=  o,  .... 

ce  qui  réduira  l'expression  de  81  à  la  partie  tout  intégrée 
C^y-hO  ô/-t- . . .  -h  C'«-»  3j"«-'  -j-*-. 

"^ ,  J  .»•« 

=  C,  871  -t-  C}  ùy\  H-  ...  -h  C;"-^  oyi'-'  4_  Dj  8ji  -h .  .  .  -H  DJ-*  85?-»  4- .  . . 

que  nous  désignerons  par  H. 

Les  diverses  variations  qui  figurent  dans  cette  expression 
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sont  évidemment  des  arbitraires  indépendantes.  Donc,  pour 
que  21  s'annule  identiquement,  il  faudra  qu^on  ait  encore 

i  [?]i  =  0»  [?]o=0. 

Les  équations 

(7)  I  oz=N:=B  —  B;-f-...-4-(— 0»  b;, 


sont  des  équations  différentielles  entre  x  et  les  fonctions  in- 
connues^, z, 

La  première  contient  les  dérivées  de  j^,  z^  ...jusqu'à  l'ordre 
2  m,  n -{- nty  ...  respectivement.  La  seconde  les  contient 
jusqu'à  l'ordre  m  -\-  n,  2/i,  . .  .;  et  de  même  pour  les  sui- 
vantes si  le  nombre  des  fonctions  j^,  z^  ...  surpasse  2.  Ces 
équations  forment  donc  un  système  d'ordre  2 m  -h  2/1  -h  ... 
en  général,  et  donneront  y,  z^  ...  en  fonction  de  x  et  de 
2m  -h  2/1  -h  ...  constantes  arbitraires  a<,  02,  .... 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  2-|-2/n-|-2/i-f-... 
équations  aux  limites  (6),  on  aura  le  nombre  d'équations  né- 
cessaires pour  déterminer  les  constantes  d'intégration  et  les 
limites  jTo,  x^.  Le  problème  est  donc  en  général  déterminé. 

360.  Jacobi  a  montré  que  le  système  des  équations  difle- 
rentielles(  7)  peut  être  ramené  à  un  système  de  2  m -h  2/1 -+- ... 
équations  du  premier  oindre  ayant  la  forme  canonique. 

Supposons,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  deux 
fonctions  inconnues  y^  z.  Prenons  pour  inconnues  auxi- 
liaires les  quantités  y\  . . . ,  y^"^ ,  z\  .  .  . ,  -s""* ,  C,  C.  .  . . , 
Qm-\^  D,  D',  . . . ,  D""*  ;  on  aura,  par  définition, 


(8) 


dx~->^'        ■■■'  dx    ~^  ' 

dx  dx 
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D^autre  part,  la  difTéreDllation  des  équations  (5)  donne 
immédiatement  (en  remarquant  que  M  =  N  =  o) 

— -A  ^^'—  \.-r'-t 

et,  si  Ton  tire  des  équations 

(lo)  A,„=C— »,         B„=D«-» 

les  valeurs  de  y"^^  z^  pour  les  substituer  dans  les  équations 
(8)  et  (9),  on  obtiendra,  entre  x  elles  nouvelles  variables  j^, 
y,  ..,7'»-';5,  ...,^"-*;C,  ...,  G"'-*,  D,  ...,  D«-*,  un 
système  d'équations  du  premier  ordre,  équivalent  aux  deux 
équations  primitives. 

Ce  nouveau  système  est  canonique.  Considérons  en  effet 
la  fonction 

U=?p  — C/  — ...  — C"*->7'«— D5'  — ...— D«-»^«. 

r 

Sa  différentiation  donnera 

cOJ  =  p  dx  -h  Ady  -^  {X,—  C)  df  -^  .  .  .-\-  {\,„  —  G'"-»  )  dy'" 

-hBdz  4-(Bi— D)flfx;'  +  ...-h(B„  —  D«-"*)c?z'» 
^ydC—y'dC'  —  .,,  —  j'«  dC'"-' 
—  z'dD-^z''dD'—..,  —  z^  rfD«-« . 

D'ailleurs  les  coefficients  de  dy"*  et  de  dz"^  dans  cette  ex- 
pression sont  nuls.  On  voit  donc  que,  si  Ton  exprime  U  en 
fonction  de  x,  y,  . . . ,  y"^"*  ;  s,  . . . ,  z"~*  ;  C,  . . . ,  C'"~*  ; 
D,  . . .,  D""*,  en  éliminant  j"',  z"  au  moyen  des  équations 
(10),  on  aura 

A         ^U  A         n-i        ^^  R  ^^ 

oy  ôy^  oz 

ce  qui  établit  notre  proposition. 
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361.  Réciproquement,  soit  U  une  fonction  quelconque 
de  X  et  d'un  nombre  quelconque  de  couples  de  variables  j\ 
7|;  Zj  s'»  •••7  supposons  ces  dernières  quantités  fonctions 
de  JCj  et  cherchons  la  variation  de  Tinlégrale 


/ 


(U  +7)  y'H-Ç5'-^...)«^-^» 


en  supposant  qu'on  les  fasse  varier.  La  portion  de  la  variation 
qui  restera  sous  le  signe  1  ,  après  l'intégration  par  parties,  sera 

et,  en  exprimant  qu'elle  est  constamment  nulle,  on  aura  les 
équations  canoniques 

,       dV  ,  d\} 

7,  '  .  •  •  *    ^  ^ 

ôy  -^  (h, 

On  voit  donc  que  le  problème  d'annuler  la  première  varia- 
tion d'une  intégrale  et  celui  d'intégrer  les  systèmes  d'équa- 
tions canoniques  sont  entièrement  équivalents. 

362.  Les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  subissent 
quelques  modifications,  lorsque  les  fonctions  j^,  .:;,...  et  les 
limites  x^,  x^  ne  sont  pas  entièrement  arbitraires.  Nous 
allons  passer  en  revue  les  principaux  cas  que  l'on  rencontre 
dans  les  problèmes  usuels. 

1°  Les  fonctions  y^  z^  ...  sont  encore  arbitraires  dans 
l'intérieur  du  champ  d'intégration;  mais  il  existe  entre  les 

limitesxo;  x^  et  les  valeurs  jcj^'o?  •••»  J'o*  *î  ^o?  •••»  ^J"*  ;  ••-; 
Kl ,  . . . ,  ^^~*  ;  .3| ,  . . . ,  5""*  ;  .  .  .  que  prennent  pour  ces  li- 
mites les  quantités  y,  y' y  .  •  .,.>'"  *;  2,  w',  . . .,  5""*;  . . .  une 
ou  plusieurs  relations 

(11)  1^  =  0,         /  =  o,         

On  aura  encore,  dans  ce  cas,  M  =^  o,  N  =  o,  ...  ;  mais  les 
variations  oxo,  Sxi,  0/0,  ...  qui  figurent  dans  la  partie  tout 
intégrée  de  31  ne  seront  plus   indépendantes  les  unes  des 
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aulres,  et  chacune  des  équations  (ii)  fournira  une  relation 
linéaire  entre  ces  variations. 

En  effet,  changeons  y^  z,  , . ,  en  y -\-  8>',  z  +  8^,  puis  Xq. 

Xi  en  ^0+8^0,  a:, -f-8^,.  Soient  jKo -+- AXo 7  yo"+"A>''o»  •• 
ce  que  sont  devenus  yo,  y'^^  ...  par  cette  variation.  Ces 
nouvelles  valeurs,  associées  aux  nouvelles  limites  a^o-f-oxo, 
x^  4-  Sj;,,  devront  encore  satisfaire  aux  équations  aux  limites 
^z=zOy  y=  o,  ....  On  aura  donc,  en  développant  par  la  série 
de  Taylor  et  s'arrétant  aux  termes  du  premier  ordre, 

Il  ne  reste  plus,  pour  obtenir  les  relations  cherchées,  qu'à 
trouver  l'expression  de  A^'oj  Ax'o?  •  •  •  en  fonction  de  Sj:©?  8^4, 
q/o,  Zy\^  ....  On  l'obtient  aisément  comme  il  suit. 
On  a,  par  définition, 

=  yï  -+-7^*  s^o+. . .  -h  07*  -+-... . 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 
comme  nous  le  faisons  dans  toute  cette  recherche, 

Nous  avons  ainsi  obtenu  autant  d'équations  linéaires  entre 
les  variations  8x0,  ^x^^  ùy^,  ...  qu'il  existe  d'équations  de 
condition  ^  =  0,  ^  =  0,  ....  Soit/>  ce  nombre.  On  pourra, 
au  moyen  de  ces  relations,  éliminer  p  variations  de  l'équa- 
tion 

[?]iS^i--[?]oSa:o 

4-QSj,  +  ...4-Cr*87r  » 

4- ^=10, 
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Les  2  -f-  '>. //i  -h  2 /i  -f- . . .  —  p  variations  restantes  étant  entiè- 
rement indépendantes,  on  devra  égaler  leurs  coefficients  à 
zéro,  ce  qui  donnera  autant  d^équations  de  condition  nou- 
velles, qui,  jointes  aux  équations  ^  =■  o,  y  =:^  o,  . . .,  déter- 
mineront encore  Xo,  X\  et  les  constantes  d^intégration. 

On  peut  d'ailleurs  opérer  d'une  manière  plus  S3rmé- 
trique  en  ajoutant  à  l'équation  précédente  les  équations 
O'I  --  o,  Sy  =  o,  multipliées  par  des  indéterminées  X,  jjl,  . . ., 
et  égalant  à  zéro  les  coefTicients  de  chaque  variation.  Les 
"i  -\-  2,m  -\-  'in  -{- , . .  équations  ainsi  obtenues  seront  les 
mêmes  que  celles  qu'on  obtiendrait  en  annulant  la  variation  de 
I  -h  )^^  4-  |JLy  4-  • . .  »  X  et  |JL  désignant  des  quantités  invariables. 
En  les  joignant  aux  équations  données  ^  =  0,^  =  0,  . . .,  on 
pourra  déterminer  toutes  les  inconnues  du  problème,  y  com- 
pris les  inconnues  auxiliaires  X,  jjl,  ... . 

363.  a°  Les  fonctions^,  z^  ...  ne  sont  plus  indépendantes, 
mais  sont  liées  par  des  équations  différentielles 

(12)  4^  —  0,         X  —  o»         

Soit  p  le  nombre  de  ces  équations^  dans  lesquelles  pour- 
ront d'ailleurs  figurer,  outre  les  fonctions  inconnues  v,  j,  ... 
et  leurs  dérivées,  d'autres  inconnues  auxiliaires  ;/,  ...  et 
leurs  dérivées.  (Le  nombre  de  ces  nouvelles  inconnues  devra 
toutefois  être  inférieur  à  celui  des  équations  de  condition.) 

Les  équations  tj^  =  o,  y=  o,  ...  feront  connaître/?  des  in- 
connues^, ^,  . . .,  w,  . . .,  par  exemple^,  ...  en  fonction  des 
autres  2,  ...,£/,.. .,  qui  resteront  indéterminées. 

Cela  posé,  désignons  par  X|,  ...,  X^  des  fonctions  arbi- 
traires de  x^  que  nous  nous  réserverons  de  déterminer.   On 

aura  évidemment,  pour  tout  système  de  variations  Aey^  z^ 

w,  ...;  Xq,  X\  compatible  avec  les  équations  t|;  =  o,  y  =  o,  ..., 
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rinlégrale  /      (^^i  t}^  -h  î^a/  -+-...)  dx  élant  identiquement 


car 

nulle,  sa  variation  Fest  aussi. 
La  variation  de  l'intégrale 


traitée  à  la  manière  ordinaire  (sans  faire  varier  les  fonc- 
tions X),  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


ir  désignant  la  partie  tout  intégrée  et  M',  N'  des  expressions 
formées  avec  y,  z,  . .  .,  u,  .  .  . ,  X^ ,  .  . . ,  X^  et  leurs  dérivées. 
Déterminons  les  fondions  arbitraires  Xi,  ...,  \p  par  la 
condition  d'annuler  les  coefficients  des  variations  Sjk?  •  ■  •  des 
variables  dépendantes  y^  . . .  ;  8R  se  réduira  à 

et,  comme  les  variations  3^,  S^,  . . .  sont  arbitraires  dans  tout 
le  champ  d'intégration,  on  aura  séparément 

H'=:o,        N'=:o,         ...,        P'=:o, 

Nous  aurons  donc,  pour  déterminer. jk,  ^  et  les  fonctions 
auxiliaires  X{,  ...,  Xp,  les  équations  diflérentielles  simulta- 
nées 

^^  =  0,        X  —  o,         . . . , 

M'rno,         N'  =  o,         ...;         P'  =  o, 

Les  constantes  d'intégration  et  les  limites  Xoj  x^  se  dédui- 
ront de  la  condition  H'=  o.  Celle-ci  se  décompose  d'ailleurs 
en  autant  d'équations  distinctes  qu'il  reste  de  variations  in- 
dépendantes parmi  celles  qui  figurent  dans  H',  lorsqu'on  a 
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tenu  compte  des  équations  aux  limites 

4/  =  G,        -  -    n-  o,        .  .  . ,       pour  X  =  jTq  et  a:  =i  JCi; 

Y  —  Oj  "7       — "—  Oj  .  .  .  ,  W         ûu  —  J7a    ei    i37  —  «l/|  j 


» 


qui  sont  des  conséquences  de  Téquation  ^  =  o,  laquelle  a  lieu 
identiquement  pour  toute  valeur  de  x. 

La  série  de  ces  équations  aux  limites  devra  d'ailleurs  être 
arrêtée  au  moment  où  apparaîtraient,  dans  les  dérivées  suc- 
cessives de  ^^,  X»  •  •  •'  ^^^  dérivées  de  y,  5,  . . .;  m,  . . .  d'ordre 
supérieur  à  celles  que  contient  H'. 

On  obtiendra  donc  la  solution  du  problème  proposé  en 
égalant  identiquement  à  zéro  la  variation  de  l'expression 


V 


^••  +  ^îfê).'^--^''^'-^''(£)."^--- 


Les  équations  ainsi  obtenues,  jointes  aux  équations 
et  à  celles-ci  : 

»     j      •■•>      >      j       •••> 

déterminent  toutes  les  inconnues  du  problème,  y  compris  les 
multiplicateurs  X,  (ji,  v. 
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36i.   3^  Les  quantités  inconnues  y,  5,   .  ..,  J?0)  ^i  sont 
assujetties  à  varier  de  telle  sorte  qu'une  intégrale  définie 

prise  entre  les  mêmes  limites  que  I,  conserve  une  valeur 
constante  c. 

Ce  cas  se  ramène  immédiatement  aux  précédents.  Prenons, 
en  effet,  comme  inconnue  auxiliaire,  la  quantité 


u  1-  I     ^  dx. 


Cette  équation,  qui  définit  u^  équivaut  évidemment  aux 
deux  suivantes  : 

//'  =  <}/,         w  z=:  o         pour  X  =z  ^o« 

D'ailleurs,  pour  x^=.  X\^u  devient  égal  à  c  ;  on  doit  donc  avoir 

u^=LC    pour  X  =  x^. 

D'après  le  numéro  précédent,  nous  aurons  donc  à  annuler 
identiquement  la  variation  de  l'expression 


*■  J-, 


"J      f?  +  H  -+-  -^  «j  ^^  +  (1^0 -H  Xo)^/o-H  (f^i  —  ^1)  ("1  —  c), 

7.0  et  X|  étant  les  valeurs  de  X  aux  deux  limites  Xq  et  JC|. 

Les  termes  qui,  dans  la  variation  de  cette  expression,  dé- 
pendent de  oa,  0^0)  2^0  seront 

On  aura  donc  les  équations 

dk  .  , 

—  —  o,         (Xo-i-Ao  =  o,         {X,  —  Al  — o; 

J.  —  Cours,  III.  3i 
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donc  X  est  une  constante,  et  la  quantité  dont  on  doit  annuler 
la  variation  se  réduit  à 


X 


Les  équations  qui  expriment  que  cette  variation  est  nulle 
détermineront  les  inconnues  Xq,  j^i,  j^,  z,  . . .  en  fonction  de 
la  constante  inconnue  "k.  Ces  valeurs ,  substituées  dans  l'inté- 
grale K,  en  feront  une  fonction  de  "k,  telle  que  /(^)î  il  ne 
restera  plus  qu'à  résoudre  Téquation 

On  peut  retrouver  ce  même  résultat  par  les  considérations 
suivantes. 

La  variation  de  l'intégrale  I  doit  s'annuler  pour  tous  les 
systèmes  de  variations  8^,  82,  • . . ,  qui  annulent  la  variation 
de  K. 

Cela  posé,  soient  o'jto,  S'xi,  S'y,  8'5,  ...;  ^^Xq,  8^X4,  S")-, 
ù"Zy  . . .  deux  systèmes  quelconques  de  variations  de  jto,  ar«« 
y,  r,  . . .;  et  soient  6'I,  8'R;  8''I,  8''K  les  variations  qui  en 
résultent  respectivement  pour  les  intégrales  I,  K.  Donnons 
à  Xo^  Xi,  y^  z,  ...  de  nouvelles  variations  égales  à 

S'^KS'y— 8'K8'7,     8'K8's-8'K8'5,     .... 

La  variation  correspondante  de  K  sera 

8''K8'K  — 8'K8''Ki=o. 

Celle  de  I,  qui  est  égale  à  8"Kô'I  —  6'Ko''I,  devra  s'annuler 
également.  On  en  déduit 

8q  _  8*^1 
8T^~"8''K' 

Le  rapport  des  variations  de  I  et  de  K  sera  donc  constant 
pour  tout  système  de  variations  de  y,  z,  ....  Soit  — "X  la 
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valeur  de  ce  rapport.  La  variation  de  Tintégrale 


l^\K=  r\^-n-l^)dx 


sera  identiquement  nulle.  Cette  condition  déterminera  Xq, 
^<j  J^?  ^7  •  •  •  Gï*  fonction  de  \  qu'on  obtiendra,  comme  tout 
à  l'heure,  par  l'équation  K  =  c. 

On  voit  que,  dans  les  divers  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner, la  solution  du  problème  revient  toujours  dans  sa  partie 
essentielle  à  annuler  la  variation  d'une  intégrale  où  toutes  les 
variations  sont  supposées  indépendantes. 

365.  Nous  allons  éclaircir  ces  théories  générales  par  quel- 
ques exemples. 

Cherchons  quelles  conditions  doivent  être  remplies  pour 
que  l'expression 

soit  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  ^  de  x,  y,  y^  . . . ,  y'^"*] 


4»,     /W    ,     •    •    •  ,    ^ 


On  a  identiquement,  par  hypothèse, 

d^ 


On  aura  donc,  quelles  que  soient  les  variations  Sxq,  ^X\. 

H,  M,  N  ayant  la  même  signification  que  précédemment. 
On  aura,  par  suite, 

-,       d^         d    d'^         d^    09 

dy       dx  dy'       dx*  dy"      '    '  ' 

*      ^ do        d    d^         d*    d^ 

dz       dx  ds'       dx*  dz" 
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les   séries   du   second   membre    étanl   prolongées  jusqu'au 
point  où  elles  s^arrétent  d*elles-mémes. 

366.  Ces  deux  conditions,  dont  nous  venons  d'établir  la 
nécessité,  sont  en  même  temps  suffîsantes.  Cette  proposition 
est  évidente  si  /n  =  o,  /i  =  o;  car  les  deux  conditions  se  ré- 

...  s  à^  do  g.        . 

duisant  dans  ce  cas  a  ~-  =  o,  -—  =  <>i  9  sera  une  lonction 

âf         '  dz  ^ 

de  X  seul,  que  Ton  peut  intégrer. 

Nous  allons  montrer  d'ailleurs  que  ces  conditions  seront 
suffisantes  pour  des  valeurs  quelconques  de  /netde  n  si  elles 
le  sont  pour  m  —  i,  n. 

Nous  remarquerons  tout  d'abord  que  le  développemenl 
des  divers  termes  de  M  ne  fournit  que  des  dérivées  àe  y  ev 
«le  z  d'ordre  inférieur  respeclivement  à  am  et  n  -f-  m,  sauf 

le   dernier   terme    ( — O'^T"^  "pk  dont  le  développement 
contient  les  deux  termes 

Ces  termes  ne  pouvant  se  réduire  avec  aucun  autre,  M  ne 
pourra  s'annuler  identiquement  que  si  l'on  a 

•      —  o,         .    ..  l  _  =o. 


ce  qui  montre  que  'f  est  nécessairement  de  la  forme 

P  ne  contenant  plus  j^"'  ni  ^"j  et  Q  ne  contenant  plus  j^"« 
Posons 


PdTj"-», 


^'»-«  seul  étant  traité  comme  variable  dans  cette   intégra- 
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lion;  U  sera  une  fonction  de  x,  ^,  . . . ,  y^~^  ;  Zj  . . . ,  z""*, 
dont  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  y"*~*  sera  P,  et  l'on 
aura,  par  suite, 

dV_dlJ       ^    ,  dV      ^      dV   ,  dV     „ 

R  ne  contenant  plusjK'"* 

Si  donc  on  pose 

dV 

la  fonction  <pi  r=  Q  —  R  ne  contiendra  plus  ^"*.  D'ailleurs 
elle  satisfera  évidemment  aux  équations  (i4))  car  cp  y  satis- 
fait par  hypothèse,  et  -7-  étant  une  dérivée  exacte  y  satisfait 

aussi  nécessairement.  Donc,  le  théorème  étant  supposé  vrai 
pour  m  —  I,  n,  cpi  est  une  dérivée  exacte,  et  il  en  sera  de 
même  pour  f. 

367.  Proposons-nous ,  comme  seconde  application ,  la 
transformation  des  équations  de  la  Dynamique. 

Considérons  un  système  de  n  points  jP|,  ...,  pn^  de 
masses  m<,  . . .,  m„,  et  dont  les  coordonnées  a:«,  j^i,  -Sj,  . .., 
^nj  Yny  ^n  soicut  liées  par  r  équations  de  condition 

(l5)  ?t  =  0,  ...,  ?r=0. 

Soient  X|,  Y,,  Z|  ;  ...;  Xn,  ¥«,  Z^  les  composantes  des 
forces  qui  sollicitent  ces  divers  points,  et  admettons,  ce  qui 
a  lieu  dans  des  cas  très  étendus,  que  ces  composantes  soient 

les   dérivées  partielles   -^ — >  -r — >  -r— ;   •••:  -5 — >  -r — y  - — 

^  àjc^     ôfi     dz^'  ôx^     ôfn     àz^ 

d'une  même  fonction  U  des  coordonnées  x,  y^  z  et  du 
temps  t.  D'après  les  principes  généraux  de  la  Mécanique, 
on  obtiendra  les  équations  du  mouvement  en  joignant  aux 
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relations  (i5)  les  suivantes  : 

^^        m  ^^  -u  1    ^^»  -u     -u  \    ^'?''  —  n 

-r mtXt  -t-  A|  -r h. ..-h  Ap-z —  O, 

dxi  '  dxi  dJTi 

-r—  —  m/-S/  H-  A,  -T—  -h...-f-  A;.  3—  —  O, 

\,  ...,  \r  étant  des  inconnues  auxiliaires  représentant  les 
tensions  qui  existent  dans  le  système. 

Représentons,  pour  abréger,  par  T  la  demi-force  vive 


l^m,(^;»+/i»+-i») 


et  considérons  l'intégrale 


Les  équations  (i5)  et  (i6)  sont  précisément  celles  qui  ex- 
priment que  la  variation  de  cette  intégrale  est  nulle  lorsque 
l'on  suppose  que  les  limites  t^  et  t^  restent  constantes,  ainsi 
que  les  valeurs  initiales  et  finales  des  diverses  coordonnées 
Xi^yiy  Zi^  et  que  d'ailleurs  ces  coordonnées  restent  assujetties, 
dans  le  cours  de  leur  variation,  aux  équations  de  condi- 
tion (i5). 

Cela  posé,  les  relations  (i5)  permettent  d'exprimer  les  3/i 
coordonnées  x^  y^  z  en  fonction  de  3/i  —  r  d'entre  elles  ou, 
plus  généralement,  en  fonction  de  3/i  —  r  nouvelles  variables 
entièrement  indépendantes  ^i,  ^2>  ••••  Substituons  ces  va- 
leurs dans  l'intégrale.  On  aura 

, dxi    ,       dxt   , 

et,   par  suite,  T  se   transformera  en  une  fonction  de  ^i, 
9a, ...  et  de  leurs  dérivées  <jr'^,  q\^  ...,  homogène  et  du  second 
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degré  par  rapport  à  ces  dernières  quantités  ;  quant  à  U,  il 

deviendra  une  fonction  de  q^,  q^ 

Les  nouvelles  variables  q^^  q^^  ...  ne  sont  plus  assujetties 
à  aucune  équation  de  condition  ;  leurs  variations  sont  donc 
arbitraires  dans  tout  le  champ  d'intégration;  elles  doivent 
seulement  s'annuler  aux  limites.  Pour  que  la  variation  de 
l'intégrale 

s'annule,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 
d(U-hT)        d  dT 


dqt  de  dq'i 


r=zo         (^=Iî,  . . .,  3/1  —  r). 


Ce  sont  les  équations  transformées  que  nous  voulions  ob- 
tenir.  On  peut  d'ailleurs  les  remplacer  par  un  système  cano- 
nique en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  les  quantités 

^—i'  C'est  un  cas  particulier  de  la  proposition  plus  générale 

démontrée  au  n°  360. 

368.  Brachistochrone.  —  Proposons-nous  de  déterminer 
le  chemin  que  doit  suivre  sous  l'action  de  là  gravité  un  point 
animé  de  la  vitesse  initiale  Vq  pour  se  rendre  d'un  point 
XqY^Zq  à  un  autre  point  x^yx  z^  dans  le  temps  le  plus  court 
possible. 

Prenons  z  pour  variable  indépendante.  La  différentielle  de 

l'arc  de  la  courbe  cherchée  sera  y/i  -+-  x^'^-^-y'^  ;  la  vitesse  v, 

à  un  instant  quelconque,  sera  \/v\ —  '^g{z  —  5o)>  enfin  la 
durée  du  trajet  sera  donnée  par  l'intégrale 


Jz,    ^     Jz,  yjv\  —  'ig{z  —  z^) 
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C^est  cette  expression  qu*il  s'agit  de  rendre  minimum. 
On  a 


Lv/t'î--2-(5--5o)        Jo 


/ 


dz 


en  posant,  pour  abréger, 


I 

0 


d  y' 

^-  V^i  4- x'^ -h /•  \Jv\  —  2g{z—z^) 

Les  deux  équations  différentielles  de  la  courbe  cherchée 

M  =  o,         N  =:  o 
donnent  immédiatement 


=  c, 


<^i, 


x' 

\J\-\-x^^^  y*\Jv\ 

2^(^         -o) 

el,  par  suite, 

2^(-         -o) 

y       —  ^  4-  c, 
c 

Cj  C|,  ^2  étant  des  constantes. 

On  voit  ainsi  que  la  courbe  cherchée  est  située  dans  un 
plan  vertical.  Pour  mieux  reconnaître  sa  nature,  choisissons 


\ 
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ce  plan  pour  plan  des  xz\  on  aura,  dans  ce  cas,  ^  =  o,  et 
Inéquation  dififérentielle  de  la  courbe  se  réduira  à 


x' 


d'où 


=  c, 


''=\/l 


en  posant,  pour  abréger, 


—  =z  a,  ;  —  ^0 =b. 


Posons 


(17)  c  =r ces  l  ; 


il  viendra 


dx       a  ~h  b    .         ,       a  -h  b    . 

-7-  =: Sin^.uT   =:   SI 

dt  1  2 


/i  —  cos^ 

intK/ 

y    1  -h  ces  t 


=  (a-l-6»)  Sm*  J-^=:  [l — COS/J, 


d'où 


(18)  a-=^-±-^[^  — sinf]  +  A-, 

A'  étant  une  constante. 

Les  équations  (17)  et  (i 8)  peuvent  s'écrire 

,        a-\-b  .  . 

z  -^  b^=^ (i  —  cosOï 

2 

j:-  —  A  ==: [t  —  sin  O 

2 

et  représentent  une  cycloïde  dont  la  droite  directrice  est  diri- 
gée suivant  l'axe  des  x. 

Si  les  points  ^0,  ^o»  ^o»  ^m  ^o  ^i  sont  supposés  fixes, 
oj^o,  3>'o,  3^0,  3j:i,  OKi,  o^i  seront  nuls,  de  sorte  que  H  s'éva- 
vanouira  de  lui-même.  Mais  les  quatre  constantes  introduites 
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par  rintégration  des  équations  M  =  o,  N  =  o  se  détermine- 
ront en  exprimant  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points 
donnés. 

Supposons,  au  contraire,  que,  le  point  (^ov^'o?  ^o)  étant  fixe, 
la  position  du  point  (^i,yi,  ^i)  ne  soit  pas  donnée  d'avance, 
mais  qu'il  soit  seulement  assujetti  à  se  trouver  sur  une  surface 

On  aura  encore  oXq  =  oy^  =  o-So  =  o  ;  quant  à  ôjF|  ,  ùy^ , 
OGi,  ils  seront  liés  par  Téquation  de  condition 

Toutes  les  fois  que  cette  condition  sera  remplie,  la  quan- 
tité H,  qui  se  réduit  à 

os,  +  -r,  (e^i  -t-  x,  os,  )  +  .y,  (O/i  +7,  o^i) 
V'i  -H  ^',' -t- y,»  \/vl  —  2g(Zt  —  3„) 

devra  s'annuler;  on  aura  donc  les  équations  de  condilion 

/^\    /dr\    fd^\ 
^^'  i   -  A  ~  y.  * 

qui,  jointes  à  ^  =  o  et  aux  équations  qui  expriment  que  ia 
courbe  passe  par  :Co>  J'o  ^o  et  par  J^i,  ^i,  z^j  détermineroni 
les  constantes   d'intégration  et  les  coordonnées  finales  Xt^ 

Les  équations  (19)  expriment  évidemment  que  la  tangente 
à  la  courbe  cherchée  au  point  (X|,yi,  ^1)  est  normale  à  la 
surface  ^  =  o. 

Supposons  encore  que,  (^oj  J'o»  -So)  étant  fixe,  (X|,^j,  5,> 
soit  assujetti  à  se  trouver  sur  la  courbe 

4/  =  o,        x  =  o. 
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Les  variations  8^1,  Sj^i,  S^i  seront  liées  par  les  deux  équa- 
tions 


) 


) 


EL 


(<>yl^-J.«a|)  =  o. 


(<>yi  +  7i*'«i)  =  0' 


et  toutes  les  fois  que  ces  conditions  seront  remplies,  l'expres- 
sion devra  s'annuler,  ce  qui  donne  l'équation  de  condition 


m. 


X. 


ày) 
ày. 

y\ 


=  0, 


qui,  jointe  aux  équations  t|^  =  o,  'y^=  o  et  à  celles  quiexpri- 
nrent  que  {x^^ y^^  z^)  et  {x^ ,  j^i ,  z^)  sont  sur  la  courbe,  dé- 
terminera encore  toutes  les  inconnues  du  problème.  Cette 
équation  exprime  que  la  courbe  cherchée  est  normale  à  la 
courbe  tj^  =  o,  ^  =  o. 

Le  cas  où  {xq^  y^y  z^)  serait  lui-même  variable  se  traiterait 
de  la  même  manière. 

369.  Ligne  de  longueur  minimum  entre  deux  points, 
—  Soient  Xo,  ^o?  ^0  et  x^^  y^,  z^  les  deux  extrémités  de  la 
ligne  cherchée.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  symétrie, 
les  coordonnées  x^  y,  z  exprimées  en  fonction  d'un  para- 
mètre t.  On  pourra  évidemment  passer  de  la  ligne  cherchée 
à  toute  autre  ligne  infiniment  voisine  en  faisant  varier  Tex- 
pression  de  x^  y,  z  en  fonction  de  t,  sans  altérer  les  valeurs 
initiale  et  finale  t^  et  ti  de  ce  paramètre.  Nous  aurons  donc 
à  annuler  la  variation  de  l'intégrale 

I  =  r  ds^  Ç  vV»H-/«  +  5'*  dt, 
où  les  limites  t^y  t^  restent  fixes. 
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On  a 


'':r'ùx'-^ycy-hz'^z' 


dt 


-—^^-  ^  —  ^—     -h  /     (M  Sa:  +  N  $y  -h  P  8^)  c?f. 


ou 


Les  équations  M  =  o,  N  =  o,  P=:o  donneront,  par  l'in- 
tégration, 

a;'  y' 

=iconst.,  *^  =const.,         — 


^a'i^yi^  5/2  V^o;'» -h  y* 4-  5'* 

d'où 

a7'i=const.,        ^:=const.,         5'=:const., 

et  enfin 

(20)  œ^=at  -^  oLy         yz=bl-\-^,         zr^ct  -\-y, 

équations  d^une  droite. 

Si  les  points  Xq,  yot  ^0  I  ^n  y  a  ^t  sont  donnés,  la  condi- 
tion de  passer  par  ces  deux  points  achèvera  de  déterminer 
la  droite;  il  restera  encore  deux  constantes  indéterminées 
dans  les  équations  (20);  mais  cela  doit  être,  car  on  peut 
changer  dans  ces  équations  t  en  mt  -i-  n^  m  et  n  étant  deux 
arbitraires,  sans  altérer  leur  forme  et  sans  qu'elles  cessent  de 
représenter  la  même  droite. 

Supposons  que,  le  point  (xo^yoy  ^0)  étant  fixe,  (a^i,  i|,  -5, 1 
soit  inconnu,  mais  assujetti  à  se  trouver  sur  la  surface 

^{x,y,z)-=o. 

On  aura,  entre  les  variations  Sxi,  Sj^i,  S^i,  la  relation 
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et,  SOUS  cette  condition,  Texpression 


493 


»    <s 


/    ^ 


f   > 


Il  _  ■^iO-^i+.yi°7i  +  "i'>^i 


v/.r',* 


doit  s^annuler,  ce  qui  donne,  pour  achever  de  déterminer  la 
droite  et  les  coordonnées  a:,,  ^1,  ^i,  les  deux  équations 


.T. 


â^ 


f  w 

_  /l  _.  - 


lesquelles  expriment  que  la  droite  est  normale  à  la  surface  'l. 
Si  (j7|,  Xi,  ^1)  était  sur  une  courbe 

on  trouverait  de  même  l'équation  de  condition 

â'I       â'^t      à'^ 
drj     dyi     âz^ 

(^Xi     dyi     dzi 

qui  exprime  que  la  droite  rencontre  la  courbe  donnée  norma- 
lement. 

370.  Lignes  géodésiques.  —  Supposons  que  la  ligne  de 
longueur  minimum  à  mener  entre  les  points  (^0?  ^o»  ^0)  et 
(xi,  j^i,  Z|),  au  lieu  d'être  située  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace,  soit  assujettie  à  être  tracée  sur  une  surface 
donnée 

Nous  avons  à  rendre  minimum  l'intégrale   /     ds,  x,  jk,  z 

étant  astreints  à  la  condition  tj/  =  o.  Il  faudra,  pour  cela,  cher- 
cher le  minimum  de  l'intégrale 


y 


ft 


-'î 


l^)  dt. 
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On  aura 


H,  M|  N,  P  ayant  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  problème 
précédent.  Les  équations  différentielles  à  joindre  à  Téquation 
tp  =  o  pour  déterminer  la  courbe  cherchée  et  Tinconnue  auxi- 
liaire X  seront  donc  les  suivantes  : 


ci 

s/x' 

.r' 

d 
dt 

s/x' 

v' 

dt 

dx 

-hz'^ 

ày 

-t- 

-'» 

ai)     — — =  — TT- =  ...  =  --X. 


Or  -r-=->  3^>  j;  sont  proportionnels  aux.  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  la   surface  ^  ;   mais ,    d'autre  part, 

d  x' 

-i — .  >   •  •  •  sont  respectivement  proportionnels 

aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  à  la  courbe 
cherchée  (t.  I,  n°298).  Les  équations  (21)  expriment  donc 
cette  propriété  géométrique  de  la  courbe  cherchée,  que  sa 
normale  principale  se  confond  avec  la  normale  à  la  surface 
sur  laquelle  elle  est  tracée. 

Les  lignes  définies  par  cette  propriété  se  nomment  lignes 
géodésiques. 

371.  Il  est  généralement  avantageux,  dans  Tétude  des  li- 
gnes géodésiques,  de  représenter  la  surface  considérée  non 
plus  par  une  équation  entre  x^  y^  z,  mais  par  un  système  de 
trois  équations,  donnant  Xy  y^  z  en  fonction  de  deux  para- 
mètres M,  V.  On  aura,  dans  ce  cas,  pour  ds^  une  expression  de 

la  forme 

ds  =  \/M  du*-h  2^dudV'hPdv^. 

Une  ligne  tracée  sur  la  surface  sera  définie  en  joigiiant  aux 
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équations  de  la  surface  une  nouvelle  relation  donnant  u  en 
fonction  de  v. 

Si  Ton  fait  varier  la  fonction  u  sans  changer  les  extrémités 
^0)  ^0^  ^4  9  ^1  ^^  cette  ligne,  on  aura,  pour  la  variation  de 
Tare,  l'expression 


i(}/ldu-\-^dv)dlii 


Intégrant  par  parties  le  terme  en  dùu  et  égalant  à  zéro  ce 
qui  restera  sous  l'intégrale,  on  obtiendra  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  géodésiques  sous  la  forme 

(22)     ~^— du^ -h  2 -T— du  dv -{- ^r- dç*  =1  2  as  a j • 

ou  ou  ou  as 

Cette  équation  du  second  ordre  peut  être  remplacée  par  un 
système  de  deux  équations  simultanées  du  premier  ordre 
entre  i/,  p  et  l'angle  0  formé  par  la  tangente  à  la  ligne  géo- 
désique  en  chacun  de  ses  points  avec  la  tangente  à  celle  des 
lignes  ç  =  const.  qui  passe  par  ce  même  point. 

A  cet  effet,  considérons  le  triangle  infiniment  petit  formé 
parles  points  A,  B,  C,  dont  les  coordonnées  sont  respective- 
ment i/,  ç;  M,  t^-l-rfr;  u-f-rftt,  i>-\-dv;  on  aura  sensiblement 

lÏB=Pdv\        BC=M  du\        ÂC^=ds\ 

ACB  =  e,         ABC  =  t:  —  w  ; 

(0  désignant  l'angle  des  deux  lignes  u  et  i^  qui  se  croisent  au 
point  A. 

On  aura,  par  suite,  en  appliquant  les  formules  connues  de 
la  Trigonométrie, 


ds^  =zM  du^  H-  P  dv^  -h  2  y/iMP  du  dv  ces  w, 

d'où  

N  .  v^MP  —  N* 

COSO)  -=1      , ,  SlDa>=  ; ) 
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puis  ^ 

ds  V^P  dK> 


sinu>  sinO  ' 

d'où 


(  23  )  05  sm  0  ni:  -ï ^-Tzz dv 

cl  enfin,  en  projetant  le  triangle  sur  BC, 

(24)      ûwcosô  -  ^iM'ûfii -hy^Pa^^coso)  = _    - 

y  M 

La  division  membre  à  membre  des  deux  dernières  formules 
donnera 

M  du  4-  iV  dv 

(25)  cote  -  -— = —  _-  . 

Il  ne  reste  plus  qu'à  transformer  Féquation  (aa).  On  aum 

,    ,  M  ^M  -4-  N  dK> 

2  ds  d -j 

ds 

=z  2  ds  d\/M  cos^ 

/ôM  ,         r}M   ,  \  ^5cos6  r^  ,     •    *   -, 

=  (  ->—  du  H — r—  ac  I  — ._^ 2  \/M  ds  sin6  dB. 

\àu  dv      y     yM 

Remplaçons  e/scosB  et  ûf^sinO  par  leurs  valeurs,  substituons 
dans  (i.i)  et  réduisons  ;  il  viendra 

(hN  ^         ()P  .        ^M  , 

2  t;-  aa  -f-  -r-  a i' 5—  «m 

ou  ou  ov 

(26) 


^r  W  2v/MJ>  —  N*  ^  =  o. 


Les  équations  (25)  et  (26)  sont  les  deux  équations  diffé- 
rentielles cherchées. 

372.  Lorsque  les  lignes  u  et  \f  sont  orthogonales,  on  a 
N  =  o,  et  les  formules  (aS)  à  (26)  prennent  la  forme  plus 
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simple 

(ds  sinO  =  ^rfi^, 
e/5COsO  =:  sjyi  dUy 

v/  /  1 

/m  du 

(28)  ^di^  —  ~du-h2s/\iPd^  —  o. 

au  oi^  ^ 

373.  Appliquons  ces  formules  à  Fellipsoïde 


1        ^t        ^% 


x^        y*  

Â"^  B""^  G  ""'' 

en  prenant  pour  lignes  u  et  k>  le  système  de  ses  lignes  de 
courbure. 

Nous  avons  trouvé  (t.  I,  n**  356)  la  valeur  du  carré  ds^  de 
l'élément  de  longueur  dans  l'espace  rapporté  à  un  système  de 
coordonnées  elliptiques  X|,  Xj,  Xs.  En  chaque  point  de  l'el- 
lipsoïde considéré,  on  aura  X|  =o;  les  coordonnées  de  ces 
points  ne  dépendront  donc  plus  que  des  deux  paramètres  \^ 
et  X3,  que  nous  désignerons  par  u  et  v.  On  sait  d'ailleurs  (t.  I, 
n**  359)  que  les  courbes  «  =  const.,  t' =  const.  seront  les 
lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

Posant  donc  \\  =  o,  X2  =  w,  X3  =  i^  dans  les  valeurs  de  x'-^ 
y'^^  Z'^  ds-,  il  viendra 

""     (A-B)(A-C)' 

.  __  B  (_B J^f01B4^) 
•^  ~     (B-A)(B-C)' 

"   -^(C-A)(C-B)' 

,/,.  -     i îliiL-ziO ^,^, 

+  i ^i^-'O ^,. 

J.  —  Cours,  III.  3j 
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On  aura  donc  ici 

~4  (A-hM)(B-t-w)(C-i-«)' 

p  __  £  v(v  —  u) 

4  (A-+-i')(B-+-r)  (C-hr) 

ot,  par  suilCy 

àP  __i r _      P 

du  4  (A.  4-i')(*^ -H  <')  (^ -+- *')  <' — "' 

ôv  u  —  r 

Substituant  ces  valeurs  dans  iV*quatîon  (28),  il  viendra 

Mdu-hVdV'h2{u—  r)  \/MVd^  =  o 

ou,  ca  remplaçant  M  et  P  par  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (27), 

cos'O^r  -^-  sin*Or//i  -h  2{u  —  i»)  sinOcosO^  =;  o. 

Celle  équation  s'inlègre  immédiatement  et  donne 

(29)  «I  sin'8 -f- r  cos*6  lire, 

c  désignant  une  constante. 
L^équation  (29)  peut  s'écrire 

(u  —  c)  sin*6  -h  (i»  —  c)  cos*6  =:  o 

ou,  en  remplaçant  sinO  et  cosO  par  leurs  valeurs, 

(m  —  c)P^r*-h  (r  —  c)Me/«*=:o. 

Subslituant  enOn,  pour  M  et  P,  leurs  valeurs  et  séparant 
les  variables,  on  aura  Téquation 


d. 


(A-f-r)(B4-r)  (G  4- r)  (i^  — c) 


(A-i- «)(H  4- fO  (C -h  w)(«— ^) 
<ionl  rintégration  se  ramène  aux  quadralures. 
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L'arc  de  la  courbe  s'obtient  également  par  des  quadra- 
tures. On  a,  en  effet, 

ds'-  -  -  M  du-  -4-  P  ^1» 

V        u  —  c)        (A-,-w)(B-+-a)(G-h«)(M  — r) 

nsjudu  vsjvdv 


V/(\-h«/)(B4-M)(G-i-w)(a— c)       v^(A-^i')(ï^-^*')l^-^-0(^ — ^) 

374.  Les  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde  jouissent  de  pro- 
priétés remarquables,  qu'on  peut  déduire  de  Téquation  (29). 

Remarquons  tout  d'abord  qu'en  tous  les  points  d'une  ligne 
<Je  courbure  u  =  const.  on  a 

Oiz=-,  d'où  Msin*6 -h  i'cos'ô  =z  «  =  const. 

2 

Le  long  d'une  ligne  du  second  système  v  =  const.,  on  aura 
0=10         et         a  sin*ô -i- ccos*ô  =11  pi=:  const. 

i^es  lignes  de  courbure  satisfont  donc  à  l'équation  (29)  des 
lignes  géodésiques. 

Cherchons  les  points  où  la  ligne  géodésique 

u  sin*ô  -f-  V  cos*6  =:  c 

4;st  tangente  à  une  ligne  de  courbure. 
On  aura,  au  point  de  contact, 

6  =  0         ou         0=1  - 

2 

,  par  suite, 

W  =:  c  ou  i>=:C. 

Chaque  ligne  géodésique  est  donc  tangente  à  deux  lignes 
de  courbure,  une  de  chaque  système,  et  l'on  voit  qu'à  deux 
lignes  géodésiques  tangentes  à  une  même  ligne  de  courbun; 
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li  =^c  correspond  la  même  valeur  c  de  la  constante  d'iulé- 
^ralion. 

Il  en  est  de  même  pour  le  système  des  lignes  géodésique-^ 
(|ui  passent  par  les  ombilics. 

On  a,  en  effet,  pour  les  quatre  ombilics  réels  (t.  I,  n**343). 

La  condition  v^  -^  o  donne 

(B-HiO(B^-t')=:o; 

donc  u  ou  ^  est  égal  à  —  B.  Soit,  par  exemple,  u  =^  —  B;  on 
aura 

donc  r  sera  aussi  égal  à  —  B. 

Pour  une  ligne  géodésique  qui  passe  par  un  ombilic,  o:) 
aura  donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  ('^9  )• 

—  B  =  c, 

ce  qui  détermine  la  valeur  de  la  constante  e. 

Considérons  une  ligne  de  courbure  quelconque  u=  consi. 
Soit  (w,  ç)  un  point  quelconque  de  cette  ligne; joignons-le  à 
deux  ombilics  O  et  O'  par  des  lignes  géodésiques  L,  L',  elles 
auront  pour  équation  différentielle 

u  cos*0  •+-  ç  sin*e  =  —  B, 
u  cos'0'4-  i^  sin'6'=:  —  B. 

En  retranchant  ces  deux  équations   l'une   de  l'autre,   il 

\iendra 

o=:m(cos'6  — cos*e')  -h  r(sin»6  — sin-O') 

=  (r— a)(sin«e  — sin*e'). 

Donc  sin^Q  =  sin^O',  et  les  lignes  L,  L/  auront  pour  bis- 
sectrices les  lignes  de  courbure  du  point  e/,  ç. 

Soit  (u,  i^i)  un  point  de  la  ligne  de  courbure  considérée 
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silué  aune  distance  infiniment  petite  ds  du  point  (//,  v^)  pri- 
mitivement choisi.  Joignons-le  à  O,  O'  par  de  nouvelles 
lignes  géodésiques  L|,  L', . 

Projetons  L|  et  Télément  ds  sur  L;  on  aura  évidemment 

L  =1  proj.  Lj  H-  proj.  ds. 

Or  chacun  des  éléments  de  L«,  ne  faisant  qu'un  angle  in- 
finiment petit  avec  sa  projection,  lui  est  égal  en  négligeant 
h*  produit  de  sa  longueur  par  une  quantité  du  second 
ordre;  on  aura  donc,  au  second  ordre  près, 

proj.L,=  L,. 

D'ailleurs 

proj.  ds  =  ds  sin 6  ; 

donc 

L  =:  Li4-  (i^sinO. 

On  a  de  même 

L'=:L'i-4-  û/5sin6'. 

Mais  on  a 

sin6  =  it:  sinô', 

égalité  où  Ton  doit  évidemment  prendre  le  signe  -i-  si  les 
ombilics  O  et  O'  sont  situés  de  côtés  diflTérents  de  la  ligne  u 
ou  du  même  côté.  Dans  le  premier  cas  on  aura 

et,  dans  le  second, 

L-+-L'=:Li-+-L'i. 

Ces  égalités  étant  démontrées,  au  second  ordre  près, 
lorsque  le  point  {ujVi)  est  infiniment  voisin  du  point  (m,  r), 
on  en  conclut  par  le  raisonnement  connu  (t.  I,  n°  277)  qu'elles 
sont  vraies  en  toute  rigueur,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  (m,  Vi)  sur  la  ligne  de  courbure  u. 

On  voit  ainsi  que  les  ombilics  jouissent,  par  rapport  aux 
lignes  de  courbure,  de  propriétés  toutes  semblables  à  celles 
des  foyers  des  sections  coniques. 
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375.  Problème  des  isopérimètres,  —  Proposons- no  us  de 
délerminer,  parmi  toutes  les  courbes  de  longueur  2  /  avant 
leurs  extrémités  en  deux  points  A  et  B,  celle  pour  laquelle 
Faire  comprise  entre  la  corde  AB  et  la  courbe  est  maximum. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB,  pour  origine  le  mi- 
lieu de  cette  droite  :  soit  ia  la  longueur  de  celle-ci.  Nous 
aurons  à  rendre  maximum  Tintégrale 


/   yàx, 


sachant  que  l'intégrale 


.rt  j^n 


ds=  I    \^T^y*dx 


a  pour  valeur  2  /. 

D'après  la  méthode  générale,  nous  aurons  à  poser 


o  —  oj    (7  H-  Xyi  -hy-)dx 


—  a 


'J.„\    ^.^v/,-+-yv'^  ^ 


L'équation  diflférenticlle  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 


d'où 


d      ly 

I— -1—  ■  — o; 

(U    4/  ,    4_    y'I 


— —  ~ —  =  .r  —  r, 


,  X  —  c 


y  =  =!=     .     y 


équation  d'un  cercle  de  rayon  X. 

Il  reste  à  déterminer  les  constantes  c,  c',  X. 

Pour  ^  =  o,  on  aura  x  =^±a;  donc  c  =  o,  c'*  r=  a-  —  d'. 
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Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  en  sorte  que  la  longueur  de  Tare 
soit  2  /. 

Or,  en  désignant  par  a  {fig-  1 1)  Tangle  que  le  rayon  CA 


du  cercle  cherché  fait  avec  l'axe  OY,  on  aura 

/_=:Xa,         amXsina. 

Éliminant  a,   on  aura,    pour   déterminer   \^    Téquation 
transcendante 

a  =  A  sin  r-* 

L'angle  a  étant  d'ailleurs  compris  entre  o  et  tt,  il  faudra 
prendre  pour  \  celle  des  racines  de  cette  équation  qui  est 


^-i 


En  supposant  a  infiniment  petit,  le  problème  se  transforme 
en  celui-ci  : 

Déterminer  parmi  les  courbes  fermées  de  périmètre  2/ 
celle  qui  enferme  une  aire  maximum. 

Dans  ce  cas,  l'équation  en  \  deviendra 

.    / 
sin^=o 


et  aura  pour  racine  X=  -•  La  solution  du  problème  sera 
donc  un  cercle  ayant  le  périmètre  donné. 
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II.  —  Variation  seconde. 


376.   LVlude  des  variations  de  l'intégrale 


OÙ  (p  est  une  fonction  de  x^  des  variables  dépendantes  Vo 
>'2,  ...  et  de  leurs  dérivées  successives,  ces  variables  pou- 
vant d'ailleurs  être  liées  entre  elles  par  un  système  d'équa- 
tions difTérentielles 


'Î'I^^^O,  '^l—Oy 


•    » 


se  ramène  immédiatement  au  cas  où  cp,  '}{,  ...  ne  contien- 
nent, avec  les  fonctions  inconnues,  que  leurs  dérivées  pre- 
mières. 

Supposons,  en  effet,  que^'^,  par  exemple,  figure  dans  ces 
expressions  avec  ses  dérivées  successives  jusqu'à  l'ordre  /i. 
Nous  pourrons  introduire  comme  inconnues  auxiliaires  les 
dérivées  j^'^,  ...,>'""*,  pourvu  qu'on  joigne  au  système  des 
équations  6|  =:  o,  ^J/j  =  ^î  •  •  •  celles-ci  : 

dx~^''  •■•'  dx     '^^'     ' 

yi  étant  d'ailleurs  la  dérivée  première  de  jk"~\  on  voit  que 
la  fonction  ^  et  les  équations  de  condition  ne  contiendront 
plus  que  les  fonctions  inconnues  et  leurs  dérivées  premières. 
Supposons  donc  que  nous  ayons  m  fonctions  inconnues 
j^i,  ,,,^ymi  que  ces  fonctions,  leurs  dérivées  premières  el 
la  variable  indépendante  x  figurent  seules  dans  l'intégrale 


^dx 


et  dans  les  équations  de  condition 

^x  —  o,         ...,         <Vp— o. 
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Désignons  par  p  le  nombre  de  ces  dernières  équations. 
Admettons  enfin,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  limites  Xo, 
X\  de  l'intégrale  et  les  valeurs  correspondantes  des  fonc- 
tions y  soient  des  quantités  fixes  données.  Cela  posé,  cher- 
clions  à  rendre  l'intégrale  maximum  ou  minimum. 

377.  Nous  déterminerons  les  fonctions  inconnues,  comme 
on  Ta  vu  plus  haut,  en  annulant  la  variation  première  de 
l'intégrale 

ce  qui  fournit  les  équations  différentielles  suivantes 
que  nous  combinerons  avec  les  équations  de  condition 

(2)  —    =4//=iO       (/=!,  2,   ...,/?). 

L'intégration  de  ce  système  donnera  en  général  les  in- 
connues j^  et  \  en  fonction  de  x  et  de  im  constantes  arbi- 
traires. 

En  effet,  remplaçons  les  équations  ^/=o  par  leurs  dé- 
rivées -^  =  o.  Le  nouveau  système  obtenu 

,5,  dY         d    dV  d^, 

(  6  )  -r -^ —    =0,  -T—    =  O 

dyt       dx  ôy^  dx 

contient  les  dérivées  dej'i,  ...^ym  jusqu'au  second  ordre, 
celles  de  X|,  ...,  Xp  jusqu'au  premier  ordre.  Il  sera  donc 
d'ordre  ^m-^-  p  et  fournira  les  inconnues  j'  et  X  en  fonction 
de  X  et  de  7.m'-\-p  constantes  arbitraires.  Ces  valeurs, 
substituées  dans  les  expressions  ^/,  les  réduiront  à  des  con- 
stantes (  puisqu'elles  annulent  identiquement  -j-'  J  •  En  écri- 
vant que  ces  constantes  sont  nulles,  on  obtiendra  des  équa- 
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lions  de  condition  qui  déterminent />  constantes  d'intégration 
en  fonction  des  autres. 

Les  'xm  constantes  qui  restent  seront  déterminées  à  leur 
tour  par  la  condition  que  ji,  . . .,  J*to  prennent  pour  chacune 
des  deux  limites  Xq  et  x^  les  valeurs  qui  leur  sont  assignées. 

Le  problème  d'annuler  la  variation  première  de  rinlé- 
grale  est  donc  en  général  possible  et  déterminé. 

On  doit  toutefois  remarquer  que  Tordre  du  système  (3). 
el,  par  suite,  celui  du  système  primitif,  s'abaisseraient  si  Ton 
pouvait  éliminer  les  dérivées  ^'", ,  ...,  y]^,  X',,  ...,  \'  enXvv 
les  équations  (3).  Or,  ces  dérivées  y  entrent  linéairement,  el 
le  déterminant  de  leurs  coefficients  n'est  autre  chose  que  le 

jacobien  J  des  fonctions  -y-r>  <!/  par  rapport  aux  quantités ^ 

et  X.  Si  donc  ce  jacobien  était  identiquement  nul,  il  serait  en 
général  impossible  d'annuler  la  variation  première  de  l'inté- 
grale ^  car  les  constantes  d'intégration  seraient  en  moindre 
nombre  que  les  équations  aux  limites  auxquelles  elles 
doivent  satisfaire. 

378.  Nous  admettrons  donc  que  J  n'est  pas  nul.  Il  esl 
aisé,  dans  ce  cas,  de  ramener  le  système  (i),  (2)  à  un  sys- 
tème canonique.  (Ce  résultat  est  une  généralisation  de  celui 
du  n»  360.) 

Prenons,  en  eflet,  pour  variables  auxiliaires  les  quantités 

Les  équations 

(4)  5^-/>„       h^o 

permettront  d'exprimer  les  quantités  y  y  X  en  fonction  des 
variables  y,  p. 

Posons,  d'autre  part. 


H  ^J^Pifi  -  F. 
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On  aura 

rfii  =^^  [-  ^  rfj,  +  {pi-§)  ^ty\  +  ->-;•  ''/>.  -  +'  ^^']  • 

Mais  les  termes  en  dy\^  cTki  disparaissent  en  vertu  des 
équation"^  (4).  On  aura  donc,  en  supposant  qu'on  exprime 
H  au  moyen  des  variables  j^  et/?, 

D'ailleurs,  les  équations  (i)  peuvent  s'écrire 


àfi 


Pi  —  o. 


On  aura  donc,  pour  déterminer  les  variables  >*,  />,  les  équa- 
tions canoniques 

379.  Ces  équations  étant  supposées  intégrées,  on  sait  (239) 
que  leur  intégrale  générale  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(6)  dyi~^^'    '     ^■~^'         ('  =  1,2,  ...,m), 

V  étant  une  fonction  des  variables  x,  yi  et  de  m  constantes 
d'intégration  ai,  .  . .,  a/„  et  les  quantités  ,3|,  . . .,  |3m  étant  les 
autres  constantes  d'intégration. 

lia  résolution  des  équations  précédentes  donnera  les  va- 
leurs des  y,  p  en  fonction  de  x  et  des  constantes  a,  ^.  Les 
équations  (4)  donneront  ensuite  les  quantités  y',  X;  enfin 
les  conditions  aux  limites  détermineront  les  valeurs  des  con- 
stantes a,  p. 

380.  Mais,  pour  être  assuré  de  l'existence  efTective  d'un 
maximum  ou  d'un  minimum,  il  est  nécessaire  d'étudier  la 
variation  seconde  ô^I.  Si  celle-ci  ne  peut  s'annuler  pour  au- 
cun système  de  valeurs  admissible  des  variations  oy^  elle  con- 
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servera  toujours  le  même  signe,  el  il  y  aura  minimum  ou 
maximum,  suivant  qu'elle  sera  positive  ou  négative.  Si,  au 
contraire,  elle  peut  s^annuler,  il  n'v  aura  en  général  ni  maxi- 
mum, ni  minimum,  la  variation  troisième  changeant  de  signe 
avec  les  variations  5)';  il  ne  pourrait  y  avoir  incertitude  que 
dans  le  cas  exceptionnel  où  elle  s'annulerait  en  même  temps 
que  la  variation  seconde. 

Laissant  de  côté  ce  cas  singulier,  nous  sommes  amenés  à 
rechercher  si  o^I  est  ou  non  susceptible  de  s'annuler. 

381.  Posons,  pour  abréger, 


d^2  __  j}^'  _  _  ^  ^^/  _    <^'P    _ 

Les  quantités  a  ifs,  bik^  c/a,  rf/v,  en  seront  des  fonctions  con- 
nues de  x\  nous  les  supposerons  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles,  entre  JCo  et  Xi  ;  cette  hypothèse  est  évi- 
demment nécessaire  pour  qu'on  puisse  appliquer  la  série 
de  Taylor  au  développement  des  accroissements  des  fonc- 
tions F,  '!/. 

Posons  encore,  pour  simplifier  l'écriture, 

ces  quantités  seront  assujetties  aux  relations 

(7)  0  —  ^l:=\{dilZi'\-CilZi)      {1—1,  ...,/>). 

On  aura;  d'autre  part, 


*F=\    \    [aikZiZk'^ibikZiZ*f,-\'CikZiZi,'\ 


et 
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les  multiplicateurs  |X/  étant  des  fonctions  quelconques  de  x, 
finies  entre  Xq  et  Xt . 
L'expression 

étant  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  aux  quantités 
w,  z'^  [JL,  on  aura 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  5^1  et  remar- 
quant que  les  équations  de  condition  (7)  ne  sont  autres  que 
les  suivantes 

du 


il  viendra 


^''=X"X(£-''-^S='^^"- 


Intégrant  par  parties  les  seconds  termes  et  remarquant  que^/ 
s'annule  aux  deux  limites  Xq  et  jTi,  il  viendra 

On  pourra  donc  annuler  o-I  si  l'on  peut  déterminer  les 
quantités  z^  [x,  de  manière  à  satisfaire  aux  équations 

ainsi  qu'aux  équations  de  condition  (8\  en  assignant  aux  2i 
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des  valeurs  qui  ne  soienl  pas  conslamment  nulles  entre  Xq 
cl  Xij  mais  qui  s'annulent  aux  deux  limites. 

382.  Les  relations  (8)  et  (9)  conslituent  un  système  d'é- 
qualicns  dilTérenlielles  entre  les  variables  z^  [x  tout  à  fait 
analogue  aux  systèmes  (1),  (a).  11  sera  également  d'ordre  2/72, 
pourvu  que  le  jacobien  J|  des  expressions 

par  rapport  aux  quantités  z^,  [x/  ne  soit  pas  identiquement 
nul.  Or,  d'après  Texpression  de  û,  on  voit  que  les  éléments 
de  ce  déterminant  ne  sont  autre  chose  que  ceux  de  J,  où  l'on 
a  substitué,  pour  les  quantités  y,  leurs  valeurs  en  fonction 
de  X.  INous  admettrons  que,  même  après  cette  substitution, 
le  déterminant  ne  s'annule  pas  identiquement  et  que,  en  par- 
ticulier, il  n'est  pas  nul  pour  x  =  Xi. 

Prenons  alors  pour  inconnues  auxiliaires  les  quantités 

(10)  u,^^^. 

Les  équations  (8)  et  (10)  permettront  d'exprimer  les  quan- 
tités z'  et  [jL  en  fonction  linéaire  des  quantités  z  et  1/.  Ces 
valeurs,  substituées  dans  l'expression 


ni=^^"/-;-ii, 


la  transformeront  en  une  fonction  homogène  et  du  second 
degré  des  quantités  z,  u]  et  l'on  aura,  pour  déterminer  ces 
quantités,  les  équations  canoniques 

(II)  Zi^~^y  1^^——^, 

dont  les  seconds  membres  sont  linéaires  et  homogènes  par 
rapport  aux  inconnues  z,  u. 
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383.  Les  équations  diflerenliclles  linéaires 

( ' ^  )     ^"  dz'^dxdl  ~2u  V^ik^k -+-  Oik^k  -^■  «// m  —  "h 

auxquelles  nous  venons  d'arriver,  sont  intimement  liées  aux 
équations 

d¥  d¥ 

dont  l'intégration  nous  a  fourni  les  valeurs  des  quantités  y,  X 
en  fonction  de  x  et  des  constantes  ai,  ...,:*.;,<;  ^,,  . .  . ,  ^^, 
En  effet,  substituons  ces  valeurs  dans  ces  dernières  équa- 
tions; elles  se  réduiront  à  des  identités,  quelles  que  soient 
les  constantes  a  et  p.  On  pourra  donc  les  diflerenlier  par 
rapport  à  Tune  quelconque  c  de  ces  constantes.  Effectuant 
cette  différentiation  et  posant 

dYi  _  dv'i  _    ,  dpi  __  d\i  _ 

on  obtiendra  précisément  les  équations  (12),  (i3),  (i4)- 

Prenant  successivement  pour  c  chacune  des  2  m  constantes 
a,  p,  nous  aurons  donc  2  m  solutions  particulières  de  ces 
4'quations.  On  en  déduit,  en  désignant  par  A^t  et  B;t  des  con- 
stantes arbitraires,  la  solution  plus  générale 


D12 
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Les  équations  (i  i)»  qui  se  dëdulsenl  de  la  combinaison  des 
équations  (i'>.)  à  (i 4))  admettront  donc  comme  solution  les 
valeurs  de  z/,  Ui  données  par  les  formules  (i5)  et  (i6). 

381.  Nous  admettrons  :   i**  que  les  diverses  dérivées  par- 


.  ,,      dvi    dv, 
lielles  -T— >    i,-  y 


•  > 


d)^ 
<»?* 


qui  figurent  dans  les  expressions 


précédentes,  restent  continues  entre  x^  et  X|  ;  2**  que  les  se- 
conds membres  des  équations  (i5)  ne  peuvent  devenir  à  la 
fois  identiquement  nuls,  de  quelque  manière  qu'on  choisisse 
les  constantes  A,  B,  à  moins  qu^elIcs  ne  soient  toutes  nulles. 

Celte  dernière  hypothèse  entraîne  manifestement  comme 
conséquence  que  les  a  m  solutions  particulières  obtenues 
pour  les  équations  (11)  sont  linéairement  indépendantes.  La 
solution  générale  des  équations  (i  i)  sera  donc  donnée  par  les 
formules  (i5)  et  (16),  et  celle  des  équations  (12),  (i3),  (i4) 
par  les  formules  (i5)  à  (18). 

Nos  im  solutions  particulières  étant  indépendantes,  le  dé- 
terminant 


ÔY 


m 


Dizi 


•   «    • 

àp,„ 


ày,n 

àpi 

Opi 

d? 


à  Y 


m 


m 


à? 
àpi 


à^m     à'^i 


àpm       àp,n 


<^3 


m 


dp 


m 


d? 


m 


ne  pourra  être  idenliquement  nul. 

Ce  déterminant  peut  d'ailleurs  se  mettre  sous  la  forme  d'un 
produit  de  deux  autres  déterminants.  En  effet,  les  équations 
intéarrales 


(où  V  ne  contient  ni  les  p  ni  les  p),  différentiées  par  rap- 
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port  aux  constantes  cl^  et  Pf(y  donnent 

âp;       V       à-V      dYH 


3J0 


J?A-  ~Zuh  ÔYi  ÔYn  d'^k 


d'\ 


àyt  d'x/c 


Substituant  ces  valeurs  dans  D  et  retranchant  des  m  der- 
nières lignes  du  déterminant  les  ni  premières,  multipliées 
par  des  facteurs  convenables,  il  viendra 


D  — 


in 


•   •••••• 


va  posant 


âv 


m 


àfià' 


•  •  ■  « 

ày„ 
Oh 


ôv 


^?m 


O 


m 


=z(-l)-D,D„ 


o 


D.=- 


ày^ 

d3, 

dVm 

<J3,„ 

D,=: 


ÔYi  d^i 


â'V 


àfi  à: 


'/Il 


d^y 


àfm  d^m 


Aucun  des  deux  déterminants  D|,  D2  ne  peut  donc  être 
identiquement  nul. 

385.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  déterminer 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  o*  I  ne  puisse 
s^annuler. 

On  voit  tout  d'abord  que  S^I  sera  susceptible  de  s'annuler 
si  l'on  peut  déterminer  les  rapports  des  constantes  A)^,  B;^,  de 
telle  sorte  que  les  valeurs  des  z/  fournies  par  les  équations  (i  5) 
J.  —  Cours,  m.  33 
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s'annulent  toutes  à  la  fois  pour  deux  valeurs  disitncies  ^^  S, 
de  la  variable  x,  comprises  entre  x^  et  jr,. 

En  effet,  posons  Sj'i  =  tzi  entre  \q  et  5,,  et  oj7=  o  dans 
le  reste  de  Tintervalle  x^x^. 

Les  variations  ainsi  définies  ne  sont  pas  identiquement 
nulles  dans  tout  l'intervalle  entre  x^  et  x^]  elles  satisfont 
aux  équations  de  condition  (la);  enfin  entre  ^  <et  {|,  seule 
partie  de  Tintervalle  où  elles  ne  soient  pas  nulles,  elles  sa- 
tisfont aux  équations  (i3)  et  (i4)<i  équivalentes  aui:  équa- 
tions (9);  elles  annulent  donc  tous  les  éléments  de  Tinlé- 
grale  ô'-*!. 

Pour  que  les  rapports  des  constantes  A;^,  B^  puissent  être 
déterminés  comme  il  est  indiqué  ci-dessus,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  déterminant 


A(5o,5i)-- 


( 


àym\       (àym\ 


( 

( 

( 


à'^n.      , 


>j«\ 


m .   - 


d? 


m  ,'   1 


àym 


soit  égal  à  zéro. 

Donc,    pour  que  8*1   ne  puisse  s'annuler ,   il  faut    tout 
d'abord  qu'on  ait 

A(?o,?,)?:o 

de  quelque  manière  qu'on  choisisse  ^o  et  Çi  entre  jPq  et  X|. 
Posant  en  particulier  ^o  =  ^Of  on  devra  avoir 

(19)  ^{xo,x)>o 

pour  toute  valeur  de  j;  >  oTt  et  ^  X| . 


386.  Pour  déterminer  les  autres  conditions  qui^  jointe: 
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à  (19),  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  l^eustenoe  d*un 
maximum  ou  d'un  miiiimum,  il  nous  faut  transformer  l'ex- 
pression de  8^1  de  manière  à  faciltt-er  la  discussion  de  son 
si|pe.  Cette  transformation  repose  sur  deux  propriétés  de 
nos  équations  différentielle  s ,  que  nous  allons  établir  : 

1°  Les  équations  différentielles  qui  déterminent  les  quan- 
tités j^,  p  ont  pour  intégrale  générale  les  équations 

^'^^  07^=^''     di;.^P" 

Prenons  la  différentielle  totale  des  ëqoations  de  droile  en 
supposant  x  constant^  il  viendra 

Substituons  cette  valeur  de  d^i  dans  l'expression  de   la 
différentielle  totale  de  dyjt 


elle  deviendra 


"--Kè^- 1*) 


*'*=s,fe''"'*i,L(^/-'"-^  jS-/'*)  I; 


k 
y 


et,  comme  les  équations  (20)  n'établissent  entre  les  y  et 
les  a  aucune  relation  indépendante  des  quantités  /?  et  p,  les 
eoefficients  de  chaque  différentielle  devront  être  égaux  dans 
les  deux  membres.  On  aura  donc,  en  particulier,  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  de  rfa/  (après  avoir  permuté  dans  la 
somme  double  les  indices  de  sommation  h  et  i). 


é^i      Z^k  à^i  d%h  à^ji 


Substituons  la  valeur  de  ~—  tirée  de  cette  formule  dans 

l'expression 

àjTk  à}^ 


i 
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elle  deviendra 


dy^n  d?i  ~àp^ 


et  ue  changera  pas  si  l'on  permute  A*  et  A';  car  cela  revieni 
évidemment  à  permuter  les  deux  indices  de  sommation  i 
et  /i.  Nous  obtenons  donc  cette  première  relation 

387.   •>:'  Les  quantités  y^  p  satisfont  (378)  aux  équation> 
canoniques 

Prenons  la  dérivée  de  ces  équations  par  rapport  à  Tune 

(pielconque  c  des  constantes  a,  ^.   Il  viendra,  en  désignant. 

i    t         àvi  dpi 

pour  abréger,  --r—  par  3,-,  ~-  par  w/, 

Ces  équations  linéaires,  admettant  les  a  ai  solutions  parti- 
culières 


> 


auront  pour  intégrale  générale  les  expressions  (i5)  et  {i6\, 
de  sorte  que  le  système  (22)  ne  sera  qu'une  autre  forme  di 
système  (11). 

Le  système  (2?.)  a  pour  adjoint  le  suivant  : 

'     Zàk\dpidpk  ôykdpi    V 
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qui  n'en  diffère  que  par  le  changement  de  z^  u  en  —  U,  Z. 
Si  donc 

Oi  r=  (.  .  .  ,  5/1,    ....  Uii,    .  .  .), 
Oj  ==:(...  ,  >S|'j,    .  .  .  ,   M/2,    •  •  •  ) 

sont   deux  solutions    particulières   quelconques    des  équa- 
tions (22), 

sera  une  solution  du  système  adjoint;  et,  d'après  les  pro- 
priétés connues  de  ce  système  (Ho),  l'expression 


(S,Si)=r\     (M/i5|-,— -3/iW/,) 


sera  une  constante. 

388.  On  a  évidemment,  d'après  la  définition  précédente 
(lu  symbole  (SiS.^),  la  relation 

(S,S,)=-(S,Si). 

(SiS,)rr:o. 

En  outre,  si 

oj  =1^  ^^ .  .  . ,  -3/2,    •  •  •  )   ''/Ji    •  •  •  )j 
^3^— (•  •   •  >    ^il9     •   •  •  >    "18 >     •  •  Of 


sont  des  solutions  particulières,  l'expression 

m  j  S  j  4-  m^  Sa  -h . . . 

=  ( . .  •  »  /w j  3/1  -{-  /Wj  5/j  -h . . . ,  .  . . ,  m j  W/j  H-  /Wj  M/j  4- . . . ,  . . .  ) 

sera  encore  une  solution,  et  Ton  aura 

(Si,  /w,S,-4-  /n,Sa-4-. . .)  =imj(SiS,)  4-  /W8(SiS,)  4- 

389.  Toutes  les  solutions  de  nos  équations  s'expriment 
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ILttéairemeikl  ai  fonclKNi  des  aat  solations  partie  vlièrcs 


S, 


=(■ 


dyt  dpi 

T~  '     '  '  *'  3 — ' 


) 


'm 


=( 


• . ., 


àyj 

dt,n 


àpi 


) 


T.  = 


=(• 


»    -TVT-  ' 


■  •  «  ■  •       •  •  •    I 

dh'        } 


Tm —  (  •  •  •> 


\ 


En 


••  %  •  •  •  I 

<^?«     ) 


Proposons-nous  de  déterminer  les  valeurs  des  constantes 

particulières 

(S*Sa),     (T*S,k),     (T^^T*). 

\\  faudra,  p<KireeIa,  chercher  la  valeur  de  l'expressio» 


ZdXàc   de'       de    de') 


c  et  c'  désignant  deux  quelconques  des  constantes  a,  ^. 
A  cet  effet,  recourons  encore  aux  équations  imégrales 


dyt 


Pu 


^-3 

—  Y»' 


En  dérivant  les  premières  par  rapport  à  c,  il  viendra 

d'\       Y      d^ V     dyk  _  dpi 
dyt  de     Zàkdyidyk  de 


de 


On  aura,  par  suite, 


s. 


àPi  àyt  _\  dyj^    d^    _^y  y      d*V     dyt  dyt 

de   de'      Zuidd  dyide     2Lki2ukdyidyk   de    de' 


La  somme  double  ne  change  pas  si  Ton  permute  c  et  d. 
car  eela»  éqniraotl  i  permuter  les  indices  de   sofftmatîoii  i 
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et  k.  On  aura  donc 

ZàiXàc   de'        de   de')'   Zdi\de'  djidc        de  dyidc' 
On  a  d'ailleurs 

dyt    d^W    _  d  dV        d'\ 


1 


i  de'  dft  de    "  de'  de        ôcdd^ 


en  désignant  par  ^,  -r—  la  dérivée  complète  de  -r-  par  rap- 
port n  c',  en  tenant  compte  de  ce  que  lesj^^  soBt  des  fonctions 
des  constantes  c.  On  a  de  même 


I 


dYi    d'Y  d  dY        d^y 


li  àe  dft  de'       de  de'       de  de' 

et,  par  suite, 

Y  (àpi  ày^_àr^  àpA  __±àV  _d_d\ 
Z^i  \  de   de'         de  de'  )       de'  de        de  de' 

Cela  posé,  V  ne  contenant  pas  explicitement  les  constantes  ^, 
on  aura^  si  c  =  P*  et  c'  =-  ^Ai 

ôN  d\ 

-.=  0,  ^=0, 

d'où 

Si  c  =  ajt  et  </  =^  a^,  on  aura,  en  vertu  des  équations  (20), 

ày___dy___ 

de  ""  dxk  -  P*' 


d'où 


On  a  de  même 


et,  par  suite. 


d   dY  _    d 


de  de'  ^  ^ 


{SkS/i)^o. 
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Enfin,  SI  c  z=  ^j^  et  c'  =  a^,  on  aura 


d*oii 


^à\  _  j^  d\_  ^       _  \  o     si  /i  >  X , 

de  de'       de'  de  "~  r/?^.^''  ~  '(  i     si  h  =  A. 


Noms  trouvons  donc 


(S,Sa)  =  o,        (T,-T„)  =  o, 

(T.s.)=-(s.T.)=|^  ;;'l;^: 

390.  Considérons  maintenant  deux  solutions  quelconque! 

Rp  — •  \    [  A*p  S/c  +  B^p  T*  ] , 

R»  =  \    [AaiSaH-BatT*]. 

On  aura,  d'après  les  formules  précédentes, 

in  K  ^-V  V   r     A.*pA*,(S*SA)-+-A*pB*,(S*T*)1 
^    P    ''^~AZ*L+BtpAA<,(T*SA)  +  B,.pBA,(TtT*)J 

=  y^  (BApA^ç— A^pB^ff). 


Assignons  aux  coefficients  ÀAp,  B^p  ;  A^,,  B»,  les  valeurs 
particulières 


^*p={^b   «*.=-(fex^ 


^A-(j 


m\-  ''—m.- 


où  ^  désigne  une  constante  quelconque  ;  il  viendra 

<-'  <"'«'> =i[ai').(ë)r(ë).(Sf)j=- 

car  le  second  membre  de  cette  expression,  se  déduisant  de 
celui  de  Téquation  (21)  quand  on  y  change  1,  /',  k'  en  A",  a-,  c 
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et  qu'on  attribue  à  x  la  valeur  particulière  Ç,  est  identique- 
ment nul. 

En  posant  successivement  p=i,  2,...,  m,  nous  obtien- 
drons un  système  de  m  solutions 

r\|  ^=1  (.  . . ,  3/1,  .  . . ,  W/t,     •  •  •  )> 


iXfft  —  ^ .  .  .  ,  ^im ï   •  •  •  >  ^^inii  •  •  •  ^  • 


tel  que  l'on  ait  généralement 

(RpR^)=:o. 

391.  Calculons,  d'autre  part,  la  valeur  du  déterminant  G, 
formé  avec  les  quantités 

Pour  l'obtenir,  formons  le  produit  du  déterminant 


A(^,£)=z 


à  y 


âoL 


dv 


m 


dy 


m 


m 


^ 

dh 


dy 


m 


dy 


m 


âoLy 


dx 


:\ 


d^nJi     \à?iJi 


( 


KàKJi 


•      ■      •      • 


'd 


l 


(<\Ym\         (àyn,\ 


dY 


m 


à^«,J\ 


\ 


par 


le  déterminant 


■       •      • 


EU 


dy 
à'? 


m 


m 


m 


à  y  m 

àh 

0 

0 

dYm 

à.y,„ 

àft 


dn 


m 


O 


àym 


d^i 


ÔTL 


m 


O 
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Il  viendra,  en  tenant  compte  des  équations  (ai)  el  (a^4)t 


DiA(a:,?)  = 


11 


—  z 


ml 


( 


àK 


àym 

dyA 


•    •     a     ■ 


=  D,G. 


'Im 


'mm 


el,  comme  D4  n^est  pas  nul,  on  en  déduira 

Nous  admettrons  provisoirement  qu'on  ait  pu  déterminer  la 
constante  (,  de  telle  sorte  qoe  Ton  ait 

dans  tout  Tintervalle  de  Xq  à  X|. 

Les  quantités  z^p^  . . .,  Zmp]  u^^,  . . .,  Ump^  associées  aux 
râleurs  correspondantes  [x,p,  . . .,  ^Upp  des  quantités  |jl,  fourni- 
ront pour  chacune  des  valeurs  p  =  1 ,  . .  • ,  m  un  système  de 
solutions  des  équaktions(i2)  à  (i4V 

39S.  Posons  maintenant 


(35) 


(a6)i 


(V) 


^ip  —  y     lf*«^*p» 


Uip 


\^/p 


^*/^X-p» 


Les  quantités  yki^  ^Aij  Ma/,  déterminées  par  ces  équations 
linéaires,  seront  des  fonctions  de  j;,  Gnies  et  continues  entre 
Xo  et  Xi  en  vertu  de  nos  hypothèses,  puisque  le  déterminant  G 
des  quantités  Zkp  ne  s*annule  pas  dans  cet  intervalle. 
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Eo  différexkliaDt  les  éqoslians  (26)^  on  trouvera 

OU,  en  remplaçant  les  ^par  leurs  valeurs  dédnitesde  (^S), 

(  28  )  a;.p  z=\    h'j^i  -+-\  8a/  7m j  -*p- 

Substituons,  d^autre  part,  les  valeurs  des  quantités  Ui^f  uits 
déduites  des  équations  (26)  dans  les  équations 

elles  deviendront 


^   ^     (  ^ki  ^kp  ^i(j  —  ^ki  ^k(T  ^ 


/■p)  —  o 


ou^   en  permutant  les  deux  Indices  de  sommation  dans  le 
second  terme, 

\    \    (^ki—  ^ik)  ^itp^ier  — o,      (p  =1  I,   .  .  .,  m;  (y=:l,    .  .  .,  m). 

Le  déterminant  des  quantités  Zi^  n'étant  pas  nul,  ces  équa- 
tions entraînent  les  suivantes 

et  le  déterminant  des  Xkp  n'étant  pas  nul,  on  en  déduira 

Les  équations (12),  (i3),  (i4)  sont  d'ailleurs  satisfaites  par 
les  valeurs 

Faîs(»is  celte  sabstîlution,  remplaçoos  les  quantités  :^,  i/, 
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|jL,  v!  par  leurs  valeurs  (25)  à  (28)  et  changeons,  lorsque 
cela  est  nécessaire,  la  dénomination  des  indices  de  somma- 
tion; il  viendra 

o=N  (^'*'"^\  ^iAirxA-+-\  ^//Ma-/— Si/— N  oa/taaJ^*p- 

Ces  équations  ayant  lieu  pour  p  =  i ,  . . . ,  m,  et  le  déter- 
minant des  quantités  Zk^  n'étant  pas  nul,  on  aura  pour 
A-  =  I,  .  .  . ,  w, 

(29)     Q^dki-\-\^    Chl^kh, 

(3o)    o  =  ^ki-^2.  ^'"'T*A^~\  ^iv^^Av—  5^/, 

(3i)    o—aa-^\    /^//iY*A-H/^  ^i/Ma/  — ôi,.  — \    ô^/ya-a- 

On  peut  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  des  quan- 
tités <2,  6,  d  en  fonction  des  c,  ^,  y,  8,  M.  Elles  donnent  en 
effet 

(32)  ^*'="51 
puis 

ou,  en  permutant  i  et  k  et  remarquant  que  8a/=  8/a, 

(33)  6/^=8^/  — \    ca*Yi7i  — y^  <?*/M//. 

Les  valeurs  précédentes  des  &,  e/  étant  substituées  dans 


h 
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i^qualion  (3i),  elle  donnera 

Substiluons  les   valeurs  ci-dessus  des  quantités  a,   b^  cl 
dans  Texpression  de  la  variation  seconde 

rJl  =  I      2j\  i^ik  Sji  o/A 4-  2  bif,  oyt  0/'* 4-  C/A-  S/;  8j;t )  rfa? 
et  dans  les  équations  de  condition 

qui  existent  entre  les  variations. 
Si  nous  posons,  pour  abréger, 

(36)  ^j;— \    7/*|0jA    =«'/, 

(3;  )  ^-^  .^''^'  ^•^'*'  ^-^^  ~  "^^ 


(38)  51)t^'"^*^'' 


—  <l, 


/) 


on  trouvera  aisément  que  les  équations  (35)  deviennent 


(39)  X 


eitVi  —  o 


et  que  o-I  prend  la  forme  suivante  : 


Le  dernier  terme  de  cette  expression  disparaît  en  vertu 
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des  relations  (35).  D'autre  part, 

car  les  variations  i^i,  hy^  s'annulent  aux  limites.  On  aura 
donc  plus  simplement 


'^/'(XS/'-^-^'^'O^"- 


a*i=z 


393.  Les  conditions  (35)  ne  sont  pas  les  seules  auxquelles 
soient  assujetties  les  variations  8^|.  11  faut,  en  o^itre  :  i®<]ue 
ces  variations  soient  infiniment  petites,  ainsi  ^e  leurs  dé- 
rivées, entre  x©  et  X|  ;  a®  qu'elles  s'annulent  à  ces  deux 
limites,  sans  s'annuler  identiquement  dans  tout  inter- 
valle JTo'^l- 

Il  résulte  de  là  que  les  quantités  Çi  doivent  être  infiniment 
petites,  mais  qu'on  ne  peut  les  supposer  identiquement 
nulles  entre  Xq  et  X|.  En  effet,  si  tous  les  v  étaient  nuls,  les 
équations  (36)  donneraient 

(4o)  ^^'""Xj  Ta/^7a~o- 

En  vertu  des  relations  (20),  ces  équations  seraient  satis* 
faites  en  posant 

p  ayant  l'une  quelconque  des  valeurs  i,  . . . ,  //i. 

Par  hypothèse,  le  déterminant  des  quantités  Zi^  non  seule- 
ment n'est  pas  identiquement  nul,  mais  ne  s'annule  eu  aucun 
point  de  l'intervalle  Xq  x^  .  Les  équations  linéaires  (4o  )  auront 
donc  pour  intégrale  générale 


hi—2u  ^P"'^' 


les  C  étant  des  constantes  arbitraires. 

Les  oyi   devant  d'ailleurs  s'annuler  pour  x  =  a:©   et  le 


CALCUL  0E8  WàMlkTWam.  StJ 

déterminant  des  z,-p  n^étant  pas  nul  ea  ce  point,  les  con- 
stantes Cp  devront  être  toutes  nulles^  mais  alors  les  8^1  se- 
raient nuls  identiquement. 

394.  Cela  pose,  si  la  fonction 


•"XS/'*"'* 


conserve  constamment  le  même  signe  pour  tous  les  systèmes 
de  valeurs  des  fonctions  Vi  qui  ne  sont  pas  identiquement 
nulles  el  qui  satisfont  anx  relal-îons  (Sp),  l'intégrale 


X 


(pfiLr 


jouira  de  la  même  propriété.  Il  en  sera  de  même,  à  plus  forte 
raison,  si  l'on  se  borne  à  assigner  aux  arbitraires  v<'  les  sys- 
tèmes de  valeurs  auxquels  correspondent  des  valeurs  admis- 
sibles des  ùvi.  Il  y  aura  donc  maximum  ou  minimum. 

La  fonction  'f  pourrait  d'ailleurs  s'annuler  pour  certaines 
valeurs  particulières  de  x  sans  que  ce  résultat  fût  troublé. 

Cette  condition  suffisante  est  en  même  temps  nécessaire. 
En  eflfet,  s'il  existait  un  système  de  fonctions  Vi  satisfaisant 
aux  équations  (89)  et  tel  que  la  fonction  <p  fût  positive  dans 
une  partie  de  l'intervalle  x^Xi  et  négative  dans  l'autre,  nous 
allons  voir  qu'on  pourrait  rendre  S^I  positif  ou  négatif  â  vo- 
lonté dans  cet  intervalle. 

Soient,  en  effet,  X|,  . . . ,  X2//+1  des  fonctions  quelconques 
de  X,  linéairement  indépendantes,  et  finies  entre  Xq  et  x^  ; 
^17  •  •  M^2//+<  des  constantes  infiniment  petites.  Posons 

le  multiplicateur  K  étant  égal  à  zéro  dans  la  partie  de  l'ioler- 
valle  où  cp  est  négatif  et  égal  à 

dans  la  partie  où  il  est  positif.  Les  fonctions  V/  satisferont 
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encore  aux  équations  (Sp),  et  Texpression 


*=^^^^r,^V,V,.=  K»^, 


nulle  dans  la  première  portion  de  Tintervalle,  sera  positive 
dans  la  seconde.  L*intëgrale 


f. 


,jr, 

sera  donc  positive. 

Les  valeurs  correspondantes  des  ùVi  sont  les  intégrales  des 
équations  linéaires 

Pour  les  obtenir,  intégrons  d^abord  les  équations  sans  se- 
cond membre;  il  viendra,  comme  tout  à  Theure, 

(42)  5//=\c.pj/p. 

Prenant  les  Cp  pour  nouvelles  variables,  diaprés  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes,  on  obtiendra  les  équations 
transformées 


1 


Les  Zip  étant  continus  entre  x^  et  X|  et  leur  déterintuaDl 
ne  s^anuulant  pas,  on  pourra  résoudre  cette  équation  parrap- 

port  aux  dérivées  -y-^*  Le  résultat  obtenu  sera  de  la  forme 


ÔJC 


dx 


=X'>^'" 


les  Eip  étant  des  fonctions  finies. 

Ces  équations  admettent  la  solution  particulière 


'P 


•*  a 
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qui  est  infiniment  petite,  les  V/  étant  infiniment  petits.  Les 
valeurs  correspondantes  des  8j',-  seront  elles-mêmes  infini- 
ment petites.  Il  est  clair  d'ailleurs  qu'elles  seront  linéaires 
et  homogènes  par  rapport  aux  constantes  c^,  . . .,  C2m+i9  et 
Ton  pourra  déterminer  les  rapports  de  ces  constantes  de  ma- 
nière à  faire  en  sorte  que  les  8/;  s'annulent  pour  Xq  etX|. 
Enfin  les  S/<  ainsi  déterminés  ne  s'annulent  pas  identique- 
ment; car  les  équations  (40>  ^^  les  V/ne  sont  pas  identique- 
ment nuls,  ne  pourraient  être  satisfaites. 

Nous  obtenons  donc  un  système  de  variations  8^/  satisfai- 
sant à  toutes  les  conditions  requises,  et  pour  lequel  S^I  est 
positif.  On  déterminerait  de  même  un  second  système  de 
variations  pour  lequel  8*1  serait  négatif. 

395.  Nous  avons  donc  réduit  la  question  proposée  à  cher- 
cher les  conditions  pour  que  la  fonction 

conserve  constamment  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs 
de  V  qui  satisfont  aux  relations 

(43)  \eiiVi=io. 

Comme  d'ailleurs  le  signe  de  ^  ne  dépend  que  des  rapports 
des  quantités  (^,  on  peut,  sans  restreindre  la  généralité  du 
problème,  supposer  les  v  assujettis  à  satisfaire  en  outre  à  la 
condition 


(44)  X-W 


»~i. 


Pour  résoudre  la  question  ainsi  posée,  cherchons  les 
niaxima  et  minima  de  <p  pour  les  valeurs  de  i>  qui  satisfont 
aux  équations  (4^)  et  (44)-  Dans  ce  but,  nous  égalerons  à 
zéro  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 

J.  —  Cours,  III.  34 
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Nous  obtiendrons  les  équations  suivantes 


(45) 


y  Cik «'*  ""  p  ^''  ~"  \  ^n?i — ^» 


qui,  jointes  aux  relations  (4^))  détermineront  les  rapports 
des  quantités  v  et  p/;  quant  à  p,  il  sera  déterminé  par  la  con- 
dition que  le  déterminant 


Inz 


•  •   •   •   • 

•  •  • 


im 


e 


11 


—  e 


ip 


^mm        P  «ml 

•    •    •  ■ 

Cmp  O 


—  C 


m/» 


soit  nul. 

D'ailleurs  les   équations  (4^)9  respectivement  multipliées 
par  p|,  . . .,  i'/n  et  ajoutées  ensemble,  donneront 


-?X*'^~X'"X*"'''=** 


ou,  en  vertu  des  équations  (4^)  et  (44)» 

?  =  ?• 

I^s  maxima  et  minima  cherchés  sont  donc  les  racines  de 
féquation  I  =  o. 

Pour  que  cp  reste  constamment  non  positif  (ou  constamment 
non  négatif)  entre  Xq  et  Xi,  et  cela  pour  tout  système  de  va- 
leurs des  (^,  Il  est  évidemment  nécessaire  et  sufGsant  que  ces 
racines  restent  toutes  non  positives  (ou  toutes  non  négatives  1 
dans  cet  intervalle. 

D^allleurS;  si  cette  condition  est  remplie,  on  n'a  pas  à 
craindre  que  ^  soit  Identiquement  nul  entre  Xq  et  X|  ;  car  il 
faudrait  pour  cela  que  l'équation  en  p  eût  une  racine  nulle 
pour  toute  valeur  de  x  entre  Xq  et  J7|,  ce  qui  est  Impossible; 
carie  terme  constant  de  l'équation  en  p  se  confond,  au  signe 
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près,  avec  le  déterminant  J|  qui,  par  hypothèse,  n'est  pas 
identiquement  nul. 

Nous  obtenons  ainsi  les  conditions  suivantes  pour  l'exis- 
tence d'un  maximum  (ou  d'un  minimum)  : 

Dans  toute  V étendue  de  l'intervalle  XqX s  le  déterminant 
^{xo,x)  doit  être  ^o  {sauf  pour  x=?Xo)y  et  les  racines 
de  Inéquation  I  =  o  doivent  être  non  positives  (ou  non  né- 
gatives). 

396.  Nous  avons  toutefois  admis,  pour  arriver  à  ce  ré- 
sultat, qu'on  pouvait  déterminer  une  constante  i,  telle  que 
l'on  eût 

(46)  A(j7,  5)^0     de  Xq  k  Xi, 

Il  nous  reste  à  nous  assurer  que  cette  condition  est  impli- 
citement contenue  dans  les  précédentes. 

La  condition  A(xQf  x)^oipour  x  ^  Xo'^Xi  donne,  en  par- 
ticulier, pour  x=^  x^y 

A(^o,^i)<o. 

Les  éléments  du  déterminant  A  et  les  coefficients  de  I  étant 
par  hypothèse  des  fonctions  continues,  on  pourra  déterminer 
des  quantités  Eq,  ei  assez  petites  pour  qu'on  ait  encore 

tant  que  ^qj  ^^  seront  respectivement  compris  entre  Xq  et 
Xo  -h  e©  et  entre  Xi  et  Xt-\-  St.  On  aura  donc 

(47)  •^(•^o,'^)<o, 

tant  que  x  sera  compris  entre  Xo'+-  s©  et  a:<  H-  e|. 

D'autre  part,  les  racines  de  l'équation  1  =  0  conservent  un 
signe  constant  dans  l'intervalle  de  Xq^  x^;  d'ailleurs,  J|  n'é- 
tant pas  nul  pour  x  =  Xi,  aucune  d'elles  ne  sera  nulle  pour 
cette  valeur  de  x;  et,  comme  elles  varient  infiniment  peu 
entre  Xi  eix^  +  €|,  elles  conserveront  encore  leur  signe  dans 
ce  nouvel  intervalle. 
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De  cette  propriété  et  de  l'équation  (47)?  on  déduit  que  5*1 
ne  peut  s'annuler  dans  Tintervalie  de  Xq-I-So  à  jTi-I-s,. 
Donc,  d'après  le  n°  385, 

A(.r,  X, -+-8|),^o     pour  J-  =  jTo-H  êo  <  .^i -h  e|. 

D'ailleurs  cette  expression  est  également  ^  o  si  x  est  compris 
entre  Xq  et  x^-h  t^.  On  satisfera  donc  à  la  condition  (46)  en 
prenant  Ç  =  X|  +  e|. 

397.  Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  que  nous 
avons  admis  dans  toute  cette  étude,  non  seulement  que  les 
variations  ok/  des  fonctions  inconnues  sont  infiniment  pe- 
tites, mais  que  leurs  dérivées  ùy'^  le  sont  également.  Si  Ton 
voulait  supprimer  cette  dernière  restriction,  les  conditions 
trouvées  ci-dessus  pour  l'existence  d'un  maximum  ou  d'un 
minimum,  tout  en  restant  nécessaires,  pourraient  cesser  d'être 
suffisantes. 

III.  —  Variation  des  intégrales  multiples. 

398.  Les  notions  fondamentales  du  calcul  des  variations 
peuvent  s'étendre  sans  difficulté  aux  fonctions  qui  renfer- 
ment plusieurs  variables  indépendantes. 

Considérons,  par  exemple,  une  fonction 

^('T,  7,  Zy  Uy  r, . . .,  "apr»  *'«Pt'  •  •  •) 

des  variables  indépendantes  Xj  y^  5,  des  fonctions  i/,  i>  de 
ces  variables  et  de  leurs  dérivées  partielles 

""P^  '^  dx^  dy^  dzy  '         ''°^P^  "  dx^  dy»  dzr  ' 

Sll'ony  change  w,  (^  enttH-6i/,  =  //-f-ôw,  (^-f-ei',  =ç'-f-6v, 
z>  se  changera  en  une  nouvelle  fonction  ^(iF,  j^,  z,  s),  qui. 
développée  suivant  les  puissances  de  e,  prendra  la  forme 


I 


i  7ti, 


çp-hA<p  =  o-hoo-t-|ô'«p-|- 
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On  aura  évidemment 

d'où,  pour  la  valeur  particulière  s  =:  o, 

dx'      •  dx' 

d^ 

-7— j  représentant  la  dérivée  complète  de  <p  par  rapport  à  x^  en 

tenant  compte  de  ce  que  u^  v  dépendent  de  cette  variable. 
On  trouvera  de  même 

d^  ^.         ^iV'?  d^  .ju         ->A-^'? 

0     Cp  zn  0      r  y  :  0     ©  IZZ  0     ■    • 


dy      '  dy  dz^      '  dz' 

La  variation  première  ûtp,  que  nous  considérerons  spéciale- 
ment dans  ce  qui  va  suivre,  aura  évidemment  la  valeur  sui- 
vante : 

(   0^  =  U  ow  -+- .  .  .  -h  Uapy  ôWapY 

I         -+-  Vô^' +.  ..-h  Vapy  8rapy-i-  .  .  ., 

en  posant,  pour  abréger, 

^-V  ^?   -V  A 

(?^  ~^'    '"'         d^a^y   -VapY, 

399.  Cherchons  maintenant  les  variations  de  Tintégrale 
triple 

I  =  ^ffdxdy  dzy 

en  admettant,  pour  plus  de  généralité,  que,  en  même  temps 
qu'on  change  w,  j^  en  a  H-  Sw,  \?  -f-  hv,  on  fasse  subir  une  alté- 
ration infiniment  petite  au  champ  de  l'intégration. 

A  chaque  point  Ç,  t),  Ç  situé  sur  la  limite  de  l'ancien  champ 
d'intégration,  on  pourra  faire  correspondre  un  point  inOni- 
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ment  voisin  £  +  3Ç,  74-1-07,,  Ç  -h  oJJ  sur  la  limite  du  nouveau 
champ.  Cela  posé,  changeons  de  variables  indépendantes  en 
posant 

ûx',  oy,  ûz'  étant  des  fonctions  infiniment  petites,  assujetties 
à  la  condition  de  se  réduire  à  5$,  87,,  S^  lorsque  .r'=  ^^  y  =  7^, 
z'=^,  L^intégrale  altérée,  exprimée  au  moyen  de  ces  nou- 
velles variables,  prendra  la  forme 


(a) 


l-hM  =  ^^'3dx'dydz\ 


le  champ  d^intégration  étant  redevenu  le  même  que  daas  Tin- 
tégrale  primitive  I,  J  désignant  le  jacobien 


I  -^ 


dix' 
Ix^ 

diy 

dx' 

dlz' 
dx' 


i-h 


dlx' 

dy 

dzy 

dy' 
d  cz* 


I  -h 


dlx' 
dz' 

dW 
dz' 

dlz' 
dz' 


enfin  ^^  étant  ce  que  devient  ^  lorsqu'on  l'exprime  au  moyen 
des  nouvelles  variables  a:',  ^,  «'. 

Le  développement  de  cette  expression,  suivant  les  puis- 
sances de  e,  ne  présente  aucune  difficulté  ;  nous  l'arrêterons 
aux  termes  du  premier  ordre  pour  obtenir  la  variation  pre- 
mière 81.  Nous  pourrons  d'ailleurs,  en  le  faisant,  supprimer 
les  accents  dont  sont  affectées  les  nouvelles  variables,  aucune 
confusion  n'étant  à  craindre,  puisque  les  anciennes  variable^ 
X,  y  y  z  auront  disparu. 

On  a  évidemment,  avec  ce  degré  d'approximation. 


D'autre  part, 


d  8.r       d  ly       d  Is 
dx         dy         dz 


4>  m  çp  -h  Sîp  4- . . . 
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devient,  en  remplaçant  x^  y^  z  par  x  4-  8^?  y  +  SjK»  z  -\-  hz, 

*        dx  dr  '        dz 

On  aura  donc 

^         ^       dx  dy  dz 


? 


d^x         d  \y         d  Iz 


O   — r^^ h   O 


c^x         •    t//        *   dz 


rs  d      ^  d     ^  d      j 

=:  ©  -f-  oo  H — 7—  ©  ô^  H — j-  ïp  6y  -+-  -r  ?  "-s. 
^         '        dx^  dy  dz  ^ 

Remplaçant  ôcp  par  sa  valeur  (i),  substituant  dans  l'équa- 
tion (2)  et  égalant  de  part  et  d'autre  les  termes  du  premier 
ordre  en  e,  il  viendra 

(U  Sa  +  ...  -H  Uapy  5«apy  +  V  or  4-  ...  \ 
d      ^  d      ^  d     ^  \dxdydz, 

400.  Cette  expression  de  81,  donnée  par  M.  Ostrogradsky, 
peut  être  transformée  par  l'intégration  par  parties. 

On  peut  admettre,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  fonc- 
tion cp  soumise  à  l'intégration  et  les  équations  de  condition 
qui  peuvent  exister,  suivant  la  nature  du  problème,  entre  les 
variables  indépendantes  a:,  y,  ...  et  les  fonctions  inconnues 
£/,  (^,  . . .  ne  contiennent  aucune  dérivée  partielle  de  ces  der- 
nières fonctions  d'ordre  supérieur  au  premier;  car  le  cas  où 
figureraient  des  dérivées  partielles  d'ordre  m  se  ramènerait  à 
celui-là  en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  les  dérivées 
partielles  jusqu'à  l'ordre  m  —  i  et  ajoutant  aux  équations  de 
condition  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  qui  définissent  ces  nouvelles  inconnues. 

Supposons  encore,  pour  abréger  l'écriture,  qu'il  n'y  ait 

plus    que   deux  variables   indépendantes  Xy  y^   et  posons 

du  du du  dT>  n      ^^    TT 

âx  oy  dv  du  dui 


536 


TROISIÈHB   PARTIB.  —    CBAPITRE   IV. 


---:-  z=z  Ua,  ....  On  aura,  d'après  ce  qui  précède, 


/  U  0«  -r  U,  OW,  -h  Uj  Ottj 


'  u  0«  -r  Ui  OW,  -+-  Uj  0«,  -h  V  ÙV 


e^jT  e/v. 


Les  termes  U|0£/|,  V|  oV|,  ...  et  -j-^ox  peuvent  être  inté- 
grés par  parties  par  rapport  à  x,  et  donneront 


(3) 


\fi 


U,S«,  +  V,  3c, 


^  -F„H-F, 


F,  -+-  F,  -  . . . 


dx 


fi 


eu 


dx 


dx 


. . .  I  ^£r, 


Fo>  1' M  •  •  •  désignant  les  valeurs  de  l'expression 

F  =1  U,  ow  -i-  V,  or  -h . . .  H-  o  oj? 

aux  points  où  la  parallèle  aux  x  le  long  de  laquelle  on  intègri- 
entre  dans  le  champ  et  en  ressort  {/fg-  12). 


Fig.  12. 


'N 


Tt 


I 


/ 


V 


y 


On  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  NoX,  N|  X  les  angles  que 
la  normale  extérieure  à  la  courbe  qui  limite  le  champ  fait  en 
ces  divers  points  avec  Taxe  des  x  positifs,  et  par  (i^o^  ds^,  ... 
les  arcs  interceptés  sur  la  courbe  entre  la  droite  j'  et  la  paral- 
lèle infiniment  voisine^  +  dy^ 


dy  =1  —  dsfi  ces  Nq  X  1=  dsi  ces  Nj  X  1= . . . . 
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L*équalion  (3),  intégrée  par  rapport  à  y^  donnera  donc 

=  /  (Ui  8a-i-Vj  8r-{-. .  .4-<p8x)cosNX£/5 

la  première  intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe  limite, 
et  la  seconde  dans  tout  le  champ. 

On  peut  opérer  de  même  sur  les  termes 

d 

en  les  intégrant  par  rapport  à^.  On  trouvera  ainsi 

ol  =  Ç{k  Jw  +  B  8(>  -h . . .  H-  D  ox  -f-  E  a/)  dils 

-f-  Q  (M  lu  ^"^Iv-^.,.)  dxdy 

en  posant,  pour  abréger, 

A  =  Ui  ces  NX  4-  U,  cosiS  Y, 
B=:V,  cosNX-hVjCosNY, 


0  =  ©ces  NX, 
E=:cpcosNY, 

dx         dy 

dx         dy 


401.  Cherchons  à  quelles  conditions  on  doit  satisfaire  pour 
que  cette  quantité  s^annule  pour  tout  système  de  valeurs  de 
^•^j  2jKj  Stt,  5(^, .  • .  compatible  avec  les  données  du  problème. 

1^  Si  les  limites  du  champ  et  les  fonctions  </,  ^,  . .  •  sont 
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entièrement  arbitraires,  on  pourra  assigner  à  ùx,  S^%  Si/,  St», ... 
des  valeurs  absolument  quelconques.  Posant  d'abord 

0  étant  une  quantité  qui  s'annule  aux  limites  du  champ,  Tin- 
tëgrale  simple  aura  tous  ses  éléments  nuls,  de  sorte  que  ol  se 
réduira  à  l'intégrale 


QoVM»-hN«-+-...)ûfxd^K, 


qui  ne  peut  s'annuler  que  si  l'on  a  séparément 

M  n=  o,         N  =  o,         .... 

Ces  équations  aux  dérivées  partielles  détermineront  les 
fonctions  inconnues  !/,(>,.... 

Les  fonctions  arbitraires  introduites  par  cette  intégration 
et  les  limites  de  l'intégration  s'obtiendront  en  exprimant  que 
l'intégrale  simple  à  laquelle  se  réduit  SI  s'annule  également, 
quelles  que  soient  les  fonctions  Sj;,  Sy,  Se/,  S(>,  ....  En  po- 
sant 


•  •  •  » 


on  voit  qu'on  devra  avoir  séparément 

A  =  o,         B  =  o,         ...,        E  =  o. 

'à^  Supposons  que,  sur  la  limite  du  champ  (ou  seulement 
sur  une  portion  de  cette  limite),  on  ait  une  équation  de  con- 
dition 

^;(.r,  r,  M,  (',  ...)  =  o. 

Cette  relation  devra  subsister  entre  les  nouvelles  valeurs 
limites  x  -\-  Sx,  y  -f-  5j',  u  4-  au,  i'  -|-  Ap,  ....  D'ailleurs  l'ac- 
croissement total  A(/  dû  au  changement  de  la  fonction  u  en 
M  -f-  Sm  suivi  du  changement  de  .r,  y  en  x  -\-  Sa?,  y-t-^y  est 
évidemment  égal  à  Sm  h-  M|  Sj-  -h  e/j  oy.  De  même 

Ar  =  Sr  -h  Vi  ^x  -f-  Tj  S^',         .... 
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On  aura  donc  à  la  limite  du  champ  entre  les  variations  S^, 
oy,  ou,  ùiff  ...  la  relation 

Jl  Sx  -h  ~î^  8y  +  ^  (8w  -i-  1/.  8^  -M/,  8y) 
âx  ay  '^       ou  ^ 

Les  équations  A  :=  o,  B  =  o,  . . . ,  E  =  o  ne  seront  donc 
plus  nécessaires  le  long  de  la  portion  de  courbe  considérée 
pour  que  Fintégrale  simple  s'annule,  mais  il  suffira  que  Ton 
ait 

au  ôv 

D  r=  X     -ri   -4-  Mj  — r  H-  r,  -:-  4-  .  .  .     , 

\âx  au  av  ] 

V^j      '^      '^       7' 

A  étant  une  inconnue  auxiliaire. 

On  a  donc  une  inconnue  de  plus,  mais  en  même  temps 
une  équation  de  plus,  à  savoir  ^  =  o. 

3°  Supposons  que  x^  y,  w,  r,  ...  soient  liés  par  une 
équation  aux  dérivées  partielles 

^{x,y,  Uy  ui,  «2,  r,  r,,  r„  . . .)  =  0. 

On  aura,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variations 
qui  laissent  subsister  cette  équation, 


SI 


=  8  V  ©  dx  d/y  =z  8  V  (  cp  -h  X<}/)  dx  djj 


X  étant  une  fonction  arbitraire  de  forme  invariable. 

La  variation  de  cette  dernière  Intégrale  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

A  A'  8m  -H  B'  8^^  -f- . . .  -f-  D'  8^  -h  E'  8j)  ds 
-+-  Q  (M'  8w  -f-  N'  8r  -h . . . )  ^:r  dy. 
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Déterminons  Tauxiliaire  \  par  IMqualion  M'=  o.  L'inté- 
grale double  se  réduira  à 


V  ( .\ '  oc  -h . . .  )  û^J?  dy. 


Il  est  clair  d'ailleurs  que  ùv^  . . .  pourront  être  choisis  à 
volonté  sans  que  Téquation  ^  =  o  cesse  d'avoir  lieu.  Donc 
on  devra  avoir  N'=  o,  . . .. 

Reste  l'intégrale  simple,  qui  devra  s'annuler  tant  que 
l'équation  <{/  ^^  o  subsistera.  Or  les  variables  sont  encore 
liées  par  cette  équation  à  la  limite  du  champ.  Si  cette  équa- 
tion contient  les  dérivées  partielles  (/,,  Wj,  ç^^  Pj, ,  elle 

n'apprendra  rien  sur  les  variations  ôx,  oy^  Zz,  Sw,  de  sorte 
qu'on  devra  avoir 

A'mo,         ...,         E'=:o. 

Mais,  si  elle  ne  contient  que  x,  y^  «/,  i',  -  .  •,  il  suffira, 
d'après  le  cas  précédemment  examiné,  de  poser  sur  la  courbe 
limite 

Af \f    ^T  O/ \l   ^T 

—  A--)  Jd   —  A    -r—  >  •  •  •  > 

ÔJr  dy 


'V  étant  une  nouvelle  inconnue  auxiliaire. 

4^  Supposons  enfin  que  </,   r,   ...  et  les  limites  soient 
astreints   à  varier  de  telle   sorte   qu'une   intégrale  donnée 

K  =  V  <|(  dx  dy  conserve  une  valeur  constante  c.  On  verra. 

comme  au  n°  364,  qu'on  doit  avoir  identiquement 

oï  -h  X  SK  =  o, 

X  désignant  une  constante. 

On  aura  donc  à  former  les  équations  qui  annulent  la  va- 
riation de  l'intégrale  double 


I-+-XK=  ^('i-^'k^)dxdy, 


GàLCCL  DBS   VARIATIONS.  54  1 

auxquelles  on  joindra  la  condition  donnée  K  =  c,   qui  dé- 
terminera )w 

402.  Nous  allons  appliquer  les  considérations  qui  pré- 
cèdent à  la  solution  du  problème  suivant,  rencontré  par 
Gauss  dans  la  théorie  de  la  capillarité  : 

Déterminer  la  forme  d'équilibre  d^un  liquide  contenu 
dans  un  vase  de  forme  donnée. 

Soient 

V  le  volume  du  fluide  supposé  donné  ; 
or  l'aire  de  sa  surface  libre  ; 
S  celle  de  la  paroi  mouillée  ; 

II  la  hauteur  du  centre  de  gravité  du  liquide  au-dessus  du 
plan  horizontal  des  xy. 

On   obtiendra  la  surface  cherchée  en  rendant  minimum 

l'expression 

cT-i-a2H-^>VII, 

où  a  el  b  sont  des  constantes. 
Soient 

:;  l'ordonnée  de  la  surface  libre; 

/?^  qj  r,  Sy  t  ses  dérivées  partielles  première  et  seconde; 

Z,  P,  Q  l'ordonnée  de  la  paroi  et  ses  dérivées  partielles. 


On  aura 


V  HT  V  (  w  —  Tj)dx  dy, 
cT  -  :  V  y/i  H-/>*4-  ^*  dj:  dy. 
^^^  v/i  +  P*4-Q-  dx  dy, 
\ll  ^^'-^dxdy. 


Nous  aurons  donc   à  annuler  la  variation  de   l'intégrale 
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double 

avec  les  conditions  :    i®  que  Tintégrale  V  soit   constante; 
2^  qu'on  ait  aux  limites  du  champ  Téquation  de  condition 

5  r=  Z. 

Nous  aurons  à  former  la  variation 

8(I-+-XV)=  Aa  85 -h  Dox-+- ES/) ûTs -h  ^  M^ucLcdy, 


ou 


A  1^ P rosNX  4-  -p=^=cosNY, 

D  mcpcosNX,         E  =  <pcosNY, 

M  =  65  -h  X r-  ^    ^ 


—  ^^  4-  X  —  (  '  -t-  9*  )  ^'  —  a/^y^  -t-  (  '  -^  yp*  )  ^ 

LYquation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  libre  cher- 
chée sera  donc 

M  =10. 

Cette  équation  est  susceptible  d^une  interprétation  géomé- 
trique remarquable.  En  elTet,  le  dernier  terme  de  M  est  égal 

à  |j  -h  |r->  R  et  R,  désignant  les  deux  rayons  de  courbure 

principaux.  On  aura  donc 

Passons  à  la  considération  de  l'intégrale  simple.   On  a, 
le  long  de  la  courbe  limite,   2  =  Z,  ce   qui  réduit  ^  à  ses 
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deux  premiers  termes 

On  déduit  d'ailleurs  de  cette  équation  aux  limites  la  rela- 
tion suivante  : 

85  -h/?  a^?  +  <7  87  =  P  8j?  H-  Q  S/. 

Tirant  de  là  la  valeur  de  Zz  pour  la  substituer  dans  Tintégrale, 
puis  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  Zx  et  de  87,  il  viendra 

/7CosNX-h7CosNY  ,^        .  ^,^ 

- — ,  /      , (P-/?)  +  cpcosNX==o, 

(A)         /         s/i -^p'^q^ 

^  /?cosNX-i-7CosNY,^         ,  «,-. 

- — ,         /     , (Q  -  ^)  +  cp  cosNY  =  o. 

On  a  d'ailleurs  évidemment,  en  désignant  par  x^  y,  z  el 
a:  -h  dxj  y  -f-  dy^  z  -^  dz  deux  points  inGniment  voisins  de 
la  courbe  limite, 


el 
d'où 

et  enfin 


,.-_.  dv  «TV      dx 

COsNXrz: y- ^  COS  NY  =  -7- 

as  as 


dzzzzpdx  -h  qdyz=:  Fdx  -^  Qdy] 
(P^p)dx-^{Q-q)dy^o 

{P-^p)  cosNY  =  (Q  —  ^)  cosNX. 


La  première  des  équations  (4)  deviendra  donc,  en  élimi- 
nant cosNY  et  supprimant  le  facteur  cosNX, 


p(P^p)-^g(Q^g) 
\Ji-\-p^-\-q^ 

OU 


-t-  V'i  -h/^'-h  ^*  -h  a\Ji  -h  P*-H  Q'  =o 


^       ^^  -ha  —  o 


\/i4-/?*  +  ^V'  4-  P»  4-  Q* 

ou  enfin 

cosi -h  a  =:0, 


544  TROISikHB  PÀtTIB.   —   CHAPITIIB  IV. 

f  désignant  l'angle  des  plans  tangents  à  la  surface  libre  et  à  la 
paroi  du  vase.  Cet  angle  sera  donc  constant. 

La  seconde  équation  redonnera  ce  même  résultat  en  éli- 
minant cosNX  et  supprimant  le  facteur  cosNY. 

403.    Cherchons  encore  à  déterminer  les  surfaces  d'aire 
minima.  Il  faudra  annuler  la  variation  de  l'intégrale 

I  —  V  v^i  -hp*-h  7*  djc  dv. 

Posant  a  =  b  =^')sr=o  dans  les  calculs  précédents,  on  aura 

ol  —  / [a  ow  -+-  v/i-H/>*H-7'  (ces  NX  Ir  -+-  ces  NT  o>  )]  ds 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  cherchées  sera 

donc 

I         I 

ou 

R  -h  R,  z=o. 

Cette  équation  a  été  intégrée  au  n'*  279. 

Si  Ton  donne  le  contour  qui  limite  le  champ  et  la  valeur 
de  z  en  chacun  de  ses  points,  on  aura  à  la  limite  ox  ==  o, 
0)'=  o,  05  --  o,  et  rintégrale  simple  disparaîtra  d'elle-même. 
Mdis  les  valeurs  limites  des  trois  variables  donneront  une 
courbe  par  laquelle  doit  passer  la  surface  cherchée,  et  Ton  aura 
à  déterminer  par  cette  condition  les  fonctions  arbitraires  que 
l'intégration  a  introduites. 

Si  une  portion  de  la  courbe  limite  est  inconnue,  mais  assu- 
jettie à  se  trouver  sur  une  surface  donnée  5  =  Z,  on  aura, 
pour  l'angle  (  sous  lequel  la  surface  inconnue  vient  la  ren- 
contrer, l'équation 

ces  I  =  o, 

laquelle  montre  que  les  surfaces  se  coupent  à  angle  droit. 
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Supposons  enfin  qu'on  demande  la  surface  d'aire  minima 
qui  renferme  un  volume  donné  V.  On  aura  à  annuler  la  va- 
riation de  l'intégrale 

I-hXV, 

oc  qui  donnera  l'équation  aux  dérivées  partielks 

Les  fonctions  arbitraires  de  l'intégration  se  détermineront 
parl'équation  V=const.,  jointe  aux  conditions  aux  limites. 

404.  Le  calcul  des  variations  fournit  un  procédé  commode 
pour  la  transformation  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Pour  en  donner  un  exemple,  considérons,  avec  Jacobi,  l'in- 
tégrale triple 

CUerchons  la  variation  81  en  supposant  le  champ  d'inlégra- 
lion  invariable,  ainsi  que  les  valeurs  de  V  et  de  ses  dérivées 
du  premier  ordre  aux  limites  du  champ.  On  aura 

ol  =1  2  \    -V-  0  -^ h  -r-  0  3 H  -T-  ô  -j-  \dxdydz 

\j\dx    dx       dy    dy       dz    dy )        ^ 

ou,  en  intégrant  par  parties  les  trois  termes  respectivement 
par  rapport  à  x,  y^  z  et  remarquant  que  les  termes  intégrés 
s'annulent  aux  limites, 

l^a  condition  pour  que  ôl  soit  identiquement  nul  sera  donc 
Iburnie  par  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d»V       d^y       d^\ 
Remplaçons  les  coordonnées  rectangles  Xf  y^  z  par  un  sys- 

J.  —  Cours,  111.  35 
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lùine  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  t^  i/,  Çj  déli- 
nies  par  les  équations 

ou 

On  aura  (l.  I,  n"*3i6  et  suiv.) 


àV  fM»       dV  d*       dF  d* 
âr  (hr        dv  dj        d^   dz 

—  o, 

dl»  dM"       d*  dv       d*  dv 
d/-  dr    '    âr  ôy    '    d-s   d- 

• 

-  o, 

dv  dF       dv  dF       dV  dF 
d^  d.r       d>'    à  y        dz   dz 

—  o; 

/ôV  ^'      /<JF\«      /dF\» 

=  ^. 

i/^* 4-  c/j* 4-  (iz*  —  ---  -+-  — h    -  — 

Enfin  Téléraent  de  volume  rapporté  aux  nouvelles  coordon- 
nées sera 

d  c  dy  dz  ^^       _       -  :=  j  dldu  dv^ 

VA -^1^1 

.1  =  — étant  le  module  du  jacobien  de  ar,  ^,  z  par  rap- 

y  A  A|  A| 
port  à  tj  U,  i'. 

On  a  d^ailleurs 

dV        dV  dF       dV  d*       dV  (jv 


dj?        d/   dj"       Ou  ÔJC        dt'  dj? 


dV       dV  dF       dV  d*       dV  dv 


d^        d^  d'C       d^<  ds        dv  dz  ' 
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d^oii,  en  tenant  comple  des  relations  précédentes, 

L'inté{^rale  I,  rapportée  aux  nouvelles  variables  /,  w,  Vy  de- 
\iendra  donc 


s[-m^-''mMm 


dt  du  dv. 


Le  champ  de  cette  nouvelle  intégrale  sera  invariable  comme 

celui  de  l'intégrale  primitive,  ainsi  que  les  valeurs  de  V, 

ô\    d\    dV         ,.    .        ,      , 
T->    %- >    a"  aux  limites  du  champ. 
dt     ou     âv  ^ 

Exprimons  que  ol  s'annule  dans  ces  conditions.  On  aura 
ol  r=  2  V  (  AJ  -r-  0 -r h . . .  -h  Aj  J  -r-  0  -—  \dtdudv 

kj\      ut     dt  dp     av  J 

ou,  en  intégrant  par  parties  les  divers  termes  de  cette  expres- 
sion et  remarquant  que  les  termes  intégrés  s'annulent  aux 
limites, 


SIzz:  — 2 


V  (   ,.-  Aj  - — h . . .  -h  V-  ^î  J  T-  1  û  V  dt  du  dv. 
\J\dt       dt  dv    *     ô\^  J 


La  condition  pour  que  SI  s'annule  identiijuemenl  sera  donc 

d  ^^d\        à  ^  ^dV        d  ^   ,d\ 
dt       dt        du        du       dv         d\> 

Cette  nouvelle   équation  est  donc  équivalente  à  l'équa- 
tion (5),  dont  elle  sera  la  transformée. 


NOTE 

SUn  gUBLQUES  POINTS  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 


1.  Nombres  irrationnels.  —  On  considère  en  Analyse  deux  sortes 

de  quantités  : 

Les  unes,  formées  d^unités  indivisibles,  sont  exprimées  par  des 
nombres  entiers. 

Les  autres  peuvent,  au  contraire,  être  divisées  en  un  nombre  quel- 
conque de  parties  égales;  pour  les  exprimer  par  des  nombres,  on  les 
compare  à  l'une  d'entre  elles,  choisie  à  volonté  pour  unité.  En  divi- 
sant cette  unité  en  parties  égales  et  ajoutant  un  nombre  quelconque 
(le  ces  parties,  on  arrive  à  la  notion  des  nombres  rationnels. 

Soient  ai,  . . . ,  a^,  . . .  et  61,  . . . ,  bn^  .  • .  deux  suites  illimitées  de 
nombres  rationnels,  tels  que  l'on  ait 

.  (   ^«  >  ^m,  an  ^  b,n,      SI  71  >  m, 

(  bn  —  an>o<  e«. 

Sa  devenant  moindre  que  toute  quantité  donnée  lorsque  n  augmente 
indéfiniment. 

Les  nombres  rationnels  (seuls  défmis  jusqu'à  présent)  pourront  se 
répartir  en  trois  classes  : 

I*  Les  nombres  A,  qui  sont  <  a^  lorsque  n  est  assez  grand  ; 

a*  Les  nombres  B,  qui  sont  >  bn  lorsque  n  est  assez  grand; 

3°  Les  nombres  qui  sont  >  a„,  mais  <  b^t  quel  que  soit  n. 

Cette  dernière  classe  ne  peut  renfermer  plus  d'un  nombre;  car,  si 
elle  en  contenait  deux,  C  et  D,  on  aurait,  pour  toute  valeur  de  n, 

bn-an>D  —  C. 

Donc  bn.  —  ctn  ne  pourrait  devenir  moindre  que  toute  quantité 
donnée,  ainsi  que  nous  l'avons  admis. 

Il  peut  arriver  qu'il  existe,  en  effet,  un  nombre  rationnel  C  con- 
stamment compris  entre  an  et  bn  :  ce  nombre  sera  plus  grand  que 
tous  les  nombres  A  et  plus  petit  que  les  nombres  B  ;  mais  il  peut 
aussi  se  faire  qu'il  n'en  existe  aucun.  On  sait  que  ce  cas  se  présen- 
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lora,  par  exemple,  si  l'on  prend  pour  a,,  61,  «•,  b*^  —  Ir<  rôHuihs 
Mirccssivcs  d*une  fraction  continue  illimitée. 

On  peut  faire  disparaître  cette  dilTcrcnee  par  une  définition  nou- 
velle,  en  disant  qu'il  existe  dans  ce  cas  un  nombre  irrationnel  <i. 
plu^  grand  que  tous  les  nombres  A  et  moindre  que  les  nombres  B. 

Tout  nombre  C,  rationnel  ou  irrationnel,  est  ainsi  défîni  sans  ain- 
bif^nïté  par  la  connaissance  des  nombres  rationnels  qui  sont  plus  pe- 
tits que  lui  et  de  ceux  qui  sont,  au  contraire,  plus  f^rands  que  lui. 

Il  est  clair  que,  si  G  ~  o,  les  nombres  a„  seront  négatifs  et  \e^  h. 
positifs;  mais  les  uns  et  les  autres  décroîtront  au-dessous  de  toute 
limite  quand  n  croîtra  sufn«iamment. 

Si  G  est  positif,  c'esl-à-dire  >>  o,  les  b„  seront  positifs,  et  lesa^It! 
(leviendront  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /t.  Donc,  en  suppri- 
mant au  besoin  les  premiers  termes  de  chaque  série,  on  aura,  pour 
déterminer  G,  un  couple  de  séries  à  termes  tous  positifs. 

Si  G  est  négatif,  c'est-à-dire  •  t  o,  on  aura  de  même  pour  le  déter- 
miner un  couple  de  séries  à  termes  tous  négatifs. 

2.  Soient  G,  G'  deux  nombres  déterminés  respectivement  par  \e< 
roupies  de  séries 

t*l ,        ...  I      f*-/tf       •..«      "il        ...»      '*nt       •       • 

et 

f*i,      ...,     *'/tt      ■•    '        I*      '  /i*      ..•• 

formons  les  nouveaux  couph's  de  séries 

rii  -'  -  «'i ,      .  .  - ,     rt/i  -I-  o'„^     ...  :     />!       b\ ,      ...     b,,-^  b'„, 

Cl\  ~~  «'  1  »       •     •  »      ^n  ~~  ^/j  f       •  •  •  î      «^1  —  ^'  I  ï       .  •  •  »      On  —  €X|, ,       .... 

Ils  jouiront  évidemment  des  mêmes  caractères  que  les  couples  pri- 
mitifs et  définiront  doux  nouveaux  nombres,  respectivement  é^au\ 
;'i  G-h  f^'  et  G  —  G'  si  G  cl  G'  sont  rationnels.  Nous  étendrons  ceiii- 
propriété  par  voie  de  définition  au  cas  où  ces  nombres  sont  îrrj- 
lionnels. 

De  même,  si  G,  G'  sont  différents  de  zéro,  auquel  cas  les  termes  d* 
chaque  couple  de  suites  peuvent  être  supposés  de  même  signe,  nou^ 
pouvons  considérer,  si  G  et  G'  sont  de  même  signe,  les  deux  nouveaux 
couples  de  suites  suivants 

«1  fi„  bx  bx 

by  0„  a,  a« 
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Cl,  si  G,  G'  sont  de  signes  contraires,  les  suivants 


«1 

an 

b, 

bn 

«',' 

.  . ., 

<' 

•••; 

à\' 

.  .  . , 

K' 

Ils  définiront  deux  nouveaux  nombres,  respectivement  égaux  à  GG' 

Q 

«a  à  T^  si  G  et  G'  sont  rationnels,  propriété  que  nous  étendrons  par 
\j 

voie  de  définition  aux  nombres  irrationnels. 

On  dira  que  G  est  égal  à  G',  plus  grand  que  G' ou  plus  petit  que  G', 
suivant  que  G  —  G'  sera  nul,  >  o  ou  <  o. 

On  vérifiera  aisément  qu'on  peut  ajouter,  retrancher,  multiplier  ou 
diviser  l'une  par  l'autre  deux  égalités,  lors  même  que  les  deux  mem- 
bres sont  irrationnels;  ajouter  des  inégalités,  ou  les  retrancher  en 
croix;  les  multiplier,  ou  les  diviser  en  croix,  lorsque  leurs  deux  mem- 
bres sont  positifs,  qu'on  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  d'un 
produit,  etc. 

Enfin,  soient  ai,  ...,  a/t,  ...  et  ^i,  ...,  bny  ...  deux  suites  de 
nombres  rationnels  ou  non,  satisfaisant  aux  relations  (i).  Il  existera 
toujours,  dans  la  série  des  nombres  que  nous  avons  définis,  un  nombre 
^'  >««  et  <  b„f  quel  que  soit  n.  En  effet,  on  peut  toujours  déter- 
miner un  nombre  rationnel  a'^  compris  entre  a»  et  a^-i-iy  et  un  nombre 
rationnel  b'^  compris  entre  bn  et  6/14-1.  Les  deux  suites  a\f  ..., 
n'„,  . . .;  b\,  ....  6/1,  . . .,  qui  satisfont  évidemment  nux  relations  (1), 
«léfiniront  un  nombre  G,  constamment  >  a';,  et  <Cb'f^,  et,  par  suite, 
>  a„  et    .:  bn. 

3.  Limites.  —  Soit  x  une  quantité  variable,  à  laquelle  on  donne 

successivement  une  suite  illimitée  de  valeurs  Xi,  . . .,  x„f On  dit 

que  la  variable  x  tend  ou  converge  vers  la  limite  c  si,  pour  toute 

valeur  de  la  quantité  positive  e,  on  peut  assigner  une  autre  quantité  v, 

telle  que  l'on  ait 

mod{xn — c  )  <  e 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  v. 

La  variable  x  ne  peut  tendre  à  la  fois  vers  deux  limites  différentes 

c'—c 
c  et  c;  car,  si  l'on  prend  e  moindre  que  ?    l'une  au  moins  des 

Ml 

deux  différences  x„ — c,   Xn  —  c'  aura  son  module    >e,   quel  que 
soit  n. 

Si  X  reste  constamment  moindre  qu* un' nombre  fixe  /,  sa  li- 
mite c  ne  pourra  surpasser  l;   car,  si  l'on  avait  c'^l,   Xn  étant 
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constamment  <  /,  on  aurait,  quel  que  fût  n, 

mod(jr^ —  c)  >  / —  c, 

Ce  module  ne  pourrait  donc  devenir  <  e,  dès  que  t  serait  <;  /  —  c. 
Si  X  tend  vers  une  limite  c  différente  de  zéro,  —  tendra  vers  la 

limite  -• 
c 

Posons,  en  eiïet,  ^«  =  c  +  (a;  on  aura 

I  1  \n 


Xn         c  Ci^c^ln) 

Soit  $  une  quantité  positive  quelconque  moindre  que  le  module  <» 
de  c.  On  pourra,  par  hypothèse,  déterminer  une  quantité  vg,  telle 
que,  pour  toute  valeur  de  n  plus  grande  que  vg,  on  ait 

moà^Xn  —  c)  =  mod^;,  <  8 
et,  par  suite, 

mod  ( )  <  -: — ; ^-  • 

Or,  quelle  que  soit  la  quantité  e,  on  pourra  disposer  de  rindctermi- 
née  0,  de  telle  sorte  qu'on  ait 


8 


CvC  — 0} 


£. 


Il  suffira,  en  eiïet,  de  prendre  pour  8  une  quantité  moindre  que 
On  aura,  par  suite, 


Ce 

mod  (  — )  <  s 

\Xn        cl 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  vg,  ce  qui  démontre  notre 
proposition. 

Si  X  tend  vers  la  limite  zéro,  on  pourra,  quel  que  soit  8,  déter- 
miner une  quantité  correspondante  v$,  telle  que,  pour  toute  valeur  de 
n  supérieure  à  vg,  on  ait 

mod:?/!  <  8; 
doù 

modJ.>^l 


ou,  en  posant  o  =  -  > 


mod —  >  t. 

Xn 
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On  dira,  clans  ce  cas,  que  —  tend  vers  x.  Si,  de  plus,  les  quantités 
—  j  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  sont  toutes  positives,  on  dira 
que  —  tend  vers  H-oo;  si  elles  sont  toutes  négatives,  que-  tend  vers 

00. 

4.  Théorème.  —  La  variable  x  tendra  vers  une  limite  finie,  si 
les  différences 

sont  toutes  inférieures  en  valeur  absolue  à  une  quantité  va- 
riable e«  ayant  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Soient,  en  eiïet,  a^  la  plus  grande  des  quantités  Xi — ei,  ..., 
Xn  —  ^n\  bn  la  plus  petite  des  quantités  ari-+-  Ej,  . . .,  ^/i-f-  e»;  on  aura 
évidemment 

^n^^mi        bn~^b,„^     si /i  >  m. 

D*autre  part,  de  l'inégalité 

Xp  —  Xn  <  t„  >  —  £„,     si  /?  >  n, 

on  déduit 

«n  <  J"/»  <  b,t 

et  enfin 

bn—  On  ;;  {x,,  -+-  £/! )  —  (  J^/i  —  £/> )  |  2e«. 
La  double  suite 

0»|  ,  •    •    •  >  Orfl^  *    *    •  1  ^l  J  •    •    •  *  "/ly  •    •    • 

déHnira  donc  un  nombre  rationnel  ou  non  C,  et  Ton  aura 

mod (Xp—  C)   C^bn—  (i.t  <  o. &„ , 

quantité  qu'on  peut  rendre  <  s,  en  prenant  n  assez  grand. 

Nous  nous  sommes  appuyé  sur  cette  proposition  en  plusieurs  en- 
droits de  cet  Ouvrage  (t.  I,  n"*  109,  261 ,  :i23;  t.  II,  n»54,  etc.),  en  la 
considérant  comme  suffisamment  évidente  par  elle-même  ;  mais  on 
voit  qu'elle  peut  se  ramener  aux  autres  axiomes. 

5.  Corollaire.  —  Si  la  variable  x  va  toujours  en  croissant^  elle 
tendra  vers  une  limite  finie  ou  vers  -+-  ao. 

En  eiïet,  si  elle  ne  tend  pas  vers  une  limite  finie,  on  pourra,  d'après 
ce  qui  précède,  trouver  une  quantité  positive  $,  telle  que,  pour  toute 
-valeur  de  /i,  quelque  grande  qu'on  la  suppose,  l'une  au  moins  des 
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clifféroncps  successives  -Tn  ^-t  —  -^/f  •••î  ^p — ^n»  •••  ail  son  module 
>  0,  et,  par  suite,  soil  >  o,  car  elle  est  positive  par  hypothèse.  On 
pi>urra  donc  déterminer  un<'  "^rrîe  illimitée  d'entiers  ni,  /if,  .... 
n^.  . . . ,  tels  que  Ton  ait 


T„^  >  -r«j_,  -7-  0  >  J-,  -^-  /r8. 

Soit  maintenant  s  une  quantité  positive  quelconque;  si  l'on  déter- 
mine A'  par  rinégalité 

on  aura 


ri.  a  fortiori. 


nu 


'^"k 

> 

1 

E 

.r«  : 

» 

I 
£ 

I 

^/< 

'-^ 

e 

p(»ur  toute  valeur  de  n  supérieure  à  n^-. 

Donc  -   tendra  vers  zéro  et  x  tendra  vers  ».  D'ailleurs  x»  est  po- 

X  '^ 

siiif  dés  que  n  atteint  la  valeur  m-.  Donc  x  tend  vers  -h  x>. 

On  verra  de  même  que,  si  x  va  toujours  en  décroissanti  il  tendra 
vers  une  limite  finie  ou  vers  —  x. 

6.  Passage  à  la  limite.  —  L'Arithmétique  et  l'Algèbre  comportent 
(|uatre  opérations  fondamentales  :  addition,  soustraction,  multiplica- 
tion et  division.  On  peut  en  concevoir  une  cinquième,  consistant  » 
remplacer  une  quantité  variable  par  sa  limite.  C'est  rintroduction 
de  cette  nouvelle  opération  qui  constitue  l'essence  de  la  méthode  in- 
finitéi^imale.  Cette  opération  se  présente  d'ailleurs  sous  des  formes 
variées,  dont  les  trois  principales  sont  :  la  sommation  des  séries,  la 
dérivation  et  l'intégration. 

Lorsqu'une  quantité  dépend  à  la  fois  de  plusieurs  quantités  varia- 
bles Xf  j'f  . . . ,  on  a  souvent  à  se  demander  si  elle  tend  vers  une  limite, 
et  quelle  est  cette  limite,  lorsque  ces  diverses  variables  tendent  simul- 
tanément vers  leurs  limites  respectives. 

Soient  x^  y  deux  quantités  variables  tendant  respectivement 
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vers  les  limites  finies  c  et  d\  h  s  quantités  x  -H  j%  xy  tendront  res- 
pectivement vers  les  limites  c  -h  r/,  cd* 

Soient,  en  effet,  a^i,  . . . ,  x,i.  ...  et  >'i,  ....  v,„  ...  les  valeurs  siic- 

ressives  attribuées  à  j?  et  V. 

Posons 

Xn    -  c  -4-  ;„,  Vn  ^  d -\-  Tl;,. 

On  pourra,  par  définition,  quelle  que  soit  la  quantité  positive  8,  dr- 
t«'rminer  deux  quantités  vi  et  vj,  telles  que  l'on  ait 

mod;«  <;  0,     si  n  >  vi  ; 

modrj/i    ^  0,     si  n  >  vj 
('t,  par  suite, 

mod^rt  <  0,         niod'r),,  <  o,     si  a  >  v, 

V  désignant  la  plus  grande  des  deu\  quantités  vj  et  vj. 
Cela  posé,  on  a 

a^/O'/»  —  cd  —  cr^n-^-  ^Ur-  tj^^,,. 

Donc,  en  désignant  par  C,  I)  les  modules  de  c  et  d,  on  aura,  pour 
toute  valeur  de  n  supérieure  à  v, 

mod  [(y;,4  - .  -  j>-,i  )  —  (  c    h  r/  )]  <  a 8, 
Ti'iOi\{xnyri  —  cd)    '\  (  G  -;-  D  )o  -H  8*. 

Les  seconds  membres  de  cc^  inégalités  seront  <  s  si  nous  détermi- 
nons l'arbitraire  8  de  manière  à  satisfaire  au\  inégalités 


e  ^    ^  s 


8^.  A 


8<-»        8   :    -r--r^.        8  -4/ 

Notre  proposition  est  donc  démontrée. 

Supposons  maintenant  (|ue,  y  continuant  de  tendre  vers  une  limite 
finie  û?,  x  tende  vers  ».  On  pourra,  quelles  que  soient  les  quantités 
positives  8  et  8',  trouver  un  nombre  v,  tel  que  l'on  ait 

modar,t  >  8',  mod^/i   '^  D  -+■  8,     si  /i  r  •  v 

et,  par  suite,  en  supposant  8'  ;>  D  -h  8    .-  î, 

mod(j'„-f-  v„;  >  8' —  D  —  8  >  s. 

l>onc  X -\- y  tendra  vers  ac.  D'ailleurs  Xn-^y».  aura  le  signe  de  a?/, 
dès  que  n  est  ^v.  Donc,  si  x  tend  vers  -t- »  ou  — oo,  il  en  sera  de 
même  de  x  -\-  y. 

Considérons  maintenant  le  produit  xy^  Si  d  n'est  pas  nul,  on  aura, 
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i  et  8'  <^tant  deux  quantités  positives  arbitraires  dont  la  seconde  soit 
<  D,  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  a  un  certain  nombre  v, 

mod  jTi,  >  5,  moâyn  >  t)  —  5', 

modar«^«>5(D-8'), 

quantité  qui  sera   >  e,  si  Ton  pose  0  >  j- ^,-    Donc  jr>'  tendra 

vers  X.  D'ailleurs,  pour  toute  valeur  de  n  qui  surpasse  v,  y^  aura  le 
signe  de  d.  Donc  âTn.rii  aura  le  signe  de  dxn'j  si  donc  x  tend  vers 
-H  X  ou  vers  —  x,  xy  tendra  également  vers  -+-  «  ou  vers  —  x  si 
d  >  o,  vers  —  x  ou  -H  x  si  rf  <  o. 

Supposons,  au  contraire,  que  d  soit  nul.  Lorsque  n  croîtra  sufli- 
samment,  le  module  de  X/^  dépassera  toute  limite,  mais  celui  de  Vj, 
se  rapprochera  en  même  temps  de  zéro;  il  sera  évidemment  impos- 
sible de  rien  affirmer  sur  la  suite  des  valeurs  que  prendra  le  produit 
^nyn  lorsque  n  augmente,  tant  qu'on  n'aura  rien  spécifié  sur  la  rdpi- 
dite  relative  de  l'accroissement  de  x  au  décroissement  de^'. 

De  même,  si  jr  et  ^  tendent  simultanément  vers  x  sans  être  assu- 
jettis à  conserver  constamment  le  même  signe,  on  ne  pourra  rien 
affirmer  a  priori  sur  la  manière  dont  varie  la  somme  x  ~^'y\ 

7.  Fonctions.  —  Soit  x  une  variable  indépendante,  à  laquelle  ou 
pourra  assigner,  soit  toute  la  suite  des  valeurs  possibles,  soit  un  cer- 
tain système  de  valeurs  (par  exemple  toutes  celles  qui  sont  conte- 
nues dans  l'intervalle  de  j^q  à  X  ou  toutes  les  valeurs  rationnelles, etc.). 

Soit  u  une  seconde  variable,  liée  à  a:  de  telle  sorte  qu'à  chaque 
valeur  du  système  parcouru  par  x  corresponde  une  valeur  unique, 
finie  et  déterminée  de  u.  On  dira  que  u  est  nne  fonction  de  jr(pour 
le  système  de  valeurs  que  l'on  considère). 

On  dira  de  même  que  u  est  une  fonction  des  deux  variables  indé- 
pendantes X,  y  %\  à  chaque  couple  de  valeurs  de  x,  ^  correspond  une 
valeur  unique,  finie  et  déterminée  de  u. 

Cette  nouvelle  définition  des  fonctions  est  plus  nette  et,  à  certains 
égards,  plus  générale  que  celle  que  nous  avons  donnée  (t.  I,  n*  1). 

Nous  avons,  à  la  vérité,  considéré  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage 
des  fonctions  qui  ont  plusieurs  valeurs  pour  chaque  valeur  de  la  va- 
riable, ou  qui  deviennent  infinies  ou  indéterminées  pour  certaines 
valeurs  de  x.  Mais  on  doit  remarquer  : 

1*  Que,  pour  utiliser  la  notion  des  fonctions  à  valeurs  multiples, 
nous  avons  dû  associer  constamment  ensen»ble  les  valeurs  successives 
de  y  qui  correspondent  aux  valeurs  successives  de  x^  suivant  une  loi 
déterminée,  de  manière  à  décomposer  la  fonction  en  diverses  bran- 
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ches,  dont  chacune,  prise  séparément,  rentre  dans  notre  nouvelle 
définition  ; 

2**  Que,  dire  qu'une  fonction  y  devient  infinie  pour  3?  =  a,  c'est 
employer  une  locution  abrégée,  dont  le  sens  e\act  est  le  suivant  : 
si  Ton  donne  à  â7une  suite  quelconque  de  valeurs  se  rapprochant  in- 
définiment de  a,  les  valeurs  correspondantes  de  y  croîtront  au  delà 
de  toute  limite;  quant  à  la  valeur  a  elle-même,  on  doit  l'exclure  du 
système  des  valeurs  donné  à  la  variable  indépendante  ; 

3*  Qu'une  fonction  y,  qui  devient  indéterminée  pour  a;  =  a,  ren- 
trera de  même  dans  notre  définition  actuelle ,  si  l'on  exclut  a  du 
svstème  des  valeurs  attribuées  à  x. 

Les  valeurs  d'une  fonction  y,  correspondantes  aux  diverses  valeurs 
assignées  à  x,  peuvent  être  choisies  d'une  façon  arbitraire  et  indé- 
pendamment les  unes  des  autres.  Par  suite  de  cette  excessive  gé- 
néralité, il  est  évidemment  impossible  d'établir  aucune  propriété 
générale  s'étendant  à  toutes  les  fonctions  sans  exception  ;  des  hypo- 
thèses restrictives  seront,  en  effet,  nécessaires  pour  servir  de  base  à 
un  raisonnement  quelconque. 

8.  Fonctions  limitées.  —  Nous  dirons  qu'une  fonction  est  limitée 
supérieurement  (ou  inférieure  ment)  dans  l'intervalle  de  a?  =  a  à 
a:  =  b,  si  les  valeurs  qu'elle  prend  pour  les  diverses  valeurs  de  x 
comprises  dans  cet  intervalle  ne  sont  pas  supérieures  à  une  quantité 
fixe  L  (ne  sont  pas  inférieures  à  une  quantité  fixe  /). 

La  fonction^  ==  x^j  par  exemple,  sera  limitée  tant  supérieurement 
qu'inférieurement  dans  tout  intervalle  fixe  ab;  car  les  valeurs  qu'elle 
prend  dans  cet  intervalle  ne  peuvent  s'abaisser  au-dessous  de  zéro, 
ni  surpasser  la  plus  grande  des  deux  quantités  a',  6*. 

Considérons,  au  contraire,   une  fonction  y,  définie  de  la  manière 

suivante  : 

y  =  Oj     si  X  est  irrationnel, 

y  =  {^ï)Pq,     sia?=^, 

^  étant  une  fraction  irréductible. 

Cette  fonction  sera  illimitée  dans  tout  intervalle  ab.  Soient,  en 
effet,  L  un  nombre  quelconque  supérieur  à  3  ;  ^  un  nombre  premier 

h  —  /T 

>•  L,  et  >  — - — •  Dans  la  série  des  fractions  qui  ont  q  pour  dénomi- 
4 

nateur,  il  en  existera  quatre  au  moins  qui  sont  consécutives  et  com- 
prises dans  l'intervalle  ab.  Sur  les  quatre,  trois  au  moins  seront  irré- 
ductibles, et,  sur  les  trois,  il  y  en  aura  au  moins  une  de  numérateur 
pair  et  une  de  numérateur  impair.  Les  valeurs  correspondantes  de  y 
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seront  q  ei  ~-  7,  quantités  respectivement  plus  grande  que  L  et  plu^ 
petite  que  —  L. 

9.  La  distinction  des  fonctions  en  limitées  et  illimitées  est  intime- 
ment liée  à  celle  de  la  convergence  uniforme  ou  non  uniforme. 

Soit»  eneffet,/(jr)  une  fonction  illimitée  dans  l'intervaile  de x  =11 
à  X  =  6.  Posons 

l'our  toute  valeur  donnée  de  x  comprise  dans  cet  intervalle,  /  x  1 
a  une  valeur  finie  et  déterminée;  ç(x, /i)  tendra  donc  vers  zén» 
lorsque  n  croit  indéfiniment,  quelle  que  soit  la  valeur  assignée  à  t. 

Mais  celte  convergence  d:»  la  fonction  ©(x,  n)  vers  sa  limite  ne 
sera  pas  uniforme,  en  ce  sens  qu'on  ne  pourra  assigner  à  n  aucune 
valeur  fixe,  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  considérées,  la 
diiïérencc  entre  la  fonction  o  et  su  limite  ait  un  module  moindrr 
qu'une  quantité  donnée  s.  U  faut,  eu  eOet,  pour  cela,  qu'on  ait 

mod  • ;  e,         d'où         mod  /(x)  <  /ie: 

mais, /(a-)  étant  illimitée,  on  pourra,  quels  que  soient /i  et  s,  assigner 
ù  X  une  valeur  telle  que  cette  inégalité  n'ait  pas  lieu. 
(!!onsidérons  maintenant  la  série  infmie 

S  :-  ^^{Xy  I)  -h  \^{x,  2)  —  »( J-,  1)1  --. . .-  -|»(jr,  n)  —  ç(a-,  /i  — i)]-t-.  . . 

ou  le  produit  infini 

„  ,        .  oCr,  'i")  o(t,  n) 


&(x,  I)  cp(x, /^  — i> 

La  somme  S^  <les  n  premiers  termes  de  S  et  le  produit  11^  de? 
n  premiers  facteurs  de  M  seront  é\idemment  égaux  à  o(x,  n).  Donc 
série  et  produit  convergent  vers  zéro,  quel  que  soit  x;  mai^leur  con- 
vergence ne  sera  pas  uniforme. 

10.  TiiÊOKÈUE.  —  Si  une  fonction  y  est  limitée  supérieurement 
{  inférieure  ment),  on  pourra  déterminer  un  nombre  M,  tel  que  y 
ne  puisse  prendre  aucune  valeur  supérieure  {inférieure)  à.  M, 
mais  que  l'une  au  moins  de  ses  valeurs  soit  supérieure  à  M  — £ 
(  inférieure  à  M  -4-  e  ),  s  étant  une  quantité  d^une  petitesse  arbi- 
traire. 

Soient,  en  effet,  L  une  limite  supérieure  des  valeurs  de  ^;  r^  Tune 
de  ces  valeurs.  Divisons  l'intervalle  de  r^  à  L  en  2"  parties  égales, 
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nous  obtiendrons  une  suite  de  nombres 


.  . ,     r^-h  m —  ,      .  .  • ,      L, 


'À 


n 


dont  chacun   diffère  du  suivant   de   la   quantité  constante -^• 

Tarmi  ces  nombres,   soit  a,,  le  dernier  do  ceux  que  ^  atteint  ou 
dépasse  dans  sa  variation;  bn  le  suivant,  que  j"  n'atteint  plus. 

Si  nous  changeons  n  en  /i  -f- 1,  on  aura  une  nouvelle  suite  de  nom- 
bres comprenant  les  précédents;  soient  ««+1  le  dernier  de  ces  nou- 
veaux nombres  atteint  ou  dépassé  par  y;  ô/n-i  le  suivant.  On  aura 
évidemment 


an  —  ««  = 


-2 


n 


Si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment,  bn  —  a»  reste  positif,  mais  décroît 
indéfiniment.  Les  deux  suites 

définiront  donc  un  nombre  M. 

Cela  posé,  y  étant  constamment  inférieur  aux  nombres  b  qui  se 
rapprochent  indéfiniment  de  M  ne  pourra  surpasser  ce  nombre; 
mais,  d'autre  part,  il  existe,  quel  que  soit  /i,  une  valeur  de  x,  pour 
laquelle  on  a 


J5a«r;;M  —  (M  —  a„)>  M  —  (^/i  — ««)>  M  — 


'2« 


I  y. 

Or  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  — soit  <  s. 

Ce  nombre  M  peut  s'appeler  le  maximum  de  y. 

La  fonction^  peut,  suivant  les  circonstances,  atteindre  effective- 
ment ce  maximum  ou  s'en  rapprocher  indéfiniment,  sans  jamais  l'at- 
teindre. 

Ainsi  la  fonction  définie  dans  l'intervalle  de  o  à  i  par  les  relations 

y  =  x    (a7Fo<i),        y  =  o     {x^\) 

a  pour  maximum  i,  sans  toutefois  être  jamais  égale  à  i. 

On  démontrerait  de  la  même  manière,  pour  toute  fonction  limitée 
inférieurement,  l'existence  d'un  minimum  m,  tel  que  la  fonction  ne 
puisse  prendre  aucune  valeur  inférieure  à  m,  mais  prenne  des  valeurs 
inférieures  à  /n  -i-e,  quel  que  soit  s.  Quant  à  la  valeur  m  elle-même, 
clic  pourra  être  atteinte  ou  non,  suivant  les  cas. 
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Oo  voit  aisément  : 

I*  Que,  si  une  fonction  y  est  limitée  tant  supérieurement  qu'infé- 
rieurement  dans  un  intervalle  ab^  son  maximum  M  sera  au  moins  égal 
à  son  minimum  m; 

a*  Que,  si  a' 6'  est  un  intervalle  quelconque  contenu  dans  ah,  M 

et  m'  le  maximum  et  le  minimum  relatifs  à  ce  nouvel  intervalle,  on 

aura 

M'^M,        m'  ^m, 

11.  TiiÉORBMB  DE  M.  Darboux.  —  Solt  y  une  fonction  de  x,  li- 
mitée supérieurement  et  inférieurement  pour  les  valeurs  de  t 
comprises  dans  un  intervalle  donné  o^oX.  Décomposons  cet  inter- 
valle par  des  points  de  division  intermédiaires  x^,  x^,  ...en  in- 
tervalles partiels  Iq,  ....  I^  =  j:jt-»-i  —  ^kt  -•••  Multiplions  chacun 
de  ces  intervalles  Ijt  par  le  maximum  Mjt  de  la  fonction  y  dans 
cet  intervalle  et  formons  la  somme 

Si  Von  fait  croître  progressivement  le  nombre  des  intervalles,  df 
manière  que  leur  amplitude  décroisse  indéfiniment,  S  tendra  ve/s 
une  limite  fixe  et  indépendante  du  mode  de  décomposition 
adopté. 

Soient,  en  effet,  M  et  /n  le  maximum  et  le  minimum  de  y  dans 
Fintervalle  total  xqX.  Chacun  des  facteurs  Ma  qui  figurent  dans  l'ex- 
pression de  S  étant  au  moins  égal  à  m,  ou  aura,  quel  que  soit  le  mode 
de  décomposition  adopté, 

S  ^  m'LXk'^  m{\  —  j?q). 

Les  sommes  S,  étant  ainsi  limitées  inférieurement,  admettront  un 

minimum  L,  et  Ton  pourra,  quel  que  soit  la  constante  e,  trouver  um* 

eomme  , 

S  =  2  MjtU, 

dont  la  valeur  soit  ^  L,  mais  <  L  +  &. 

Soit  {X  4-  1  le  nombre  des  intervalles  de  cette  somme. 
Considérons  une  autre  somme  analogue 

et  comparons-la  à  la  précédente. 

Soient  I';.,  Ir-t-n  ••  •  ceux  des  intervalles  V  qui  sont  contenus  dan» 
rintervalle  U;  les  multiplicateurs  correspondants  M';.,  MV^-i*  ...,  re- 
présentant chacun  le  maximum  de  y  dans  une  portion  de  Tioter- 
valle  Iki  seront  au  plus  égaux  à  M^,  maximum  de  la  même  fonction 
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•(huis  rintervallc  total.    On  aura  donc 

liaisonnant  ainsi  pour  chacun  des  intervalles  lyt»  on  aura  évideni- 
ineiit 

lu  nouvelle  sommation  étant  bornée  à  ceux  des  intervalles!'  qui  s'é- 
tendent sur  plusieurs  des  intervalles  I. 

Chacun  de  ces  intervalles  1/ devant  contenir  dans  son  intérieur  Tun 
'au  moins  des  points  de  division  intermédiaires  ^i,  ...,  :r^  qui  sépa_ 
4'cnt  les  intcrvalUs  I;t  les  uns  des  autres,  leur  nombre  sera  auplu^ 
<\i(ul  à  ;jl;  on  aura  d'ailleurs,  pour  chacun  d'eux, 

a'  désignant  l'amplitude  du  plus  grand  des  intervalles  1'. 
On  aura  donc 

S'^S  -+-  iiMX'-^LH-e-f-  |xMX'. 

On  a  d'ailleurs,  d'autre  part, 

S'>L. 

Cola  posé,  faisons  varier  la  décomposition  en  intervalles  qui  fournit 
la  somme  S',  de  telle  sorte  que  l'amplitude  maximum  X'  de  ces  in- 
tervalles décroisse  indéfiniment.  On  pourra,  en  même  temps  que  X' 
«I(M!roît,  faire  décroître  6,  assez  lentement  toutefois  pour  que  |jlM  X' 
iciiile  vers  zéro;  e-i-|xMX'  tendra  alors  vers  zéro;  donc  S'  tendra 
>«*rs  L. 

li.  On  démontrerait  exactement  de  la  même  manière  que  la  somme 

s=  S/waIa, 

<»ii  m^.  désiijne  le  minimum  de  y  dans  l'intervalle  Jx-,  tend  vers  uno 
limite  fixe  /  lorsque  l'amplitude  des  intervalles  I^-  décroit  indélini- 
inent. 

13.  Fonctions  intégrables.  —  Si  /  =  L,  la  somme 

t*ù  y/i  est  une  quantité  choisie  à  volonté  entre  M^  et  m^y  tendra  en- 
core vers  L,  car  elle  est  constamment  comprise  entre  les  deux 
sommes  S  et  s,  qui  ont  L  pour  limite  commune. 

J.  —  Cours,  iil.  3G 
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Lorsque  cette  circonstance  se  présente,  on  dit  que  la  fonction  ve*l 
intégrable;  l'expression 

se  nomme  l'intégrale  définie  de  cette  fonction  prise  dans  rinter\alle 
de  Xq  à  X,  et  se  représente  par  la  notation 

L  —  /      V  cLr. 


>•• 


La  notion  d'intégrale  définie,  que  nous  n'avions  établie  que  pour 
les  fonctions  continues,  se  trouve  ainsi  étendue,  avec  les  consé- 
quences qui  en  résultent,  à  une  classe  de  fonctions  beaucoup  pluf 
générale. 

li.  La  condition  d'intégrabilité  d'une  fonction  ^v  dans  rîntervallt' 
de  To  à  \  est,  par  définition,  que  la  somme 

S  (Ma    -mK)h 

ait  pour  limite  zéro,  lorsi^ue  les  intervalles  partiels  I^-,  dans  lesqut'U 
on  a  décomposé  l'intervalle  total  I,  décroissent  indéfiniment  d'ampli- 
tude. 

Il  suffit  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  précède,  que  cette  condition  soit 
remplie  par  un  mode  particulier  de  décomposition  en  intervalles  in- 
définiment décroissants,  pour  qu'elle  subsiste  pour  toute  autre  loi  d*^ 
décomposition. 

La  quantité  M^  —  m^,  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  o^. 
se  nomme  Voscillation  de  la  fonction  dans  l'intervalle  I^-,  cl  la  con- 
dition d'intégrabilité  sera 

liml  Oj^ÎA-  -'  o. 

Dans  cliacun  des  intervalles  1a-,  roscillalion  sera  au  plus  égalt*  à 
M  —  m.  Soit  d'ailleurs  s  la  somme  de  ceux,  de  ces  intervalles  où  r«ï<- 
cillation  surpasse  une  quantité  donnée  &;  I  —  s  la  somme  des  inter- 
valles restants.  On  aura  évidemment 

2  8aU  C  (M  — /ii)5 -:-£(! —j)  <(M  —  m)s-4-sf, 

Conservons  à  z  une  valeur  constante  et  faisons  décroître  indclinî- 
ment  l'amplitude  des  intervalles.  Pour  que  SSa-Ja-  tende  vers  zéro,  il 
faut  évidemment  que  s  tende  vers  zéro. 

Réciproquement,  si,  pour  toute  valeur  de  e,  *  tend  vers  zéro  lors- 
qu'on fait  décroître  suffisamment  l'amplitude  des  intervalles,  ^^a-U 
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tendra  vers  zéro;  car,  en  prenant  e  assez  petit,  puis  faisant  décroître 
suffisamment  les  intervalles,  on  pourra  faire  tendre  séparément  vers 
zéro  chacune  des  deux  quantités  eI  et  (M  —  m)s. 

\V).  Une  fonction  y  —/(x)  est  dite  continue  pour  la  valeur  par- 
ticulière -r  —  c,  si  /(c -^  h)  tend  vers  /(c)  quand  on  fait  tendre  h 
vers  zéro,  et  cela  quelle  que  soit  la  loi  des  valeurs  successives  assi- 
^•nécs  à  celte  variable. 

Si  la  fonction  y  est  intégrable  dans  V intervalle  XqH^  il  existe 
dans  tout  intervalle  ab  contenu  dans  celui-là  des  valeurs  de  x 
pour  lesquelles  y  est  continue. 

En  effet,  soit  o  une  quantité  quelconque;  décomposons  ab  en  in- 
tervalles partiels  suffisamment  petits;  la  somme  de  ceux  de  ces  inter- 


0 


valles  où  l'oscillation  est  >  -  peut  être  rendue  plus  petite  que  toute 

quantité  donnée.  Donc,  dans  Tua  au  moins  des  intervalles  partiels, 

l'oscillation  sera  au  plus  égale  à  -• 

Il  est  donc  établi  qu'on  peut  trouver  dans  l'intervalle  ab  un  second 

g 
intervalle   «i^i   dans   lequel  l'oscillation  soit   <  -;    et,   comme  on 

peut  réduire  à  volonté  l'amplitude  de  cet  intervalle  aibi  sans  qu'il 
perde  cette  propriété,   on  pourra  supposer  que  a^  >  o,   61  <  6   et 
,         ab 

On  pourra  déterminer  de  même  dans  l'intervalle  aibi  un  second 

int<*rvalle  d'amplitude  moindre  que  — -  j   et  dans  lequel  l'oscillation 

4 

0 

ne  surpasse  pas  -  • 

Continuant  ainsi,  on  aura  une  suite  de  nombres  croissants  a,  ai, 
«2,  ...,  «,/,  ...  et  une  suite  de  nombres  décroissants  6,  61,  ..., 
6,1,  . . .,  qui  convergent  évidemment  vers  une  limite  commune  c.  Ce 
point  c  jouira  de  la  propriété  qu'on  peut,  quel  que  soit  n,  déterminer 
un  intervalle  anb^  dans  l'intérieur  duquel  il  est  compris  et  dans  le- 

0 

quel  l'oscillation  soit    <— :• 

On  peut  évidemment,  quel  que  soit  e,  déterminer  n  de  telle  sorte 

que  —  soit    ^e. 

Cela  posé,  considérons  la  différence  f{c-\-h)—f{c).  Dès  que  le 
module  de  h  deviendra  assez  petit  pour  que  c-r-  h  soit  compris  dans 
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rintervalle  a^f^,,,  on  aura 

mo(l[/(r  -h  h) — /(c)]  <  e; 

car y^c  -h  h)  et  y(c)  étant  tous  cieu\  compris  entre  le  maximum  M 
et  le  minimum  /n  (]<'. /{x)  ilaus  l'intervalle  a-ib.,^  leur  ilifTérence  sera 
au  plus  égale,  en  valeur  alxolue,  à  loâcillalion  M  —  m. 

11  existe  néanmoins,  ainsi  que  nous  le  verrons  tout  à  Theure,  ilcs 
fonctions  intégrablji^s,  telles  que  dans  tout  intervalle  il  y  ait  des  points 
pour  lesquels  elles  soient  discontinues. 

16.  La  somme  ou  la  différence  de  deux  fonctions  intégrabUs 
y,  y  est  également  intégrable.  En  efl'et,  par  hypothèse,  la  somme 

et  la  somme  correspondante 

relative  à  la  fonction  y\  tendent  toutes  deux  vers  zéro  quand  ondi- 
ininue  sufli^ammciit  l'amplitude  des  intervalles.  Il  en  sera  évidem- 
ment de  morne  de  la  somme  analogue 

correspondante  à  la  fonction  ^r*  y. 

Le  produit  yy  est  également  intégrable. 

Soient,  en  edVl,  res[>cctivement  M  et  m,  M' et  m',  le  maximum  et 
le  minimum  de  r  et  de  v'  entre  :r^  et  X:  Mjt,  mk  et  Mi-,  ni^  leur 
maximum  et  lour  minimum  dans  l'intervalle  l^-. 

Supposons  d'abord  m  et  m'  positifs;  M,  M',  Ma-,  rn^y  M];.,  m\  le 
seront  a  fortitri.  Dans  l'inlervalle  I^-,  les  fonctions  j>'  et  ^r'  ne  pou- 
vant respectivemenl  surpasser  M^-  et  M/,.,  leur  produit ^r^'  ne  pourra 
surpasser  .M/.. iMJ^.  Son  maximum  \k  ne  peut  donc  surpasser  MM'^.  LK* 
même,  son  minimum  n^  ne  peut  cire  inférieur  à  mig  m\.. 

La  somme 

2(NA-nA)U 

ne  peut  donc  surpasser  la  suivante  : 

11  faut  montrer  que  celte  somme,  dont  tous  les  éléments  sont  posiiif>, 

H  pour  limite  zéro. 

Or  on  a 

AU^M,         mi  5  M'. 
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Cette  somme  sera  donc  au  plus  égale  à  la  suivante 

M2(Mi.-/7îi.)U-^M'S(M/,-/;u.)lA, 

qui  a  pour  limite  zéro,  les  fonctions  y  et  y'  étant  supposées  inté- 
gra blés. 

Si  m'  était  <  o,  on  considérerait,  au  lieu  du  produit  yjy\  le  pro- 
duit yiv'-h  c'),  c'  désignant  une  constante  telle  que  le  minimum 
de  la  fonction  y'  -h  c'  fût  posiiif;  y'  -^  c' étant  évidemment  intégrable. 
y(y'-hc')  le  sera;  mais  c'y  l'est  évidemment.  Donc^^'  le  sera. 

Si  m  et  m'  étaient  tous  deux  négatifs,  on  considérerait  de  même 
le  produit  {y  -\-  c){y' -i-  c'). 

17.  Si  la  fonction  y  est  intégrable  et  si  son  maximum  M  et  son 
minimum  m  sont  de  même  signe  y  son  inverse  -  sera  intégrable, 

y 

Kn  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  M  et  m.  positifs;  la  fonc- 
tion ~  aura  pour  maximum  et  pour  minimum,  dans  Tintervalle  I^-,  les 

quantités  —  et  -ry-:  il  suffira  donc  de  prouver  que,  en  réduisant 
suffisamment  Tamplitude  des  intervalles  partiels,  la  somme 

V^/_| |_\r    _Vi  ^\k—mk  , 

Zd\mk       mJ  ^"Zà    VLumk      * 

aura  pour  limite  zéro. 

Or  cette  somme  a  ses  éléments  positifs,  et  on  l'augmentera  en  rem- 
plaçant au  dénominateur  M^  et  m.i{  par  leur  limite  inférieure  m;  on 
obtiendra  ainsi  l'expression 

771* 

qui  tend  vers  zéro  par  hypothèse. 

18.  Toute  fonction  y  non  décroissante  de  Xq  à\  est  intégrable 
dans  cet  intervalle. 

Soit,  en  effet,  y^  la  valeur  de  y  correspondant  à  Xk,  Le  minimum 
i\c  j-,  dans  l'intervalle  I*  =  ^Ah-i  —  ^kt  sera  y^  et  son  maximum  sera 
yk-¥-\y  puisque  la  fonction  est  supposée  non  décroissante.  On  aura 
donc,  en  désignant  par  X^ l'amplitude  du  plus  grand  des  intervalles  Ja-, 

£(Ma—  mk)\k  =  2(7am-i  —yk)h  t  ^  ^(7Ar+i  — Ja)  t  ^(Y— 7o)> 
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y%  et  Y  étant  les  valeurs  initiale  et  finale  de  v.  Or  celte  exprcNsioD 
tend  vers  zéro  en  même  temps  que  X. 

19.  L'exemple  suivant  montrera  qu'une  fonction  limitée  et  non  dé- 
croissante, et  par  suite  intégrable,  peut  présenter  dans  tout  inter- 
valle une  infinité  de  points  de  discontinuité. 

Appelons  nombre  algébrique  tout  nombre  arqui  est  racine  d'un*? 
équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  telle  que 

A:r"-4-  Bx«-»    -. .  .-^  K  =  o. 

Réunissons  dans  une  même  classe  toute**  les  équations  de  ce  <;enre. 
où  la  somme  des  modules  des  entiers  n,  A,  B,  ...,  K  a  une  valeur 
constante  fx.  Chaque  classe  ne  contiendra  qu'un  nombre  limité  dV- 
quations,  ayant  chacune  un  nombre  limité  de  racines.  Cette  classe  ;i 
ne  fournira  donc  qu'un  nombre  limité  E^^  de  nombres  algébriques. 

Soit  x^  le  nombre  de  ceux  de  ces  nombres  qui  sont  inférieurs  à  un 
nombre  donné  x.  Soit  enfin  6(;a)  une  fonction  de  »Jt  positive,  cl  tel.e 
que  la  série 

S  --^0(1) -4- 0(2) -+-... H- e(|i) -+-... 

soit  convergente. 
(Considérons  la  fonction  définie  par  la  relation 

Celte  somme  a  ses  termes  positifs  et  ne  peut  que  croître  avec  j-, 
car  j^ji»  qui  seul  dépend  de  x^  ne  peut  décroître.  Elle  est  d'ailleur* 
limitée  pour  toute  valeur  de  x,  car  x^  étant  ^E^.,  f{x)  est  au  plu"* 
égal  à  se(|i)  =  S. 

Soit  maintenant  h  une  quantité  positive,  el  considérons  l'expres- 
sion 

Tous  les  termes  de  cette  somme  sont  nuls  ou  positifs. 

Si  X  est  un  nombre  algébrique  de  la  classe  k,  il  ne  sera  pas  <  x. 
mais  sera  <  j:-h  A,  quel  que  soit  A;  on  aura  donc  {x  -\-  h)/c  —  J^*  ;  * 
el,  par  suite, 

donc  X  sera  un  point  de  discontinuité. 

Soit,  au  contraire,  x  un  nombre  transcendant.  Les  nombres  algé- 
briques dos  classes   i,  ...,  A-  étant  en  nombre  limité,  on  pourra,  en 
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prenanl  h  assez  petit,  faire  en  sorte  qu*aucun  d'eux  ne  soit  compris 
entre  x  —  h  cl  x  -k-  h\  on  aura  alors 

(37=^  A)jjt— arpt  =  o,     si  fi^X-, 

« 

<Ie  sorte  que  f{x  ±h)  —  f{x)  se  réduira  à 


{xz^  h)^—x^ 


«(H^), 


quantité  au  plus  égale  à  ^6(1^)  en  valeur  absolue. 

Mais,  la  série  S  étant  convergente,  il  suffira  de  prendre  k  assez 
grand  pour  que  cette  dernière  somme  soit  <  e.  La  fonction /(a:)  sera 
donc  continue  pour  la  valeur  considérée  de  x. 

Comme  il  doit  exister  dans  tout  intervalle  des  points  où  la  fonc- 
tion/(:r)  soit  continue,  on  voit  qu'il  existe  dans  tout  intervalle  des 
nombres  transcendants. 

20.  Fonctions  à  variation  limitée. — Soit  encore  j^'  une  fonction  de  x 
limitée  dans  l'intervalle  de  x^  à  X.  Donnons  à  x  une  suite  de  valeurs 
croissantes  Xq,  arj,  . . .,  Xk^  . . . ,  X;  et  soient  ^ro»  ^1»  •  •  •?  JKA-»  . . .,  ^ 
les  valeurs  correspondantes  de  y.  On  aura 

(a)  Y  —  ro  =  2(7^-4-1  —yk)  =p  —  n, 

p  désignant  la  somme  des  termes  positifs  et  n  celle  des  termes  néga- 
tifs de  la  somme  précédente. 

Nous  dirons  que  p  est  la  variation  positive  de  7  et  n  sa  variation 
négative  dans  l'intervalle  considéré.  La  somme 

(3)  t  —p  -4-  /z  =  S  mod(  vah-1— va) 

sera  la  variation  totale  de  y. 

Ces  diverses  variations  dépendent  en  général  du  nombre  et  de  la 
position  des  points  de  division  Xi,  x^^  ....  Supposons  qu'entre  deux 
de  ces  points  x/,-  et  x/^-^x  on  intercale  un  nouveau  point  de  division  ar'; 
/>,  n,  /  conserveront  leur  valeur  primitive  si  la  valeur  7'  de  y  cor- 
respondant à  x'  est  comprise  entre  yk  et  ^a-j-i»  sinon  /?,  n  seront 
accrus  tous  deux  de  la  différence  entre  7'  et  celle  des  quantités  yk, 
yk-\-\  qui  en  est  la  plus  voisine,  et  t  sera  accru  du  double  de  cette  dif- 
férence. 

Cela  posé,  admettons  que  Tune  des  trois  quantités  p,  n,  /  reste 
constamment  inférieure  à  une  limite  fixe,  quel  que  soit  le  système 
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des  points  de  division.  Il  en  sera  de  même  des  deux  autres,  en  vrriu 
des  équations  (2)  et  (3).  Elles  admettront  donc  des  maxima  i{ii. 
nous  représenterons  respectivement  par  P,  N,  T.  On  dira,  dan«  '-r 
cas,  que  ^  est  une  fonction  à  variation  limitée  entre  x^  et  X. 

Les  fonctions  à  variation  limitée,  telles  que  nous  venons  de  Ii-- 
définir,  ont  pour  caractère  spécifique  de  pouvoir  être  mises  sous  l.i 
forme 

y  =  z  —  w, 

^,  u  étant  des  fonctions  positives,  limitées  et  non  décroissantes  dan^ 
l'intervalle  de  x^  à  X. 

Pour  le  démontrer,  considérons  deux  points  quelconques  j^',  y 
contenus  entre  ar©  et  X.  Soient 

p\  n\  t'  les  variations  de  ^  dans  l'intervalle  j"©-^' P^ur  ""  choix  qu»'i- 
conque  de  points  ari,  j"j,  . . .  intermédiaires  entre  x©  et  x' \ 

/>',  n',  t'  les  variations  de  y  dans  l'intervalle  x^x'  en  prenant  pnnr 
points  intermédiaires  Tj,  x^,  . . .,  x'  et  d'autres  points  quelconque* 
:r'i,  j*',,  . . .,  intercalés  entre  x  et  x"'^ 

p,  /i,  t  les  variations   de  y  dans  l'intervalle  total  -ToX,  en  prenant 
pour  points  intermédiaires  Xx,  a*j,  . . .,  x'\  x\^  x\^  . . .,  x'. 

On  aura  évidemment 

y  —yo  =  p'—  n'y        y  —yo  =  /?'—  n', 

Donc/?',  n',  t\  />",  n*,  /'seront  limités  supérieurement  et  admettront 
des  maxima  P',  N',  T',  P*,  N',  T'  satisfaisant  aux  inégalités 

P'5P\"P,         N'^N'^X,        T'^T'^T, 

desquelles  il  résulte  que  P',  N',  T',  considérés  comme  fonctions  de  x. 
sont  des  fonctions  limitées  et  non  décroissantes  dans  tout  Tintor- 
valle  2:0  X. 

Gela  posé,  en  faisant  varier  le  nombre  et  la  position  des  points  xi. 
Xfy  ...,  on  peut  faire  en  sorte  que  p'  se  rapproche  indéfiniment  île 
son  maximum  P'.  La  différence  /?'  —  n'  étant  constante,  n'  s'appro- 
chera en  même  temps  du  sien.  L'équation 

y'—yo  =  p'—n' 

deviendra  donc  à  la  limite 

ce  qui  montre  que  y'  est  la  différence  des  deux  fonctions  positives 
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limitées  cl  non  décroissantes 

P'^-7o^-c    et    N'-i-c, 

c  désijçnant  une  constante  quelconque  plus  grande  que  — yo. 

Réciproquement,  si  y  —  z  —  u^  z  et  u  étant  deux  fonctions  posi- 
tives, limitées  et  non  décroissantes  entre  Xq  et  X,  sa  variation  dans 
cet  intervalle  sera  limitée;  car  on  a 

2  mod (7/,+.,  —  va)  ."  - [mod ( zj^-^y  —  z^^)  -+-  mod ( ua- .  i  —  «a )1 

^0,  Z  et  Uoj  U  étant  les  valeurs  de  ^  et  de  li  aux  points  x^t  X. 

21.  Toute  fonction  à  variation  limitée,  étant  la  différence  de  deux 
fonctions  intép^rables,  sera  intégrable. 

Soient,  d'autre  part,  y' =  z —  m,  y  =  z' —  u'  deux  fonctions  à  va- 
riation limitée.  Leur  somme 

(5  -hz')—  (u-h  u'), 

leur  différence 

{Z  -^  u')  —  (z'-hu) 
et  leur  produit 

{zz  -\-  uii' )  —  {zu'  -^  uz') 

sont  évidemment  des  fonctions  de  même  nature. 

Knfin,  si  la  fonction  y  a  une  variation  limitée  et  si  son  module  ne 
s'abaisse  pas  au-dessous  d'une  limite   fixe   /,    différente  de  zéro,  son 

inverse  —  aura  une  variation  limitée. 

y 

On  a,  en  effet, 

^^        \r*-+-i     ykl    ^^         ykyk^\      l^  j^ 

quantité  qui  reste  limitée,  par  hypothèse. 

22.  VinlégraledUme  fonction  y^  intégrable  dex^àX,  est  une 
fonction  continue^  à  variation  limitée. 

On  a,  en  effet, 

j  ydx—j     ydx=l  y  dx  =  Vim^^lk(^k-¥^x  —  x^), 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  intervalles  partiels  infiniment  pe- 
tits Xi  —  Xj  ...,  J"A-+-i  —  xji-,  ...,  dans  lesquels  on  a  décomposé  l'in- 
tervalle de  X  k  X  -^  h]   M^  désignant  le  maximum  relatif  à  chacun 
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de  ces  intervalle^.  Mais  on  a,  en  dési^^nant  par  M  et  m  le  maximum 
et  le  minimum  de  y  entre  r©  et  X, 

M;t  =  M  "m, 
2  Ma  (y*  4-1  —  Xk)  Z  MSi  j-XM  —  Xk) .:  M  A  ^  m^f^Xk^x  —  Tk)%rnh, 

Donc 

I         y  fix^  Wh- mh. 


ilc^  dernières  quantités  tendant  vers  zéro  avec  A,  la  continuité  de  la 
fonction  intégrale  se  trouve  dcmonlrre. 

Divisons,  d'autre  part,  l'intervalle  dexoà  X  en  intervalles  partiels 
âi'oJTi,  .  ,.y  XkXki-i'  .•..  La  variation  totale  de  la  fonction  intégrale 


f 


r  dx. 


relative  à  cette  décomposition,  sera 


^mod  I         ydx\ 


mais  l'intégrale 


/      ydx 


étant  comprise  entre   M(a*jt^_i  —  Xk)  et   //i{j^a+-i  —  ^k)j  son  module 
aura  pour  limite  supérieure 

\x  désignant  la  plus  grande  des  deux  quantités  modM  et  mod/n.  I^ 
varialion  totale  ne  pourra  donc  surpasser  la  limite  fixe 

fxS  (.r^H-i  —  Xk)  —  ;x{  X  —  .ro). 

2.'{.  Soient,  comme  au  n"  19,  Ej^  le  nombre  des  nombres  algébri- 
ques de  la  classe  p.,  et  0(jx)  une  fonction  positive,  telle  que  la  série 


=^H', 


1 
soit  convergente. 

Considérons  une  fonction  y  égale  à  zéro  si  x  est  transcendant,  à 

e(fx) 

—p —  si  X  est  algébrique  et  de  classe  »a.  (^elte  fonction  aura  une  va- 
riation  limitée  dans  tout  intervalle. 
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En  effet,  donnons  à  x  une  suite  de  valeurs  x^^  .ri,  . . .,  Xky  . . .,  X, 
el  soient  J'ot^'i,  .  •  •»  ykt  . . .,  Y  les  valeurs  correspondantes  de^'.  La 
variation  totale 

SmodCjA-^-i— ^'a) 
sera  au  plus  égale  à 

SjA-f-i  -H  S^A-^jo-f-  î^ri  -4-. . .  -\-  lyu-'r. . .  -4-  Y  ^  aV    ê^  ^(l^)' 

/>ji.  étant  le  nombre  dos  nombres  algébriques  de  la  classe  [x  qui  figu- 
rent dans  la  suite ^0.  .  . .,  v^,  . . .,  Y;  mais,  d'ailleurs,  /?|jl<  Ejx-  Donc 
la  variation  totale  sera  ^^  2I  6(  |ji)- 51S. 

L'intégrale  de  la  fonction^'  ainsi  définie  est  constamment  nulle.  (>n 
a,  en  effet. 


dx  --  lim S //ia( ^A-»-i  —  Xk ), 


nik  désignant  le  minimum  de  y  dans  l'intervalle  a^A-4-i  —  ^k-  Mais  ce 
minimum  est  nul  quel  que  soit  cet  intervalle,  car  cet  intervalle  con- 
tient nécessairement  des  nombres  transcendants.  Donc  la  somme  ci- 
dessus  est  constamment  nulle,  et  sa  limite    /     y  dx  l'est  également. 

On  voit,  par  cet  exemple.  qu'iV  existe  une  infinité  de  fonctions 
discontinues  dont  Vintégrale  est  identiquement  nulle. 

2i.  Propriétés  des  fonctions  continnes.  —  Soit  f{x)  une  fonc- 
tion continue  dans  V intervalle  de  a  à  h\  si  f{a)  et  f(b)  sont  de 
signe  contraire,  il  existera  un  point  c  intermédiaire  entre  a  et  bj 
et  pour  lequel  on  af(c)  =  o. 

Décomposons,  en  effet,  l'inlcrvalle  ab  en  n  intervalles  égaux, 
d'amplitude •  Si/(j;)  s'annule  à  l'extrémité  de  l'un  de  ces  in- 
tervalles, le  théorème  est  démontré;  sinon,  parmi  ces  intervalles,  il 
en  existera  au  moins  un,  a^b^^  tel  que /(ai)  etf{bi)  soient  de  signe 
contraire. 

IL  ^ 

Décomposons  de  inéme  aibt  en  n  intervalles  d'amplitude  r — • 

Ou  bien  le  théorème  sera  démontré  ou  bien,  parmi  ces  nouveaux  in- 
valles,  il  en  existera  un,  «j^j,  telquey(rti)  elf{bi)  soient  désigne 
contraire. 

Continuons  ainsi  indéfiniment;  les  nombres  croissants  a,  «i,  ^2,  ... 
et  les  nombres  décroissants  6,  61.  6^,  . . .  convergeront  évidemment 
vers  une  limite  commune  c.  Soity(c)  la  valeur  correspondante  de  la 
fonction;   on  pourra,  s  désignant  une  quantité  quelconque,  trouver 
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une  autrt*  quantité  r^,  telle  que  Ton  ait,  pour  toute  valeur  <le  h  t\r 

module  -  ^  r^^ 

/(r-+-/i)</(r)-!-6>/K)-£. 

Mais  f»n  peut  trouver,  d'autre  part,  dans  la  suite  des  nombres  a, 
«1,  ...  et  h,  6|,  ...  qui  converj;<nil  vers  c  deu\  n(»mbres  atj.,  6^.,  irN 
que  6jj. —  ai  l't,  a  fortiori,  b^ —  c,  c  —  a^  soient  -<  r^.  Lt's  quantitr*^ 
y(^{i)»  /(''»jl)  seront  done  comprises  entre  y(r)-+-£  et  y»  c)  —  e: 
mais  elles  sont  de  sij^ne  contraire.  Donc  f^c)  -+-  c,  f{c)  —  s  sont  «Ir* 
sijîno  contraire,  et  cela  quoi  que  s<*it  s.  Il  faut  cvideinm\?nt  pourr<*U 
quey(r)  soit  nul. 

2.*^».  Toute  fonction  f(T)  continue  entre  a  et  h  est  limitée  dans 
cet  intervalle  tant  supérieurement  qu^nfêrieurement,  et  atteint 
effectivement  son  maximum  et  son  minimum. 

Supposons,  en  effet,  (\uc  /ijr)  ne  fut  pas  limitée  «upêrieuremeiii, 
par  exeuipl",  dé(M)mposons  au  en  n  intervalles  éfçiux.  Dans  l'un  an 
moins  de  cc<  interxalles,  aibi,  /{x)  sera  encore  illimitée.  Décoin|M»- 
sons  de  même  ai  b^  en  n  intervalles  éjjaux  ;  dan**  l'un  au  moins  «IVuire 
eux,  «jAj,  fi^x)  sera  illimitée,  et  ainsi  de  suite.  Les  nombre^  a. 
ai,  ...  et  les  nombres  6,  ^i,  ...  tendront  vers  une  limite  r«mi- 
mune  c.  On  pourra,  quel  que  soit  ê,  trouver  une  quantité  r,,  telle  que, 
dans  tout  l'intervalle  de  c  —  t^  à  c  -^\yf[^x)  soit  </(c)-!-â;  niai^ 
on  peut  déterminer,  d'autre  part,  un  nombre  fi,  tel  que  a,^  ot  b.^ 
soient  compris  dans  cet  intervalle.  Donc  la  fonction  serait  limitée 
dans  l'intervalle  a^b^,  ce  qui  implique  contradiction. 

La  fonction /(-réadmet  donc  un  maximum  M  et  peut  prendre,  dan* 
l'intervalle  a6,  des  valeurs  ^^  M  —  e',  quel  que  soit  s'.  Parlaçetin^ 
encore  ab  en  n  intervalles  éjçaux  :  l'un  au  moins,  «i^i,  de  ces  nou- 
veaux intervalles  jouira  évidemment  de  cette  même  propriété- 

On  peut  le  partaj^er  en  n  nouveaux  intervalles,  dont  l'un,  (i*b*, 
jouira  de  cette  propriété,  etc.  Soit  c  la  limite  commune  des  nombre* 
a,  ai,  . . .  et  6,  ^i,  . ...  Déterminons  encore  «a,  de  telle  sorte  que  o^, 
et  b^  soient  compris  entre  c  —  t)  et  c  -i-  tj  ;  dans  l'intervalle  a^b^,  la 
valeur  de/(j")  sera  <  /(,c)  -r-  £.  On  aura  donc 

et  cela  quelles  que  soient  les  quantités  positives  s,  t*,  Donc/(c)  -  M; 
et,  comme  il  ne  peut  surpasser  M,  d'après  la  définition  du  maximum, 

on  aura 

/(c)  =  M. 

On  démontrerait  de  même  que  /{t)  admet  un  minimum  cl  Pat- 
teint  effectivement. 
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Ce  raisonnement  s'étendrait  d'ailleurs  sans  difficulté  à  une  fonction 
continue  de  plusieurs  variables. 

26.  Toute  fonction  /(j^)  continue  entre  a  et  b  est  uniforme- 
ment  continue  dans  tout  cet  intervalle, 

Kn  effet,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  et  pour 
une  valeur  donnée  quelconque  de  e,  on  peut  trouver,  par  hypothèse, 
une  quantité  r^  fonction  de  Xy  et  telle  que  Ton  ait 

pour  tout  point  x'  situe  dans  l'intervalle  de  x  —  Tj  à  a:  -f-  t). 

Kn  désignant  par  af  un  autre  point  quelconque  situé  dans  le  mémo 
intervalle,  on  aura,  par  suite, 

(4)  mod[/(x')-/(a:')]<^Ê. 

Soit  n  le  maximum  des  valeurs  de  r^,  telli»s  que  cette  dernière  pro- 
priété ait  lieu  dans  tout  l'intervalle  de  c  —  r,  à  c-t-t,  ;  II  sera  une 
fonction  de  x  qui,  par  hypothèse,  est  toujours  >  o.  Nous  allons 
iiioiilrcr  que  celte  fonction  est  continue. 

Viïi  effet,  la  relation  (  {;  est  satisfaite,  par  hypothèse,  tant  que  x 
cl  a/' se  mouvront  entre  x  —  (H  — o)  et  x -+- (  II  —  8),  o  étant  une 
quantité  d'une  pctilesîse  arbitraire.  Si  nous  passons  de  la  valeur  x  a 
une  valeur  infiniuicnt  voisine  x  -h  h,  la  relation  aura  lieu  a  fortiori 
dans  l'intervalle  de  x  ~r- h  —  (li — o  —  h)  à  x  h  h  -^(11  —  o — h) 
qui  est  contenu  dans  le  précédonl.  Donc,  pour  le  point  x  \- hy  on 
pourra  prendre  r^  égal  à  H  —  o  —  A,  quantité  qu'on  peut  rendre  au^^si 
voisine  qu'on  voudra  de  II  —  h.  Donc,  la  valeur  H'  du  maximum  de  r^ 
pour  le  point  x -h  h  est  au  moins  égale  à  H  —  h. 

On  verrait  de  même  que  H  est  au  moins  égal  à  11' — h.  La  diffé- 
rence entre  H  et  H' ayant  ainsi  son  module  au  plus  é.^al  à  h  tendra 
vers  zéro  avec  h;  donc  la  fonction  II  est  continue.  Elle  aura  donc, 
dans  l'intervalle  ab,  un  minimum,  et  l'atteindra.  Ce  minimum  [xsera 
d'ailleurs  difîérent  de  zéro,  puisque  II  n'est  jamais  nul. 

La  relation  sera  donc  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  x\  x' 
comprises  entre  x--  {x  et  x -r-  ^i,  et  cela  quel  que  soit  x.  En  posant, 
en  particulier,  x  =  ./•,  ./'  =  J7  -r-  /i,  on  aura 

/(or-r  A)— /(J7)<2£, 

tant  que  h  est  <  (i  m  valeur  absolue.  Cette  quantité  {x  ne  dépendant 
plus  de  Xj  on  voit  que  la  convergence  est  uniforme. 

27.  Soit  y  une  fonction  continue  des  variables  Xi,  arj,  . . .;  sa 
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réciproque  —  sera  ('gaiement  une  fonction  continue  pour  tout 
système  de  valeurs  de  Xx^  ^t,  . . .  qui  n^annule  pas  y. 

En  eflTi'l,  donnons  ù  o^i,  jtj,  ...  un  système  d'accroissements  quel- 
conqut*s  Ajti,  Aj-j.  ...;   soit  A^'  Taccroissement  correspondant  de  y. 

Celui  de       sera 

V 

I  I  A  V 


y  '  ^y     y         yKy-^^y) 

Il  I        '      1  .  mod  Av  ^ 

et  son  module  sera  au  plus  ej^al  a   ; = ; Celle 

uiod^(mod^  —  modA^) 

quantité  sera     ;  t  si  l'on  a 

,  .  £  mod*  Y 

mod  Av    ' ^'- —  • 

■  I  -h  £  mod^ 

Or,  ^'  étant  une  fonction  continue,  on  pourra  assigner  une  quantité  t.. 
telle  que  cette  inégalité  soit  satisfaite  tant  que  les  modules  de  Xj. 
dCj,  . . .  seront  <  r,. 

!i8.  Soit  z  une  fonction  continue  des  variables  yi,  y^.  . . .,  qui 
sont  elles-mêmes  des  fonctions  continues  de  Xi,  Xj,  ...;  jz  serti 
une  fonction  continue  de  X|,  j'j,  .... 

En  effet,  en  vertu  de  nos  hypothè>es,  l'accroissement  de  z  aura  son 
module  <e  tant  que  les  accroissements  de  Vi,  n,  ...  auront  leurs 
modules  moindres  qu'une  autre  quantité  r^,  et  ces  nouvelles  condi- 
tions seront  satisfaites  tant  que  les  modules  des  accroissementâ  de 
Xi,  j-j,  . . .  seront  eux-mêmes  inférieurs  à  une  autre  quantité  J. 

29.  Soit  y  une  fonction  continue  et  croissante  de  x  dans  Vinter^ 
çalle  de  x©  à  X,  et  soient  y  q^Y  les  valeurs  qu'elle  prend  à  ces  limites. 
Réciproquement^  x  sera  une  fonction  continue  de  y  dans  l'in- 
tervalle de  j'o  à  Y. 

En  effet,  lorsque  x  varie  de  Xq  à  X,  la  fonction  continue  j'  passera 
par  toute  la  série  des  valeurs  intermédiaires  entre  Vq  et  Y,  et,  comme 
elle  est  croissante,  elle  ne  prendra  chacune  de  ces  valeurs  qu'une 
seule  fois.  Donc,  à  chaque  valeur  de  y  comprise  entre  y^  et  Y  cor- 
respond une  valeur  de  x,  et  une  seule  ;  donc  x  est  une  fonction  de  y 
dans  l'intervalle  de^o  à  Y. 

Cette  fonction  est  continue  dans  cet  inter>\ille.  Soient,  en  effet, 
Xiy  yi  un  système  quelconque  de  valeurs  correspondantes  de  x  et 
de  ^;  aux.  valeurs  x^  —  e  et  Xi-he  de  x  correspondront  des  valeurs 
yx  —  r/  et  yx  -H  r'  de  y.   Aux  valeurs  de  /,  comprises  entre  ^i  —  t/ 
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et^i-r-ï)*,  correspondront  des  valeurs  de  x  toutes  comprises  entre 
X  — e  et  a?  H-  s.  La  même  propriété  apparliendra  a  fortiori  aux  va- 
leurs de  y  comprises  entre ^1  —  r^  et  y\  -h  Tj,  t)  désignant  une  quantité 
quelconque  moindre  que  yj' et  r,'.  Donc  a?,  considéré  comme  fonction 
de  y^  est  continue  aux  environs  de  la  valeur  j'  —  J'i» 

30.  TiiÉoRKHE.  —  Une  fonction  f{x)j  continue  et  à  variation  li' 
mitée  dans  V intervalle  de  Xq  à  X,  est  la  différence  de  deux  fonc- 
tions continues  et  non  décroissantes. 

En  effet, /(j?)  ayant  une  variation  limitée,  on  aura 

f{x)  =  f^{x)  —  ^{x\ 

^{x)  et  ^{x)  étant  des  fonctions  non  décroissantes  à  variation  li- 
mitée. 

Considérons,  en  particulier,  la  fonction  ^(-r).  Pour  une  valeur  de  j:, 
intermédiaire  entre  x^i  et  X,  on  aura 

o(j:  — £)î^o(x)^cp(a7-f-£). 

Si  £  tend  vers  zéro,  cp(  j? — e),  o(:c-h£),  qui  varient  toujours  dans 
le  môme  sens,  tendront  vers  des  limites  déterminées  ©(a?  —  o)  et 
ru{x  -\-  o),  et  l'on  aura  encore 

':i(  X  —  o)-'  o(x)29i  J'  -r-  o). 

Si  la  différence  ^{x  -k- o)  —  cp(  j?  —  o)  est  égale  à  zéro,  la  fonction  ^ 
sera  continue  au  point  x\  sinon,  cette  différence  sera  positive  et  nous 
dirons  que  la  fonction  présente  en  ce  point  une  discontinuité  égale  à 
cette  différence. 

Cette  discontinuité  peut  d'ailleurs  se  séparer  en  deu\  parties  :  la 
discontinuité  antérieure  ^{x)  —  o(j7  —  o)  et  la  discontinuité  pos- 
térieure o(j7  -ho)  —  ^{x), 

La  fonction  ^{x)  n'étant  pas  définie  pour  les  valeurs  de  la  variable 
<;  J7o  ou  >  X,  nous  n'aurons  à  considérer,  pour  x  =  a?o,  qu'une  dis- 
continuité postérieure;  pour  x  ~  X,  qu'une  discontinuité  antérieure. 

Soient  maintenant  a,  x  deux  valeurs  quelconques  de  la  variable; 
j?i,  ...,  Xn  une  série  de  valeurs  intermédiaires  entre  celles-là.  For- 
mons la  somme  des  discontinuités 


II 


1 
que  nous  désignerons  par 

S(a,  «Pi,  . . .,  ir). 
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Oite  somme  est  au  moins  égale  à  (p(  a  +  o)  —  ^(^z);  mais  nous  alloo^ 
voir,  d'autre  part,  qu'elle  ne  |>eul  surpasser  o(.r  ) —  Ç(«)- 

Soit|  en  clTct,  (a-  un  point  quelconque  intermédiaire  entre  jrt  et 
xii^%\  la  fonction  o  étant  non  décroissante,  on  aura 

Soient  de  même   \^  et  ^^  des  points  respectivement  intermédiaires 
entre  a  et  x^  et  entre  Xn  et  j:,  on  aura 

ç(x«-ho)^  (p(  5„)  J  o(  jr  —  o). 
On  aura,  par  suite, 

n 

S(a,T,,  ...,^)::?(ço)  — ?i«)-^2f^^^**^'~'?^^*~*^l"^?^'^^~^^^*• 


Cette  somme  restant  ainsi  inférieure  à  une  limite  fixe,  quels  que 
soient  le  nombre  et  la  position  des  points  de  division  jT],  . . .,  Xg^j  ad- 
mettra un  maximum  S(a,  x)^  que  nous  appellerons  la  discontinuité 
totale  do  la  fonction  dans  l'intervalle  de  a  à  x.  Ce  maximum  sera 
compris  entre  ç^a  -t-  o)  —  «p(,rt)  et  ^{x)  —  çp(  a). 

D'ailleurs,  on  a  évidemment,  d'après  la  définition  des  sommes  S, 

S(a,  JTi, . . .,  a*)  =  S(  a,  J*!, . . .,  ar/. )  H-  S(j7iti  . . .,  or), 

d'où,  en  supposant  que  xx-  conserve  une  valeur  constante  b,  et  pa«$ani 

à  la  limite, 

S(a,  jr)  =  S(a,  6)  -T-  S(6,  jr). 

On  voit  par  là  que  la  fonction  S(  j^q?  J^)  est  une  fonction  de  x  non  dé- 
croissante de  Xq  à  X. 
Posons  maintenant 

La  nouvelle  fonniiun  QilJ*)  sera  continue  et  non  décroissante. 
On  a,  en  etfet,  h  étant  positif, 

ç,(a:-i- A  )  —  Oi(jr;  =  (p(^ -h  A)  —  S(  jr„,  jr -h  A)  —  <p(x)-h  S(  jr«,  X  » 

=  cp(x-i-A)  —  (p(x)—  S(x,  x-T- A). 

Celte  quantité  ne  peut  être  négative,  car  S(x,  x -t- A)  est  au  plus 
égal  à  «p(x-f-  A) —  ^{x). 

D'ailleurs  elle  tead  vers  zéro  avec  A;  car,  S(x,  x-^  A)  étant  au 
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moins   égal  à  ^(x-\-o)  —  ^{x),    elle  ne  saurait  être  supérieure  à 
^(x-hh)  —  tp(ar-4-o),  qui  tend  vers  zéro  avec  h. 

La  fonction  non  décroissante  ^{x)  admet  en  chaque  point  la  même 
discontinuité  que  ^{x),  puisque  leur  différence  (p(^)  —  ^(a?)  est  sup- 
posée continue.  Donc,  dans  tout  intervalle,  '^(x)  aura  la  même  dis- 
continuité totale  que  <p(x),  de  telle  sorte  que,  en  répétant  les  raison- 
nements précédents,  on  aura 

^(x)  =  ^i{x)  -+-  S(aro,  ar), 

'\>i{x)  étant  une  fonction  continue  et  non  décroissante  et  S{xqjT) 
représentant  la  même  fonction  que  tout  à  l'heure.  On  aura  donc 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

31.  Toute  fonction^,  qui  a  une  dérivée  dans  Tintervalle  dea^o  à  X, 
est  évidemment  continue  dans  cet  intervalle;  mais  la  réciproque  n'est 
pas  vraie,  ainsi  que  le  montre  l'exemple  suivant,  emprunté  à  M.  Weier- 
strass. 

Considérons  la  série 


F(x)  =  \^ô'»  cosa^TzXf 


où  b  est  une  constante  positive  <  i  et  a  un  entier  impair  >  i. 

Cette  fonction  est  continue;  on  a,  en  effet,  en  désignant  parF;,j(j:) 
l'ensemble  des  m  premiers  termes, 

¥{x)^F„(x)-hT^, 

R  étant  un  reste  dont  les  termes  ont  leurs  modules  au  plus  égaux  aux 

termes  de  la  suite  6"*  H-  ô'"-^*  -4- . . .  =  7-  • 

I  —  o 

On  aura  de  même 

F{x-+-h)=  F;„(a?-+-A)-hR,, 

Rj  ayant  son  module  moindre  que r* 

On  aura  donc 


mod[F(ar  -h  h)  —  F(x)]  l  mod[F;„(a7  +  A)  —  F^i^r)] 


Or  on  peut  choisir  m,  de  telle  sorte  que  j  soit  <  -•  Cela  fait, 

J.—  Cours,  m.  37 
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la  foDction  Fm(^)  étant  GODUnue,  on  aura  anssi,  en  faisant  h  asse: 

petit, 

et,  par  suite, 

mod[F(ar-hA)  — F(ar)]<Ê. 

Si  a6  <  I,  cette  fonction  F  (or)  aura  pour  dérivée  la  série 

—  ^  a«  6*»  it  sin  a»  ira? 
0 

des  dérivées  de  ses  termes;  car  cette  dernière  série  est  uniforoiémeD! 
convergente. 

Nous  allons  montrer,  au  contraire,  que  si  ah  surpasse  une  certaine 
limite,  F(x)  n'aura  pas  de  dérivée. 

Soit  m  un  entier  quelconque  ;  on  pourra  poser 


a'^x  =  «m-Hj 


«> 


%n  étant  un  entier  et  \m  une  fraction  comprise  entre  ^  et  —  ^.  Pc 
sons 


f   ^m  —  sm 


9 


Cm,  étant  égal  à  ±:  i.  La  quantité 

a'«(a7-i-A)  =  a;„H- tf,„ 

sera  un  entier;  d'autre  part,  h  aura  le  signe  de  Cm  et  son  module  sen 

3  '  .  . 

au  plus  égal  à :  h  tendra  donc  vers  zéro  si  m  croit  indéfiniment. 

Considérons  l'expression 

•0 

¥(x  -¥-  h)  —  F(a7)  _  V^o"  [cosa^Car-H  h)'iz  —  cosa«aric] 


■i. 


h  JU  h 

0 

Soient  S^  la  somme  de  ses  m  premiers  termes,  R^  le  reste.  On 
aura 

m-l 

ç         ^  6'»[cosa'»(j?-t- /?)?:  — cosa'^rrTr] 

^•^-Zà Â 


0 

m-l 
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et,  par  suite, 

^^j^  mod  /  dt  ^2^  Tta'»*» 

0  '  0 

*^        aô  —  I  ab  —  I 

Passons  à  la  considération  de  Rm.  Pour  n^m,  on  aura  (a  et  e,H 
étant  impairs) 

cosa^{x-i-  h)iz  =  cosa'»-'»(a;,t-f-  e,„)Tc  =  (— i)a«+i 

cosa«a:TC  =  cosa'»-'»«(a,„H-  $/«)ic  =  (—  i)*»»  cosa»-"*  Ç,„Tt 

et,  par  suite, 

Rm  =  j^ — -^6«(n-cosa«-'«U^). 

m 

La  quantité  sous  le  signe  £  a  tous  ses  termes  positifs  ;  d'ailleurs  le  pre- 
mier de  ces  termes  b"^(i  ■+-  cos^m'^)  est  ^  6"»,  car  Ç;„7r  étant  compris 

entre et  -,  cos{;yiir  ne  peut  être  négatif. 

On  aura  donc 

_     b^        1 

et  Rm  aura  d'ailleurs  le  signe  du  produit  ( — i)^'"'^'e/n. 
Si  donc  on  a 

a  .         it  ,,  ,  _         3tc 

ô  >  -T 7         d  où         aô  >  IH , 

6       ab  —  1  "^2 

on  aura  mod  R^,  >  mod  S,n  et 

mod— î^ ^^ ^^— ^  >modR;„— -modS;„>  (  ^ A_  ")^^^^"i 

quantité  qui  croit  indéfiniment  avec  m. 

F(a:H- A) F(ir) 

D'ailleurs ^ a,  ainsi  que  R;„,  le  signe  de  (--i)*'»"^*«,n, 

et,  comme  on  peut,  pour  chaque  valeur  de  m,  se  donner  arbitraire- 
ment le  signe  de  Cmy  on  voit  qu'on  pourra  à  volonté  faire  tendre 

vers  l  mfini  positif  ou  négatif,  ou  lui  faire  parcourir 

une  série  de  valeurs  de  signes  différents  et  indéfiniment  croissantes. 

32.  La  fonction  que  nous  venons  d'étudier  a  une  variatioD  illimitée 
dans  tout  intervalle. 
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Soit,  en  effet,  cd  un  intervalle  quelconque.  Soient  -^»  — ♦  ••• 

^ ^  celles  des  fractions  de  dénominateur  —  qui  sont  contenue* 

dans  cet  intervalle;  si  nous  donnons  àxla  série  de  ces  valeurs  inter- 
médiaires entre  c  et  d^  la  variation  totale  T  correspondante  sera 

,4F,.,-F(8il)]  • 
et  sera  au  moins  égale  à  y^)  ^  désignant  la  plus  petite  des  quantité 


0 

r-  mo< 


-[K-»-)-K^)] 


Or  on  a,  par  hypothèse, 

d'où 

d^c<^  ^y         Y  >  ««(rf— c)  — a. 

D'autre  part,  nous  avons  vu,  dans  le  numéro  précédent,  qu'en  po- 
sant 

on  avait 

mod jj -(^.___ja«6-. 

Faisant,  en  particulier,  $;„  =  o,  ^ ;„  =  -h  i ,  «/«  =  3  -f-  «,  d'où  a:  =  ^ : 

a"* 

h  =  — %  il  viendra 

On  aura  donc 

Si  nous  faisons  croître  m  indéfiniment,  b  étant  <  i  et  a6  >  i ,  celle 
expression  croîtra  indéfiniment,  ce  qui  établit  notre  proposition. 
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33.  THÉORàME. —  Si  la  fonction  /(x)  admet  une  dérivée  finie 
et  déterminée  pour  tous  les  points  de  ^intervalle  de  a  à  b  et  s*an- 
nule  à  ces  deux  limites,  sa  dérivée  s'annulera  pour  un  point  in- 
termédiaire entre  a  et  b. 

En  effet,  sï/{x)  était  constamment  nulle  entre  a  et  6,  sa  dérivée 
serait  constamment  nulle  et  le  théorème  serait  démontré. 

Supposons,  au  contraire,  que/(2:)  prenne  dans  cet  intervalle  des 
valeurs  différentes  de  zéro.  Elle  admettra  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum différent  de  zéro,  qu'elle  atteindra  pour  un  point  c  intermé- 
diaire entre  a  et  6;  et  la  différence/(c-H  A)  —f{c)  ne  pourra  changer 
de  signe,  tant  que  c  -\-  h  restera  compris  dans  cet  intervalle. 

Il  résulte  de  là  que/'(c)  est  nul.  On  a,  en  effet, 

/(c-+-A)-/(c)  =  /i[/'(c)  +  e], 

£  tendant  vers  zéro  avec  h.  Si  doncy'(^)  n'était  pas  nul,  on  pourrait 
assigner  un  nombre  positif  8,  tel  que,  pour  toute  valeur  de  h  de  mo- 

«Iule  inférieure  8,  e  fût  moindre  en  valeur  absolue  que/' (c);/'(0"*~  ^ 
aurait  donc  le  signe  àtf'{c),  et  f{c-\-h) — /(c)  aurait  le  même 
signe  que  hf\c)\  son  signe  changerait  donc  avec  celui  de  A,  ce  qui 
implique  contradiction. 

3i.  Corollaire.  —  Soient /(a?),  <p(a7),  "^{x)  trois  fonctions  quel- 
conques admettant  des  dérivées  dans  l'intervalle  de  a  à  a  +  A;  con- 
sidérons le  déterminant 


/(a 


A) 
6A) 


o(a) 
cp(a 


^a) 
h)      ^{a-\-h) 
6A)    iKa-HÔA) 


C'est  une  fonction  de  6  qui  s'annule  pour  6  =  o  et  6  =  i,  et  qui  admet, 
pour  dérivée  dans  cet  intervalle,  le  produit  de  A  par  le  déterminant 

/(a)  <p(a)  ^{a) 

A=     f{a-\-h)        <p(a-hA)       ^{a-^h) 
f\a-\-^h)    <p'(a-+-6A)     f(a-4-eA) 

Ce  nouveau  déterminant  devra  donc  s'annuler  pour  une  valeur  de  0 
comprise  entre  o  et  i. 

Posons,  en  particulier,  '^{x)  =  i.  L'équation  A  =  o  deviendra 

[cp(a)-(p(a-hA)]/'(a-4-eA)  +  [/(aH-A)-/(a)](p'(a-t-0A)=o; 

d'où 

f(a^h)-/(a)  ^  f(a^^h) 
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Si  noQS  posons,  en  ontre^  <p(x)==â7,  cette  dernière  équation  de- 
viendra 

35.  La  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  cette  formule 
(Calcul  différentiel j  n*  15)  supposait  inutilement  la  continuité  de  la 
dérivée  f'{x)\  elle  repose,  en  outre,  sur  un  autre  postulatum  que  nous 

n'avons  pas  formulé  explicitement,  à  savoir  que  *^ = 

tend  uniformément  vers  f\x)  quand  Aa?  tend  vers  zéro  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  a  +  A.  En  effet,  s'il  en  était 
autrement,  on  ne  pourrait  affirmer,  comme  nous  l'avons  fait,  que 

/(a,..)-/(a,)_        ^     ^^^ 

tend  vers  zéro  aveca^^i —  ak*  Il  en  serait  effectivement  ainsi,  d'après 
la  définition  même  de  la  dérivée,  si  at^i  —  ajt  variait  seul,  cit  ayant 
une  valeur  fixe  quelconque;  mais  ici  a^  varie  nécessairement  en 
même  temps  que  a^t+i  —  a^»  à  mesure  qu'on  fait  croître  le  nombre 
des  intervalles  partiels  aai,  . . .,  akCLk-^u  . . . • 

Ce. postulatum  est  d'ailleurs  aisé  à  démontrer  lorsque  y^(x)  est 
continue  entre  a  et  a  +  A.  En  effet,  on  aura,  d'après  le  théorème 
démontré  ci-dessus,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  a  +A 
et  pour  toute  valeur  de  Lx  assez  petite  pour  que  x  +  Lx  soit  encore 
contenu  entre  a  et  <i  +  A, 

Or,  /'(x)  étant  continue  sera  uniformément  continue.  On  pourra 
donc,  quel  que  soit  e,  déterminer  une  quantité  8,  telle  que  Ton  ait, 
pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  a  -h  A,  et  pour  toute  va- 
leur de  k  dont  le  module  ne  surpasse  pas  $, 

mod[f(X'^-k)  —  /'{x)]  <  s. 

Or,  en  prenant  Lx  inférieur  à  8  en  valeur  absolue,  0  Ax  jouira  a  for- 
tiori de  cette  propriété  ;  on  aura  donc 

mod[/'(^ 4-  e  Ao?)  —  f(x)]  <  8. 

36.  L'analyse  du  n'^lO  (t.  I)  réclame  également  un  léger  change- 
ment pour  être  rendue  rigoureuse.  En  effet,  nous  avons  admis  que, 
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dans  régalité 

/(a7-+-Aa?,7-4-A7)  — /(ar-+-A:r,^)=      '^         — î-=^  A^  ^- ^i  ATi 

Cl  tend  vers  zéro  avec  A^.  Gela  serait  sûr  si  Ux  avait  une  valeur  Gxe 
q  uelconque,  mais  cette  quantité  varie  en  même  temps  que  ty. 

Pour  faire  disparaître  ce  doute,  nous  remarquerons  qu'on  a,  d'après 
le  théorème  précédent, 

^/          *              A    N       ^/         A                A    t)/(a?-l- A4?,  v-t-6  Av) 
/(ar  -+-  Aor,  ;^  +  Aj^)  —/(a?  -+-  A:r,  XJ  =  A^-^^-^^ ^^^^ ^S 

0  étant  compris  entre  o  et  i.  Or,  en  admettant  la  continuité  de  la  dé- 
rivée partielle  -p>  on  aura 

àf{x-\-Lx,y-^^Sy>i  _  df(x,y) 

ày  ~        ^  ' 

&'  étant  un  infiniment  petit. 

37.  La  démonstration  de  la  règle  donnée  aux  n**  24  et  25  (t.  I) 
pour  la  dérivation  des  fonctions  implicites  a,  v,  . . .,  liées  aux  varia- 
bles indépendantes  Xjy,  ...  par  des  équations  non  résolues 

*(^>.r*  ...;  a,  p,  ...)  =  o, 
f 

repose  sur  ce  double  postulatum  :  i**  qu'il  existe  effectivement  des 
fonctions  a,  p, ...  de  x^yf  ...  qui  satisfassent  à  ces  équations;  a*^  que 
ces  fonctions  admettent  des  dérivées. 

La  démonstration  de  ce  postulatum  résulte  des  propositions  sui- 
vantes : 

Thbohâmb  L  —  Soit  F(Xyyy ...,  m)  une  fonction  continue  des 
variables X,  y,  . . .,  u,  laquelle  s'annule  pour  le  système  de  va- 
leurs particulières  Xo,  yoi  ...,  Uo.  Si  l'on  suppose  :  i"  que  la 
/onction  F  admet  des  dérivées  partielles  Y'^,  F^,  . . . ,  F^  pour 
tous  les  systèmes  de  valeurs  x,  y,  . . . ,  u  suffisamment  voisins  de 
^0»  7o>  .  •  •»  «*o;  a**  qu*au  point  (xq,  y^y  . . . ,  Mo)»  ces  dérivées  par- 
tielles soient  continues;  3*  que  F^^  ne  s'y  annule  pas,  on  pourra 
déterminer^  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  Xy  y^  *,,  suf- 
Jisamment  voisins  de  a?o,  yot  •  • . ,  une  fonction  u  =  «p(a:,  ^, . . .) 
qui,  substituée  dans  l'équation  F  =  o,  la  rende  identiquement 
satisfaite»  Cette  fonction  sera  unique  de  son  espèce  et  admettra, 
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pour  X  :=  Xq^  y  =  y^,  . . .,  les  dérivées  partielles 

F!r(^o»  7o»  .  •  •  »  Wo  )  Fr(  ^0»  ^0»  »  ■  »  >  t^o  > 

— -^  — ^— ____^^^_^^^^_  j     ^^  ■  ■  ■  ■  ■'  y      •  •  •  » 

*" 'tt(«ï^o»  ^o>  . . . ,  tto )  F«(3:o>  ^'o»  •  •  •  î  «^0  ) 

En  vertu  des  hypothèses  faites  ci-dessus  sur  Texistence  et  la  conti- 
nuité des  dérivées  partielles  Y'j.^  F'y,  ...,  F'^,  on  pourra  déterminer 
une  quantité  h,  telle  que,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  2*,  y^  ....  u 
où  les  modules  de  ar  —  j?oj  y  — ^'o»  •  •  •  »  «*  —  ï*o  ^^  surpassent 
pas  A|  ces  dérivées  partielles  existent  et  diffèrent  de  leurs  valeurs  ini- 
tiales (F^)o,  (F'^)o,  • . .,  (F'm)o  de  moins  de  e,  en  désignant  par  e  une 
quantité  positive,  choisie  à  volonté,  mais  que  nous  supposerons 
moindre  en  valeur  absolue  que  (F^^. 

Si  donc  on  désigne  par  A  la  plus  grande  des  quantités  mod(F^)o  -t-£, 
mod(F^)o+  e,  . . .,  et  par  B  la  quantité  mod(F^)o —  e,  on  aura,  pou: 
tous  les  systèmes  de  valeurs  considérés, 

modF'^  <  mod(F';c)o-+-  s  <  A,         modF^  <  A, 

et 

modF'„  >  mod(F'„)o—  £  >  B. 

En  outre,  F',^  conservera  toujours  le  signe  de  (F'„)o. 

Cela  posé,   soit  n  -+- 1  le  nombre  des  variables  x,  y,   . . . ,   u,  ei 

soit  k  le  plus  petit  des  deux  nombres  A,  — 7-  h.  On  aura,  pour  tout 

système  de  valeurs  de  a*,  ^,  ...,  u,  tel  que  les  modules  des  différence^ 
Ix  =  X  —  :ro,  ^y  =y  — yof  ...  ne  surpassent  pas  k  et  que  celui  de 
Au  =  u  —  Uo  ne  surpasse  pas  A, 

F(x,y,  ...,  u) 

=  F'jc{ocQ'^^lx,ye,...,Uo)\x-hF'y(xo-h^x,yo-h^i\yy,.,,u)\y-^.,. 
F'„(xo-+-  \Xyyo-h  Aj,  . ..,  u  +  Oa  Au)  Au. 


Chacun  des  n  premiers  termes  qui  figurent  dans  cette  expression  a 
son  module  moindre  que  A^;  la  somme  de  leurs  modules  sera  donc 
<  n  AA:  <  B  A.  Mais,  d'autre  part,  le  dernier  terme  a  son  module  plus 
grand  que  B  modAu. 

Si  donc  nous  posons,  en  particulier,  Au  =  d=  A,  ce  terme  l'empor- 
tera sur  la  somme  de  tous  les  autres  et  donnera  son  signe  à  Tex- 
pression.  D'ailleurs  le  facteur  Fu{xo-^^,yo-^  ^yt  . . . ,  u  -h  6,,  Au)  a 
toujours  le  même  signe,  celui  de(F^)o.  Donc,  si  Ton  pose  successive- 
ment Au  =  A  et  Au  =  —  h,  d'où  u  =  Uo-t-A,  u=:Uo  —  A,  on  ob- 
tiendra, pour  F(â?,  yf ...,  u),  deux  valeurs  de  signe  contraire.  Mais  F 
est  une  fonction  continue  de  u;  elle  s'annulera  donc  pour  une  valeur 
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de  u  intermédiaire  entre  Uq-^-  h  et  Uo —  h.  Elle  ne  pourra  d'ailleurs 
s'annuler  qu'une  fois,  car  sa  dérivée  ne  change  pas  de  signe  dans  cet 
intervalle. 

Nous  avons  donc  établi  qu'à  tout  système  de  valeurs  de  â?,  /,  . . . , 
tel  que  ^  —  Xq,  y — y^^  . . .  aient  leurs  modules  non  supérieurs  à  /:, 
correspond  une  valeur  unique  de  a,  comprise  entre  u^-^  h  t\  u^ —  h 
et  satisfaisant  à  l'équation  F  =  o.  L'ensemble  de  ces  valeurs  consti- 
tuera une  fonction  de  a:,  j^,  ...,  entièrement  définie  dans  cet  inter- 
valle. 

Celte  fonction  est  continue,  car  la  différence  u  —  u^  est  <  /i;  or 
on  peut  faire  décroître  h  indéfiniment  à  la  condition  de  faire  dé- 
croître en  même  temps  la  quantité  correspondante  k^  limite  supé- 
rieure des  modules  de  Ao;,  \y^  .... 

Soit  d'ailleurs  Au  l'accroissement  de  cette  fonction  correspondant 
à  un  accroissement  infiniment  petit  Aj7  donné  à  la  variable  x;  on 
aura 

o  =  F(iro-l-  AjTjJ^o,  . ..,  Mo-+-  Am) 
=  F^(aro-i-0  Ajf, 7o,  ••  •>  ii^)^x  -\-  Y\^{x^-\-Sjc^y^^...^  a-h6'Aa)Aw; 

d'où 

Aa Fj(aro-i-6  Ay,^o, . . .,  Mq) 

Ax  ~~       F'„(a7o-i- Ax,  jKo»  •  ••  »  Wq-t- ^'^w) 
et,  en  faisant  tendre  Ax  et  Ae^  vers  zéro, 

Aa  (F'^)o 

Aar  iy^uh 

Notre  proposition  est  donc  établie  dans  toutes  ses  parties. 

38.  Théorème  II.  —  Soient  Fi,  . . . ,  F«,  n  fonctions  continues  des 
m-^  n  variables  x,y,  ,,  ,\u,v^w,  . . . ,  lesquelles  s'annulent  pour 
•2^0-  J'oj  •••?  "o>  ^Of  ^0}  •..-  Si  l'on  suppose  :  i°  que  Fj,  ...,  F^ 
admettent  des  dérivées  partielles  pour  tous  les  systèmes  de  va- 
leurs  des  variables  suffisamment  voisins  de  Xqj  yo,  ...;  Mo>  ^o>  •••! 
a"  que  ces  dérivées  sont  continues  en  ce  point]  3*  que  le  jacobien 

()Fi     dFx     dFi  î 

du       dv       dw 

(^Fj     d¥^     d¥t 
du       dv       dw 

•   ■»  «••  •••  ••• 

ne  s'y  annule  pas,  on  pourra  déterminer,  pour  les  systèmes  de 
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valeurs  de  x^y^  ...  suffiscunment  voisins  de  x^,  y^^  ...y  un  système 
unique  de  /onctions  u,  p,  cp,  .. .  satisfaisant  identiquement  aux 
équations  Fi  =ao,  . . . ,  ¥n^o  et  se  réduisant  respectivement  à  u^ 
♦'•t  wç,  . . .  pour  4?  =  a?t,  ^  =^^01  •  •  •  •  Ces  fonctions  culmettront  des 
dérivées  partielles. 

Ce  théorème  est  établi  par  ce  qui  précède,  dans  le  cas  où  Ton  n'a 
qu'une  seule  équation,  et  nous  pourrons,  dans  la  démonstration,  sup- 
poser qu'il  ait  été  établi  pour  le  cas  de  n  —  i  équations. 

Cela  posé,  pour  que  J  soit  ^o  pour  le  point  oto,  y^,  . . .;   tt«,  v'g, 

. . ,  il  faut  évidemment  qu'une  au  moins  des  dérivées        ^         * 


Wo 


du%      âv^ 


-T — 9    •••  soit  ditiérente  de  zéro.  Soit,  par  exemple,  -r — ^o.  On 

pourra,  d'après  le  théorème  I,  déterminer  une  fonction  u  de  x,  y, ...: 
i'f  w,  . . .  qui  satisfasse  identiquement  à  l'équation  Fi  =  o  et  qui 
admette  des  dérivées  partielles  aux  environs  du  point  xq,  y^^  . . .;  ^q^ 
M^o;  ••••  Substituant  cette  valeur  de  u  dans  les  équations  suirantes 
Fi  =^  o,  . . . ,  Fn  =  o,  elles  prendront  la  forme  suivante  : 


*î{a?,>',  ...;  p,^,  ...)  =  o. 


**=  o. 


Les  fonctions  4»t, ...,  ^^y  étant  respectivement  égales  à  Fs,  . . .,  Fr, 
admettront,  aux  environs  du  point  x^^  y^^  . . .;  Co)  ^9i  •  -  •  ^^s  déri- 
vées partielles 


dx 


d¥t       dFi  du 


dx 


du    dx 


Le  jacobien 


j.= 


•  •  > 

d^t        àFi 
dif    ~    dv 

dFt  du 
du    dv 

d^t 

<?*, 

dç 

div 

d^j 

(>*, 

dç 

dv(f 

des  dérivées  partielles  relatives  à  p,  «^,  .  • .  sera,  en  négligeant  les 
termes  qui  se  détruisent, 


aF, 
dsr^ 

dF^ 

dv 


dF^ 

dw 

dw 


du 
dv 


dFt 
du 

d>F, 
du 


dF, 
d(v 

dF, 

d(v 


du 
diP 


dFt 

dF, 

dç 

du 

dF, 

dFs 

dç 

du 

m   • 
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Remplaçant  -7-  >  -7— >  •  •  •  par  leurs  valeurs 


dFi 

dFi 

du 

dw 
dF,  * 
du 

•  •  •  t 


celte  expression  deviendra  égale  à  -jp-;  et,  comme  -3-^  a  au  point 

du 
i^oy^Of  •  -  •;  ^Of  V01  ^Of  •  •  •)  une  valeur  finie  et  différente  de  zéro,  Ji 
sera  lui-même  fini  et  différent  de  zéro. 

On  pourra  donc,  par  hypothèse,  déterminer  des  fonctions  p,  (^, . . . 
des  variables  indépendantes  x,  y,  . . . ,  qui  satisfassent  identiquement 
aux  équations  4»2  =  o,  4>8  =  o,  . . . ,  qui  se  réduisent  à  Vq^  Wq,  . . .  pour 
a:  =  Xo,y  =  yof  ...  et  qui  admettent  des  dérivées  partielles  aux  en- 
virons de  ce  point.  Substituant  ces  valeurs  de  p,  »»,  . . .  dans  l'ex- 
pression de  Uj  on  obtiendra  pour  u,  t^,  tv,  . . .  des  fonctions  de  x, 
j^,  . . .  satisfaisant  aux  conditions  requises. 

39.  Gonrbes  continnes.  —  Nous  appellerons  courbe  la  suite  des 
points  représentés  par  les  équations 

où  /,  cp  sont  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  t.  Si  ces  fonc- 
tions sont  continues,  la  courbe  sera  dite  continue. 

Si  ces  fonctions  ont  une  période  commune  o),  la  courbe  sera  fer- 
mée. Elle  aura  d'ailleurs  des  points  multiples  si  2;  et  ^  reprennent 
simultanément  les  mêmes  valeurs  pour  des  valeurs  différentes  de  t 
(pour  des  valeurs  qui  ne  soient  pas  égales  aux  multiples  près  de  la 
période,  s'il  s'agit  d'une  courbe  fermée). 

La  distance  d'un  point  fixe  ^,  t)  à  un  point  t,  x,  y  d'une  courbe 
continue  est  une  fonction  continue  de  t\  si  le  point  (^,7))  n'est  pas 
sur  la  courbe,  cette  fonction  ne  s'annulera  pas;  elle  admettra  donc  un 
minimum  différent  de  zéro,  qu'elle  atteindra  pour  une  certaine  valeur 
de  ^,  et  qu'on  pourra  appeler  la  distance  du  point  (£,  t))  à  la  courbe. 

Soient  de  même  (^,  Xy  y)  et  i^u,  ^,  t])  deux  points  pris  sur  deux  courbes 

^=Ai)y       J'  =  ?(0        et        Ç  =  F(m),        T)  =  *(ii). 

Leur  distance  est  une  fonction  continue  de  t  et  de  u.  Si  les  courbes 
ne  se  rencontrent  pas,  cette  fonction  ne  s'annulera  pas.  Elle  atteindra 
donc,  pour  un  certain  système  de  valeurs  de  t,  a,  une  valeur  mi- 
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nimum,  difTé rente  de  léro,  qui  sera  la  plus  courte  distance  des  deui 
courbes. 
SoieQt,  enfin, 

it,  X,  y)  et  {t\  x\y)  deux  points  variables  quelconques  pris  sur  une 
même  courbe; 

A -t  y/(j-'  —  xy-¥-{y — ^)>  leur  distance; 

/' —  /  ~  A  la  différence  de  leurs  arguments.  Si  la  courbe  est  fermée. 

cette  différence  n'étant  déterminée  qu'aux  multiples  près   de  eu. 

nous  adopterons  celle  de  ses  valeurs  qui  est  comprise  dans  Tinter- 

II     I  CD  ,   a> 

\alle  de    -    -  a  -  • 

D'après  les  propriétés  des  fonctions  continues,  on  pourra,  quelle 
que  ^u\t  la  quantité  a,  déterminer  une  autre  quantité  p,  telle  que. 
pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est  <  ^,  on  ait 

z  s 

mod(:t' — x)C—-',  mod(j^' — ^')<  —  >         d'où         A  •<  a. 

Réciproquement,  lorsque  la  courbe  n'a  pas  de  points  multiples,  si  A 
tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  h.  En  effet,  A  est  une  fonction 
continue  de  t  et  de  /i,  qui  ne  s'annule  que  pour  A  =  o.  Si  donc  on 
considère  tous  les  systèmes  de  points  t,t-\-h,  où  le  module  de  h  sur- 
passe une  quantité  fixe  quelconque  ^',  il  existera  dans  cette  suite  uo 
système  pour  lequel  A  prendra  une  valeur  minimum  a,  différente  de 
zéro.  Si  donc  A  <  «',  on  aura  nécessairement  h  <  P'. 

Supposons  maintenant  A  <  p,  et  considérons  un  point  quelconque  de 
l'arc  de  cou rbe  compris  entre  t  et  t'.  Son  argument  t'=  <  -h 6  A(8  >'0<  i  • 
différera  de  t  et  de  t'  d'une  quantité  dont  le  module  est  <  p.  La  dis- 
tance de  t*  à  chacun  des  points  t  et  t'  sera  donc  <  a. 

Nous  obtenons  donc  ce  résultat  : 

Si  la  distance  de  deux  points  t,  t'  d'une  courbe  sans  points 
multiples  est  infiniment  petite,  la  distance  de  ces  mêmes  points 
à  un  point  quelconque  f  de  Varc  qui  les  joint  le  sera  également. 

40.  Gela  posé,  soit  G  une  courbe  fermée  sans  points  multiples.  Don- 
nons à  l'argument  t  une  série  de  valeurs  infiniment  voisines  /q,  .... 
//,  . . . ,  embrassant  une  période.  Sur  les  points  ainsi  déterminés,  con- 
struisons un  polygone  inscrit  P.  La  distance  d'un  quelconque  de  ses 
sommets,  tel  que  ^/,  aux  divers  points  de  l'arc  de  courbe  ^/<i+i,  et  no- 
tamment à  son  autre  extrémité  ti+u  pourra  être  supposée  <  o,  8  étant 
une  quantité  infiniment  petite,  indépendante  de  la  position  du  point  /j-. 
La  distance  d'un  point  quelconque  t,  pris  sur  l'arc  itti+u  à  un  autre 
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point  i' pris  sur  la  corde  ï/f/-»-i  sera  ^f//-f-  0''< ''/-H  ^'z+i  <  28. 

Le  polygone  P  peut  avoir  des  points  multiples;  mais  on  en  déduit 
aisément  un  polygone  réduit  P'  sans  points  multiples,  et  tel  que  la 
distance  de  deux  points  quelconques  t,  t',  pris  sur  une  partie  de  la 
courbe  et  sur  la  partie  correspondante  de  ce  polygone,  soit  infiniment 
petite,  et  cela  uniformément. 

Suivons,  en  effet,  le  contour  du  polygone  P  jusqu'à  ce  que  nous 
arrivions  à  un  point  multiple  a;  soit  //^/-i-i  le  côté  sur  lequel  il  est 
situé.  Continuons  à  suivre  le  polygone  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un 
second  côté  t^ijc+iy  passant  également  par  le  point  multiple  a.  Les 
droites  f/^/-Hi  et  ^>t<A-»-i  ayant  une  longueur  <8  et  se  coupant  au 
point  a,  la  distance  des  points  //  et  tk-^-i  sera  <2$,  quantité  infini- 
ment petite.  La  différence  /^^-i  —  tt  de  leurs  arguments  sera  donc  <  e 
en  valeur  absolue,  e  étant  une  quantité  infiniment  petite. 

Si  cette  différence  est  positive,  la  distance  au  point  //  d'un  point 
quelconque  de  l'arc  ^///-»-i  ...<A-f-i  sera  <t),  t)  étant  un  infiniment  petit. 
La  distance  d'un  point  quelconque  t,  pris  sur  la  partie  ^/ . . .  ^jt  de  cet 
arc,  à  un  point  quelconque  t'  pris  sur  la  droite  //a,  sera  donc  <  t;  +  8. 
D'autre  part,  la  distance  de  deux  points  quelconques,  pris  sur  l'arc 
^A-fk-i-i  eï-  sur  la  droite  at^c,  est  <  aS.  Si  donc,  en  décrivant  le 
contour  du  polygone  P,  nous  nous  abstenons  de  décrire  la  boucle 
ati+i , . .  ijta,  de  manière  à  substituer  à  la  ligne  polygonale  ^/^/-^i ...  f>t 
la  droite  </a  et,  au  côté  tktk-hit  la  partie  at^+i  de  cette  droite,  nous 
obtiendrons  un  polygone  réduit  Pi,  ayant  moins  de  points  multiples 
que  P,  et  tel  qu'en  prenant  arbitrairement  deux  points  t,  t'  sur  une 
partie  de  la  courbe  et  sur  la  partie  correspondante  du  polygone,  leur 
distance  soit  constamment  <  a,  a  désignant  un  infiniment  petit,  égal 
à  la  plus  grande  des  quantités  7^  +  8,  !%8. 

Si  la  différence  tk+i  —  ^/  était  négative,  au  lieu  de  supprimer  dans 
le  polygone  P  la  boucle  ati+i . . .  t/gaj  on  supprimerait  l'autre  boucle 
atjt-^i . . .  tia,  et  l'on  arriverait  évidemment  au  même  résultat. 

Si  ce  polygone  Pi  présente  encore  des  points  multiples,  on  y  sup- 
primera une  nouvelle  boucle,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
à  un  polygone  réduit  P',  sans  point  multiple,  et  jouissant  des  mêmes 
propriétés. 

41.  Ce  nouveau  polygone  P'  divise  le  plan  en  deux  régions,  l'une 
extérieure,  l'autre  intérieure. 

Nous  allons  établir  qu'il  existe  toujours  un  point/?,  situé  dans  la 
région  intérieure,  et  dont  la  plus  courte  distance  à  'P'  surpasse  une 
quantité  fixe,  différente  de  zéro. 

Soient,  en  effet,  A=  (fo»  ^o>^o)  et  B  =  (^i,  iFi,>'i)  les  deux  points  de 
la  courbe  C  pour  lesquels  x  atteint  sa  plus  petite  valeur  x^  et  sa  plus 
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grande  valeur  Xi,  La  courbe  sera  formée  de  deux  arcs,  l'un  allajit  d: 
A  en  B,  l'autre  revenant  de  B  en  A. 

Considérons  sur  ces  deux  arcs  deux  points  (/,  sr,jr)  tl{t',  ar\yy,  dom 
les  abscisses  soient  comprises  entre  x^-^^tlXx  —  p,  ^  étant  une  quan- 

X  t  ^^  Xsk 

tité  fîxe  arbitraire,  moindre  que  •  La  dislance  de  chacun  de 

ces  points  à  Tun  quelconque  des  points  A,  B  étant  f  p,  les  différence^ 
des  arguments,  t  —  ^o^  ^i  —  ^i  ^' —  'i>  ^o  —  ''»  surpasseront  une  quan- 
tité fixe  f;  et,  comme  Targument  varie  de  (i>  quand  on  décrit  là 
courbe  entière,  on  en  conclut  que  t* —  /  est  compris  entre  2^  ^t 
CD  —  '2 Y-  La  distance  des  points  /  et  t^  ne  pourra  donc  s'abaisser  au- 
dessous  d'une  quantité  fixe  d. 

Cela  posé,  la  distance  entre  deux  points  choisis  à  volonté  sur  deux 
portions  correspondantes  de  la  courbe  C  et  du  polygone  P'  est  <  2, 
%  désignant  un  infiniment  petit.  On  pourra  donc  déterminer  sur  V 
deux  points  A',B',  dont  les  distances  à  A,  B  soient  respectivement  <x: 
et  le  polygone  se  composera  également  de  deux  arcs  polygonaux,  l'un 
allant  de  A'  à  B',  l'autre  revenant  de  B'  à  A'.  Prenons  respectivement 
sur  ces  deux  arcs  deux  points  ({,  ij)  et  ((',  r\\  dont  les  abscisses  soient 
comprises  entre  x© -H  P -+- a  et  j?! —  ^  —  a.  11  existe  sur  la  courbe  de> 
points  ^,  t*  dont  les  distances  à  ces  deux-là  sont<  a;  leurs  abscisscï 
seront  comprises  entre  x^-\-^  ^\.  X\ —  P  ;  leur  distance  sera  donc  >  d, 
et  la  distance  des  points  ((,  rj,  ((',  r/)  sera  >  «f  —  2a,  quantité  qui 
deviendra,  lorsque  a  décroit,  plus  grande  que  d^  dx  étant  une  quan- 
tité quelconque  moindre  que  d. 

Cela  posé,  coupons  le  polygone  réduit  par  la  droite  x  =  — ^- 

Les  points  A'  et  B'  n'étant  pas  du  même  côté  de  cette  droite,  elle 
traversera  chacun  des  deux  arcs  A'B'  et  B'A'  en  un  nombre  impair  de 
points.  En  remontant  cette  droite  à  partir  de  l'infini  négatif,  on  sera 
d'abord  en  dehors  du  polygone.  Au  premier  point  d'intersection,  on 
entrera  dans  l'intérieur;  on  en  ressortira  au  second,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  droite  en  question  traverse 
d'abord  l'arc  A'B'  en  m  points  consécutifs,  puis  l'arc  B' A'  en  n  points, 
puis  l'arc  A'B'  en  m'  points,  etc.  La  série  des  nombres  m,  n,  m\  ... 
contiendra  au  moins  deux  nombres  impairs.  Soit,  par  exemple,  m  le 
premier  nombre  de  cette  nature  que  contient  la  série.  Le  nombre 
m-^  n-\-  m!  étant  impair,  le  tronçon  de  droite  contenu  entre  le 
ni->r~  n->r  m'"'"'  point  d'intersection  et  le  suivant  sera  intérieur  au 
polygone;  d'ailleurs,  ses  deux  extrémités  sont  }'une  sur  Tare  A'B, 
l'autre  sur  l'arc  B'A'. 

Considérons  un  point  quelconque  de  ce  tronçon  de  droite.  La  somme 
de  ses  distances  aux  portions  q  et  q'  des  lignes  polygonales  A'B'  et 
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B'A'  comprises  entre  les  abscisses  a^o  +  ^ + «  et  rri  —  p — a  est  au  moins 
égale  à  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  lignes,  qui  est  >  di.  Or, 
lorsque  le  point  se  déplace  sur  le  tronçon  de  droite  considéré,  sa  dis- 
tance à  Çy  d'abord  nulle,  varie  d'une  façon  continue  et  devient  plus 
grande  que  di.  Il  existe  donc  sur  cette  ligne  un  point  jd,  où  cette  dis- 

d  // 

tance  devient  égale  à  — ^*  La  distance  de  ce  point  à  g'  sera  >  — ^* 

D'autre  part,  l'abscisse  de  ce  point  étant  égale  à  —^ »  sa  dis- 

tance  à  un  quelconque  des  points  des  lignes  A' B'  ou  B'A',  dont  l'ab- 
scisse est  moindre  que  â?o  +  ^  +  a  ou  plus  grande  que  Xi — ^  —  a,  sera 

3?i  ^*"  OP(t  f% 

au  moins  égale  à p  —  a,  quantité  qui,  pour  a  assez  petit, 

devient  plus  grande  que  toute  quantité  d^  inférieure  à  — —  p. 

La  plus  courte  distance  du  point  considéré  au  polygone  P'  sera  donc 
y>  If  l  désignant  la  plus  petite  des  quantités  ^di  et  d%, 

42.  Gela  posé,  le  lieu  des  points  du  plan  qui  sont  à  la  distance  a 
d'un  côté  du  polygone  P'  se  compose  de  deux  droites  égales  et  paral- 
lèles à  ce  côté  et  de  deux  demi-circonférences  reliant  leurs  extré- 
mités. Traçons  ces  droites  et  ces  cercles  pour  chacun  des  côtés  de  P'. 
L'ensemble  de  ces  lignes  auxiliaires  décomposera  le  plan  en  un  cer- 
tain nombre  de  régions.  Considérons,  en  particulier,  celle  de  ces  ré- 
gions qui  contient  le  point  p.  Elle  est  intérieure  à  P',  et  tous  les 
points  de  son  intérieur  seront  à  une  distance  de  P'  plus  grande  que  a. 
Elle  sera  limitée  par  un  contour  fermé  R  sans  point  multiple,  dont 
chaque  point  sera  à  la  distance  a  de  P'.  Le  cercle  de  rayon  /  —  a,  dé- 
crit du  point  jD  comme  centre,  sera  en  entier  dans  son  intérieur.  Au 
contraire,  tous  les  points  de  la  courbe  G  lui  seront  extérieurs,  car 
leur  distance  à  P'  est  <  a. 

Décomposons  le  contour  R  en  éléments  infiniment  petits  par  des 
points  de  division  a,  a,  a",  ....  Soient  abj  a'b'y  ...  des  droites 
de  plus  courte  distance  menées  de  ces  points  au  contour  P'.  Ges 
droites  auront  a  pour  longueur  commune.  Elles  ne  peuvent  rencontrer 
sur  leur  parcours  ni  R  ni  P';  car,  si  cela  avait  lieu,  on  aurait  sur  R 
un  point  dont  la  distance  à  P'  serait  <  a.  Elles  resteront  donc  dans 
l'espace  annulaire  compris  entre  R  et  P'.  Enfin,  elles  ne  peuvent  se 
couper  mutuellement;  car,  si  ab  et  a'b'y  par  exemple,  se  coupaient 
en  un  point  c  de  leur  parcours,  on  aurait  évidemment 

ab'-ha'b  <  aô  -f-  a'b'  <  2«; 

l'une  des  deux  distances  ab'y  a'b  serait  donc  <a.  On  aurait  donc  ici 
encore,  sur  R,  un  point  dont  la  distance  à  P'  serait  <  a. 
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Cela  posé,  soient  ab^  a*b*  deux  lignes  de  plus  courte  distance  con- 
sécutives. A  la  portion  hcb'  du  polygone  P',  comprise  entre  b  et  b\ 
correspond  un  arc  BB'  de  la  courbe  G,  dont  les  extrémités  B,  B'sont 
respectivement  à  une  dislance  <  a  de  6  et  de  b\  La  distance  recti- 
ligne  des  points  B,  B'  sera  infiniment  petite,  car  elle  est  au  plu5 
égale  à 

B6  -+-  6a  -+-  aa'-^a'b'-\-  6'B', 

quantité  moindre  que  ,\i-^aa\  Donc  tous  les  points  de  Tare  BB' 
sont  à  une  distance  infiniment  petite  de  B.  Il  en  sera  de  même 
des  points  de  la  ligne  polygonale  bcb'^  dont  chacun  est  éloigné  de 
moins  de  a  de  Tun  des  points  de  BB'.  D'ailleurs  la  ligne  polygonale 
l^baa!b'h'  est  également  infiniment  petite.  Donc  tout  le  contour  po- 
lygonal baa'b' cb  sera  contenu  dans  un  cercle  de  rayon  infiniment  petit 
décrit  autour  de  B,  et  tous  les  points  de  la  région  intérieure  à  ce 
contour  seront  infiniment  voisins  de  B. 

Donc  tout  point  de  la  région  annulaire  comprise  entre  R  et  P'  sera 
infiniment  voisin  de  la  courbe  G. 

Le  contour  R,  dont  nous  venons  d'établir  les  propriétés,  est  formé 
de  lignes  droites  et  d'arcs  de  cercle;  mais  ces  arcs  de  cercle,  s'il  en 
existe,  tournent  leur  convexité  vers  l'intérieur  de  P'  et,  en  rempla- 
çant chacun  d'eux  par  un  polygone  inscrit  dont  les  côtés  soient  assez 
multipliés  pour  que  la  distance  du  cercle  au  polygone  soit  moindre 
que  la  plus  courte  distance  de  R  à  la  courbe  G,  on  obtiendra  un  nou- 
veau polygone  S  uniquement  formé  de  lignes  droites  et  jouissant  des 
mêmes  propriétés  que  R,  à  savoir  :  i**  il  n'a  pas  de  point  multiple; 
'}.''  il  contient  à  son  intérieur  un  cercle  de  rayon  fini;  3'  il  laisse  à  son 
extérieur  tous  les  points  de  P'  et  de  G;  4*  lout  point  de  l'espace  an- 
nulaire compris  entre  P'  et  S  est  infiniment  voisin  de  G. 

43.  On  pourrait  considérer  de  même,  parmi  les  régions  dans  les- 
quelles le  plan  est  décomposé  par  les  lignes  droites  et  les  cercles 
auxiliaires,  celle  qui  est  extérieure  à  toutes  ces  lignes.  On  verrait  aisé- 
ment, par  des  considérations  toutes  semblables  à  celles  que  nous 
avons  développées,  que  tous  ses  points  sont  à  une  distance  de  P' plus 
grande  que  oc;  qu'elle  est  limitée  par  un  contour  fermé  R',  sans  points 
multiples,  enveloppant  le  polygone  P'  et  la  courbe  G,  et  dont  tous  les 
points  sont  à  la  distance  a  de  P';  que  tous  les  points  de  Tespace  an- 
nulaire, compris  entre  R'  et  P',  sont  infiniment  voisins  de  G;  enfin, 
qu'on  peut  remplacer  R'  par  un  polygone  S'  exclusivement  formé  de 
lignes  droites  et  jouissant  des  mêmes  propriétés. 

4i.  Il  est  donc  établi  qu'on  peut,  quelle  que  soit  la  quantité  e, 
trouver  deux  polygones  S,  S'  sans  points  multiples,  intérieurs  l'un  à 


DE  LA  THÉORU  DBS  FONCTIONS.  SgS 

l'autre,  entre  lesquels  la  courbe  se  trouve  contenue,  et  tels  que  chaque 
point  de  l'espace  annulaire  qui  les  sépare  soit  à  une  distance  de  G 
moindre  que  e. 

Soient  t],  y}'  les  plus  courtes  distances  de  ces  polygones  à  la  courbe  G; 
El  une  quantité  moindre  que  t)  et  iq'.  On  pourra  trouver  deux  nouveaux 
polygones  Si,  S\,  intérieur  et  extérieur,  dont  Técartement  à  la  courbe 
soit  <  El  ;  ils  seront  évidemment  compris  entre  les  deux  autres. 

Gontinuant  ainsi,  on  pourra  former  une  série  de  polygones  inté- 
rieurs de  plus  en  plus  grands  S,  Si,  ...,  et  une  série  de  polygones 
extérieurs  S',  S*^,  . . .,  comprenant  toujours  entre  eux  la  courbe  G  et 
s'en  rapprochant  de  plus  en  plus. 

Les  points  du  plan  seront  de  trois  sortes  : 

1°  Geux  qui,  à  partir  d'un  certain  terme  de  la  série,  deviendront  ex- 
térieurs aux  polygones  S',  S| ,  ...  ;  on  les  nommera  points  extérieurs 
à  la  courbe; 

2°  Geux  qui  sont  intérieurs  à  partir  d'un  certain  moment  aux  po- 
lygones S,  Si,  .. .;  on  les  nommera  points  intérieurs  à  la  courbe; 

3**  Geux  qui  sont  intérieurs  à  tous  les  polygones  de  la  suite  S',  S  j , ..., 
mais  extérieurs  à  tous  les  polygones  S,  Si,  ....  Ges  points,  dont  la 
distance  à  la  courbe  est  moindre  que  toute  quantité  assignable,  seront 
situés  sur  elle. 

Il  est  donc  établi  que  toute  courbe  continue  G  divise  le  plan  en 
deux  régions,  l'une  extérieure,  l'autre  intérieure,  cette  dernière  ne 
pouvant  se  réduire  à  zéro,  car  elle  contient  un  cercle  de  rayon  fini. 

45.  Deux  points  intérieurs  Çj  q'  peuvent  toujours  être  réunis  par 
un  trait  polygonal  sans  traverser  la  courbe.  Il  existe,  en  effet,  dans 
la  série  S,  Si,  ...  des  polygones  intérieurs,  un  polygone  S/  qui  les 
contient  tous  deux.  Par  les  points  q,  q\  menons  des  droites  quel- 
conques qai  coupent  ce  polygone  en  r  et  r' ,  Les  droites  qr^  q' r\ 
jointes  à  l'un  des  deux  arcs  de  S/  qui  réunissent  r  à  r\  satisferont  à 
la  question. 

Deux  points  extérieurs  pourront  être  réunis  de  même  sans  traverser 
la  courbe^ 

Au  contraire^  toute  ligne  continue  D,  qui  joint  un  point  intérieur  q 
à  un  point  extérieur  q\  coupera  nécessairement  la  courbe  G;  car,  en 
répétant  le  raisonnement  par  lequel  on  a  démontré  qu'une  fonction 
continue  ne  peut  changer  de  signe  sans  s'annuler,,  on  verra  qu'il 
existe  sur  la  ligne  D  un  point  q' ^  tel  que  tout  arc  contenant  q'  con- 
tienne à  la  fois  des  points  intérieurs  et  des  points  extérieurs  à  G, 
d'où  résulte  que  la  distance  de  g'  à  la  courbe  G  est  moindre  que  toute 
quantité  assignable. 

Remarquons,  enfin,  que  toute  ligne  AG,  continue  et  sans  points 

J.  —  Cours,  III.  38 
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multiples,  menée  dans  Tintérieur  d'une  ligne  continue  et  fermée  sa&* 
points  multiples  ABGD  entre  deux  points  A  et  G  de  son  contoor. 
divise  son  intérieur  en  deux  régions,  limitées  Tune  par  la  ligne  fermét 
AGDA,  Tautre  par  la  ligne  fermée  AGBA. 

46.  Conrbes  rectiflables.  —  Gonsidérons  une  courbe,  définie  par 

les  équations 

xz=/(t),      y  =  o(t). 

Soient  t^^  ^i,  ,,,,  tn,T  une  série  de  valeurs  du  paramètre  t  ;  Xq,  y  a: 
^i>  Xii  •'  -î  X,  Y  les  valeurs  correspondantes  de  x,  y.  Le  périmètre  du 
polygone  inscrit  à  la  courbe,  et  dont  ces  points  sont  les  sommets, 
sera 


(5)  2  v/(a^A-Hi--a-A.)«H-(7A-Hi--rA-)'- 

Si  cette  somme  tend  vers  une  limite  déterminée  et  constante, 
lorsque  les  intervalles  f;H-i —  ^k  dans  lesquels  on  a  divisé  rintervallr 
T —  /o  décroissent  indéfiniment  d'amplitude,  cette  limite  représen- 
tera la  longueur  de  l'arc  de  cour6«  correspondant  à  cet  intervalle. 

Pour  que  cette  limite  existe,  il  faut,  en  premier  lieu,  que  la 
somme  (5)  ne  puisse  pas  croître  indéfiniment  par  un  choix  d'inter- 
valles quelconque.  Or  l'expression 

est  au  moins  égale  à  mod(a?;H-i  —  ^k)  et  à  mod(^^-Hi  — Xk),  mais  ne 
peut  surpasser  la  somme  de  ces  quantités.  Pour  que  cette  première 
condition  soit  remplie,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  le> 
sommes 

2  moà{xk-^i  —  Xk\        2  mod(^;K-i  —yk) 

soient  limitées  et,  par  suite,  quey(^)  et  <p(<)  soient  des  fonctions  à 
variation  limitée. 


47.  Supposons  cette  condition  remplie,  et  soit  L  le  maximum  du 
périmètre  des  polygones  possibles.  Il  faudra  encore  que  le  périmètre 
de  tout  polygone,  pour  lequel  les  intervalles  tk+x  —  t^  sont  suffisam- 
ment petits,  soit  aussi  voisin  qu'on  voudra  de  L. 

Gherchons  à  exprimer  analytiquement  cette  condition.  Nous  re- 
marquerons tout  d'abord  que  les  fonctions  /(  ï  -h  8  )  et  çp(  t  -h  â  ),  où  ^ 
est  une  quantité  positive  indéfiniment  décroissante,  tendront  vers 
des  limites  déterminées  /(^-4-o)  et  ç(^-i-o);  car  cela  est  évident 
pour  chacune  des  deux  fonctions  non  décroissantes  donty(f)  ou  o{t) 
est  la  différence. 
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On  voit  de  même  que/(t  —  S)  et  <p(«  —  S)  tendent,  quand  8  dé- 
croît, vers  des  limites  déterminées /(ï  —  o),  ff{t  —  o). 

Gela  posé,  soit  P  le  périmètre  d'un  polygone  II  correspondant  aux 
points  de  division  <i,  . . .,  tk,  ...  et  soit  t  un  point  quelconque  inter- 
médiaire entre  tj^  et  ^jt+i*  Introduisons  deux  nouveaux  points  de  di- 
vision t  —  8  et  f  -t-  8  également  compris  dans  Tintervalle  de  t^  à  tj^+i» 
Le  nouveau  polygone  U'  ainsi  obtenu  différant  du  premier  par  le 
remplacement  de  Tun  de  ses  côtés  par  une  ligne  brisée,  son  péri- 
mètre P'  sera  5  P. 

Introduisons  le  nouveau  point  de  division  t.  Nous  obtiendrons  un 
troisième  polygone  n"  qui  diffère  de  II'  par  le  remplacement  du  c6té 
qui  joint  les  points /(^  —  8),  <p(i  —  8)  et/(^-+-  8),  ïp(^  -+-  8)  par  les 
deux  lignes  qui  joignent  respectivement  ces  deux  points  au  point 

/(O,  ?(0- 

Supposons  que  8  décroisse  indéfiniment;  les  points /(< — 8),  (p(^  —  8) 
et /(^  -H  8),  <p(i  -h  8)  tendront  vers  les  points  fixes  /{t — o),  cp(i — o) 
et /(^-ho),  <p(f -h  o);  et,  si  le  point  /(t)j  f{t)  n*est  pas  sur  la  por- 
tion de  droite  qui  joint  ces  deux  points,  nous  obtiendrons,  par  Tad- 
jonction  du  nouveau  point  de  division  t,  un  accroissement  de  péri- 
mètre fini.  Soit  a  cet  accroissement.  Le  périmètre  du  nouveau 
polygone  étant  au  plus  égal  à  L,  celui  du  polygone  n  ne  pourra  sur- 
passer L  —  a,  et  cela  quelque  rapprochés  que  soient  les  points  ^oi 
fij  •••;  ^k7  '--j  tsint  que  le  point  t  ne  fera  pas  partie  de  cette 
suite. 

Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  que,  pour  toute  valeur  de  t  com- 
prise dans  l'intervalle  de  ^o  à  T,  le  point /(^),  o{t)  doit  être  sur  le 
segment  de  droite  qui  joint  les  points /(^ -h o),  9{t-ho)  et/(t  —  o), 
?(^  — o). 

48.  Cette  condition  est  suffisante.  En  effet,  soit  e  une  quantité 
quelconque.  On  pourra  déterminer  une  division  en  intervalles  tot 
txj  .. .,  tk,  . . .,  T,  telle  que  le  périmètre  P  du  polygone  correspondant 

soit  >  L • 

2 

Soit  <o>  'i»  •••»  ^h  •••  ^^^  autre  division  en  intervalles  assujettis 
à  la  seule  condition  d'être  tous  moindres  qu'une  quantité  fixe  8; 
nous  allons  montrer  que,  si  8  est  suffisamment  petit,  le  périmètre  P' 
du  polygone  ainsi  obtenu  sera  plus  grand  que  L  —  e. 

Considérons,  en  effet,  un  troisième  polygone  obtenu  en  prenant, 
pour  points  de  division,  tous  les  points  tk  et  tous  les  points  t'i.  Son 

périmètre  P'  sera  5  P  >  L • 

Évaluons,  d'autre  part,  la  différence  entre  P'  et  P',  en  supposant 
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que  $  ait  été  pris  <  $',  8'  désignant  le  plus  petit  des  interTïQe^ 
tic-i-i  —  tkt  auquel  cas  deux  quelconques  des  points  tjt  seront  sépare> 
au  moins  par  un  point  de  la  série  t'i. 

Soient  n  le  nombre  total  des  points  de  la  première  division  ;  n'  K 
nombre  de  ceux  de  ces  points  qui  n'appartiennent  pas  à  la  seconde 
division.  Soient,  enfin,  <;tl'un  de  ces  derniers  points,  t{,  et  f/^i  ceui 
des  points  t'  entre  lesquels  il  tombe.  Le  côté  f//j>i  du  polygone  P 
sera  remplacé  dans  P"  par  les  deux  côtés  t'itky  ^it'/-«-i- 

Or  la  distance  i'itk  diffère  de  la  distance  (tjig  —  o,  tj^)  d'une  quan- 
tité au  plus  égale  en  valeur  absolue  à  la  distance  (^/,  fjt — o);  de 
même  tkt'i^i  diffère  dt{tkt  /^t  +  o)  d'une  quantité  au  plus  égale  tu 
valeur  absolue  à  {</+i,  fjt  +  o);  enfin  fj//+t  diffère  de  (t^  —  o,  /^t-i-o 
[lequel  est  égal  à  (t/g — o, /a)-4-('*, '*-Ho)]  d'une  quantité  au  pIu^ 
égale  en  valeur  absolue  à  (/J,  tk  —  o )  4-  (  <*  4-  o,  t'i^^  ).  On  aura  donc 

'','^*+a'i+i— 'W/+l52(4   f^.— o)-+-2(^*-+-0,   ^^.,). 

Or  les  distances  (^  ijt — o)  et  (tj^-ho,  t'i^i)  tendent  vers  zéro 
avec  8.  On  peut  donc  trouver  une  quantité  S^t?  telle  que,  pour  toute 
valeur  de  8  inférieure  à  8jt,  chacune  de  ces  distances  soit  moindre 

que  rr—:  on  aura  dès  lors 


'J'a-H  ^k^'i+i  —  'Wi+i  < 


e 

2/1 


A  chaque  point  t^  de  la  première  division  qui  n'appartient  pas  à 
la  seconde,  correspond  ainsi  une  quantité  8jt.  Si  nous  prenons  pour 
8  une  quantité  moindre  que  la  plus  petite  des  quantités  8|,  ...,  0^,  ... 
et  8',  nous  aurons  donc 

d^où 

P'5P'— i^L  — 6. 

49.  Si  l'arc  de  courbe  compris  entre  les  points  <o  et  T  a  une  lon- 
gueur déterminée  L,  et  qu'on  prenne  un  point  t  quelconque  inter- 
médiaire entre  to  et  T,  les  deux  arcs  partiels  tôt  et  tT  auront  égale- 
ment des  longueurs  déterminées  L',  L',  et  l'on  aura 

L'-f-  L'=  L. 

En  effet,  L  est,  par  définition,  le  maximum  du  périmètre  des  poI>- 
gones  inscrits  à  l'arc  foT.  Parmi  ces  polygones,  il  en  est  qui  n'ont 
pas  de  sommet  en  t  ;  mais,  en  intercalant  ce  nouveau  sommet,  on  ne 
fait  qu'accroître  le  périmètre.  On  peut  donc,  pour  la  détermination 
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de  L,  ne  considérer  que  les  polygones  qui  admettent  t  pour  sommet. 
Or  ceux-ci  sont  formés  de  deux  polygones,  inscrits,  Tun  dans  l'arc 
tôt,  Tautre  dans  Tare  tT.  En  appelant  P,  P',  P'  les  périmètres  des 
trois  polygones,  on  aura  toujours 

P'H-  P'=  P. 

Donc  P  étant  limité,  P'  et  P'  le  seront  également,  et  L,  maxi- 
mum de  P,  sera  la  somme  des  maxima  partiels  L',  L'. 

Il  résulte  de  là  que  Tare  tôt,  où  le  point  t  est  considéré  comme 
variable  de  t^  à  T,  est  une  fonction  de  t,  essentiellement  positive  et 
croissante.  Cherchons  quelles  nouvelles  conditions  sont  nécessaires 
pour  qu'elle  soit  continue. 

50.  Lorsque  t  s'accroît  de  la  quantité  A,  Taccroissement  de  l'arc 
est  évidemment  égal  à  la  longueur  de  l'arc  compris  entre  les  points  t 
et  t  -h  h.  Intercalons  donc,  entre  f  et  <  -f-  A,  une  série  de  valeurs  in- 
termédiaires f],  ...,  tn',  écrivons,  pour  plus  de  symétrie,  to  et  tn-i-t 
à  la  place  de  t  et  t-hh]  l'accroissement  cherché  As  sera  le  maximum 
de  l'expression 

n 

0 

lorsqu'on  fait  varier  le  mode  de  division  de  l'intervalle;  on  aura,  par 
suite, 

A*5/(«i)-/(0, 
5?(^i)  — ?(0- 

Faisant  tendre  ti  vers  t,  les  seconds  membres  de  ces  inégalités 
tendront  respectivement  vers 

/(;-Ho)-/(0     et     (p(/-Ho)  — ^(0. 

Si  donc  ces  expressions  ne  sont  pas  nulles,  As  ne  pourra  décroître 
indéfiniment  avec  h,  et  l'arc  sera  discontinu. 

En  changeant  le  signe  de  h,  on  verra  de  même  que  l'arc  sera  dis- 
continu, si 

/(^-o)-/(0    et    cp(^-o)-<p(0 

ne  sont  pas  nuls. 

51.  Supposons,  au  contraire,  qu'on  ait 

/('-o)  =  /(<  +  o)=/(0, 
(p(/  — o)  =  cp(/-ho)  =  <p(0, 
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ce  qui  exprime  que /{t)  et  cp(/)  soot  continues.  L'arc  s  sera  lui-même 
continu. 
En  effet,  on  aura 

/(0  =  /i(O-/t(0. 
?(0  =  ?t(0  — ?t(0, 

fil/fi  ?!}  7t  étant  des  fonctions  continues  et  non  décroissantes.  On 
aura,  par  suite. 


n 

^y  l       mod[/(f^i)  — /(^*)]l 

^^(H-mod[ç(fAH-i)  —  ?('i)li 
0 

-»-mod[(p,(/A-i-i)  — ?i(«*)  — ?i(^it+i)-H<pî(^A)]{ 

=V?\      [/i('*-hi)-/i('it)]-h[/,(^*-*.i)-/.(/x-)]( 

<^  I  H-  [«pi(^*^i )  -  <pi(<A.)J  -f-  [?,(/ib+i )  -  ?î(fi^)]  i 
0 

=   [/i(/H-A)-/,(0]-+-[/,(^-4-A)-/,(/)l 
-n  [<p,(/-+- A)  — <p,(/)] -+-[?,(«-+- A)— ?,(r)]. 

Or  chacun  des  quatre  termes  de  cette  expression  tend  vers  zérv 
avec  hf  puisque  fuf\^  ^u  ?i  'o>^t  des  fonctions  continues. 

Nous  nommerons  courba  rectifiahles  celles  dont  Tare  a  une  lon- 
gueur déterminée,  fonction  continue  de  t.  D'après  ce  que  nous  venon<' 
de  voir,  on  les  reconnaît  à  ce  caractère  que  les  fonctions /"(/)  et  pif, 
sont  continues,  et  à  variation  limitée. 

52.  Qnadratnre  des  conrbes  planes.  —  L'aire  d'un  polygone  fermé 
sans  points  multiples,  dont  les  sommets  sont  x^j  y^,  . . .;  jrjt,yjt-  •-• 
est  représentée  par  l'expression 

Si  le  polygone  a  des  points  multiples,  le  sens  géométrique  de  cett( 
somme  sera  un  peu  modifié,  comme  nous  l'avons  indiqué  (t.  II. 
n**  114);  mais  on  peut,  dans  tous  les  cas,  la  prendre  au  point  de  tq^ 
algébrique,  comme  définition  de  l'aire  du  polygone. 

Si  Taire  d'un  polygone  inscrit  à  une  courbe  tend  vers  une  limite 
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fixe  lorsque  ses  côtés  décroissent  indéfiniment,  la  courbe  sera  dite 
^uarrable,  et  aura  pour  aire  cette  limite. 

53.  Toute  courbe  rectifiable  est  en  même  temps  quarrable. 
Considérons,  en  effet,  deux  polygones  P,  P'  ayant  respectivement 

pour  sommets  les  points  t^,  . . . ,  f^t?  •  •  •  et  t^^  . . . ,  ^i-,  ....  Suppo- 
sons que  les  intervalles  tk-\-i — tk  et  /J+i  —  t'i  soient  tous  <  S.  Nous 
allons  montrer  que  la  différence  A  —  Â'  des  aires  de  ces  polygones 
tend  vers  zéro  avec  S. 

Concevons  un  troisième  polygone  P'  ayant  pour  sommets  tous 
ceux  des  précédents;  soit  A'^  son  aire;  il  nous  suffira  évidemment 
d'établir  que  les  différences  A'  —  A,  A'  —  A'  tendent  vers  zéro 
avec  8. 

Considérons  une  de  ces  différences,  telle  que  A'^ — A.  Soient  t/a 
tk-^i  deux  sommets  consécutifs  de  P,  et  t/e,  t'i,  . . . ,  tk+x  les  sommets 
de  P'^  compris  entre  ces  deux-là.  On  aura,  dans  A,  le  terme 

ils  sont  remplacés  dans  A'  par  la  somme 

dont  la  différence  avec  le  terme  correspondant  de  A  sera 

Or,  si  8  tend  vers  zéro,  y'ii  y'i+iy  J^k+i  tendront  uniformément  vers 
yki  quelle  que  soit  la  position  du  point  tk  sur  la  courbe.  Le  module 
de  la  différence  précédente  sera  donc  moindre  que 

fxS  mod( j?;+i  —  a?/)  ^  iisky 

Sk  désignant  la  longueur  de  Tare  compris  entre  les  points  tky  t^^iy  et 
p.  un  infiniment  petit. 
On  aura,  par  suite, 

mod(  A' —  A  )<  H  ji5jt  <  aL, 
L  désignant  le  périmètre  de  la  courbe. 

m 

54.  Si  la  courbe  n'a  pas  de  point  multiple,  les  polygones  inscrits 
peuvent  en  présenter;  mais  nous  avons  vu  (n^  40)  qu'en  supprimant 
les  boucles  formées  à  ces  points  multiples,  on  pouvait  déduire  d'un 
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polygone  inscrit  P  un  polygone  réduit  P',  comme  lui  infiniment  voi- 
sin de  la  courbe. 

Nous  allons  montrer  que  la  somme  des  aires  des  boucles  ainsi 
supprimées  tend  vers  zéro  avec  8. 

Soient,  en  effet,  a  un  de  ces  points  multiples;  a//+i . , .  tjt a  la 

boucle  correspondante.  Elle  a  pour  aire 


1 


~ {^k-^i  —  ^i)' 


2 

Gomme  elle  forme  d'ailleurs  un  polygone  fermé,  on  aura 

2(a:x-i-i  — a?ifc)  =  o, 
et  Taire  pourra  s'écrire 

Ya  désignant  l'ordonnée  du  point  a.  D'ailleurs,  tous  les  points  de  la 
boucle  étant  infiniment  voisins  les  uns  des  autres,  comme  on  Ta  vu, 

(n*  40),  — ya  tendra  uniformément  vers  zéro  avec  8.  On 

aura  donc,  pour  limite  supérieure  du  module  de  Taire  cherchée, 

}iSmod(a?A-hi— a?i:)^fA/: 

/  désignant  le  périmètre  de  la  boucle,  et  fi  un  infiniment  petit. 

En  désignant  par  X  le  périmètre  du  polygone  inscrit,  la  somme  de< 
aires  des  boucles  sera  donc  ^(i£/f^X^(jiL. 

55.  Fonctions  d'nne  Tariable  imaginaire.  —  Nous  avons  défiai 

(t.  II,  n^  256),  comme  fonction  d'une  variable  imaginaire  z=^x-\-jri 
dans  une  région  quelconque  du  plan,  toute  expression  de  la  forme 
P-hQi,  où  P,  Q  sont  des  fonctions  de  x,  y^  qui,  dans  la  région 
considérée,  admettent  des  dérivées  partielles  finies  et  déterminées, 
liées  par  les  relations 

^  -_^  ^  =:  ^. 

ày  ~~       dx  dx  ^  dy 

Mais  cet  énoncé  doit  être  complété  en  imposant  aux  dérivées  par- 
tielles la  condition  de  continuité;  car  nous  avons  admis  qu'en  chan- 
geant X,  y  en  a?  -+-  dx,  y  -f-  dy,  les  accroissements  correspondants 
des  quantités  P,  Q  étaient  sensiblement  représentés  par  les  différen- 

tielles  totales  -r— or-h  j-^yt  -r-^  dx-h  -^  dy,  ce  qui  implique  la 

continuité  des  dérivées  partielles. 


J 
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Il  résulte  de  cette  nouvelle  condition  que,  dans  toute  région  du 
plan  ne  contenant  pas  de  point  critique,  le  rapport  — ^^ —  tendra 

uniformément  vers  f'{z)  pour  A^  =  o. 
On  a,  en  effet, 

A/(^)  =  AP4-tAQ 

<)P(ar4-6Aa:,  y)  ,  c)  P(a7  H- Aa:,  r -h  Oj  Ar)  ^ 

ox  y/ 

y       dx  <^  J 

-+-  e Ao?  -f-  El  A^  H-  t(  ti  Aa?  -h  £3  A^), 

e,  &i,  El,  £3  tendant  uniformément  vers  zéro  avec  Aj?  et  A^. 
On  aura,  par  suite, 

A/(^)        ^,,    .        8Aa?-+-eiA^-+-i(e,Aar-4-e3Ay) 
-ÂJ"--->^(^>=  Ai ' 

et,  comme  le  module  de  liz  est  au  moins  égal  à  ceux  de  lix  et  de 
A^,  le  module  de  cette  différence  ne  pourra  surpasser  la  quantité 

mod  s  -h  mod  Ei  -f-  mod  Ss  -+-  mod  63, 

et  tendra  uniformément  vers  zéro. 

56.  L'existence  effective  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  va- 
riables imaginaires,  définies  par  des  équations  implicites,  est  une 
conséquence  immédiate  des  propositions  établies  (t.  III,  n^  78  et 
236)  relativement  â  l'existence  des  intégrales  des  équations  différen- 
tielles. 

Soit,  en  effet,  F(2,  z^)  une  fonction  des  deux  variables  imaginaires 
Zj  i£;  et  soit  ![,  u  un  système  de  valeurs  de  ces  variables  pour  lequel 
on  ait 

F(î,u)  =  o,         ^^o. 

On  pourra  trouver  une  fonction  ude^  qui  satisfasse  à  l'équation  dif- 
férentielle 

dF       àFdu_ 

dz        du  dz  "" 
et  qui  se  réduise  à  u  pour  z  =  (.  Or  l'équation  différentielle  s'in- 
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tégre  immédiatement  et  donne 

F(«,  m)  =  const., 

et  la  constante  est  nulle  en  vertu  de  la  seconde  condition.  Donc  la 
fonction  u  ainsi  déterminée  satisfait  à  Téquation 

F(Zj  u)  =  o. 

Soit  plus  généralement  F  une  fonction  des  variables  imaginaire^ 
^tt  •••1  ^/hf  'U'i  6t  soit  2^1,  ...,  (m,  u  un  système  de  valeurs  pour 
lequel  on  ait 

F=o,        ^^o. 

On  pourra  déterminer  une  fonction  u  de  Zi,  ...,  z„,  qui  se  ré- 
duise à  u  pour  ^1  =  Cl}  ••  •»  'Sm  =  Cmi  et  satisfasse  identiquement  à 
l'équation 

F{Zij  ...,  -5;„,  «)  =  o 

En  effet,  supposons  le  théorème  démontré  pour  le  cas  où  les  variables 
indépendantes  sont  en  nombre  <  m.  On  pourra  déterminer  une  fonc- 
tion Ui  des  variables  ^i,  ,..yZm  qui  satisfasse  à  Téquation 

F(Ç|,«î.  ...,«m,  «i)  =  o 

et  se  réduise  à  u  pour  ^^  =  Ç^,  . . . ,  z^  =  }^„, 

D'autre  part,  on  pourra  déterminer  une  fonction  u  par  Téquation 

aux  dérivées  partielles 

dF        dF  da 

d^i        du  âzi 
jointe  à  la  condition 

u  "  Ml         pour        Zi  =Zi' 

La  première  équation  montre  que  F  devient  indépendant  de  ^i  par 
la  substitution  de  cette  valeur  de  u;  d'ailleurs,  pour  Zi  =  Çi,  cette 
fonction  s'annule  en  vertu  des  autres  conditions  ci>dessus.  Donc  u 
satisfera  identiquement  à  l'équation  F  =  o,  et  u  se  réduira  d'ailleurs 
à  u  pour  ^1  =  îi,  . . . ,  Zm  =  im- 

Enfin,  supposons  qu'on  ait  n  fonctions  Fi,  . . .,  F»  des  /n  -h  n  va- 
riables Zi,  ...,  Zmt  «*i>  •••  "«;  et  soit  îi,  ...,Çm>«lî  ...»  '^a  un 
système  de  valeurs  de  ces  variables  qui  annule  ces  fonctions,  sans 
annuler  leur  jacobien  par  rapport  à  Ui,  ...,  Un*  On  montrera,  par 
le  même  raisonnement  qu'au  n**  38,  qu'il  existe  un  système  de  fonc- 
tions de  zij  .. .,  Zm  qui,  mises  à  la  place  des  u,  donnent  identique- 
ment 

Fi  =o,         . . .,        F»  =  o 


-+-  —  -r-  =  o, 
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et  qui  se  réduisent  respectivement  à  oi,  . . .,  u„  pour  «i  =  Çj,  . .  .> 
57.  Nous  avons  défini  (t.  II,  n^  275)  Tintégrale  d'une  fonction 

le  long  d'une  ligne  L  par  la  limite  de  la  somme 

Zo,  ,..,  Zkf  ...  étant  une  série  de  points  de  division  pris  sur  L,  et 
^  Taffixe  d'un  point  pris  arbitrairement  sur  L  dans  l'intervalle  de  z/t 
à  zj^+f  Nous  allons  reprendre,  en  la  complétant,  la  démonstration  de 
l'existence  de  cette  limite.  Nous  admettrons  seulement,  ce  qui  est 
nécessaire  au  raisonnement,  que  la  ligne  L  soit  rectifîable. 
Soient 

a?  =  ©(0,        ^  =  4^(0 

les  équations  de  cette  ligne.  Les  fonctions  <p  et  t|/  seront,  par  hypo- 
thèse, continues  et  à  variation  limitée. 

Les  quantités  P  et  Q,  étant  des  fonctions  continues  de  x,  y^  seront 
des  fonctions  continues  de  t.  Représentons-les  par  P(^),  Q(^).  En 
désignant  par  tk^  ^it+i)  '^k  l^s  valeurs  de  t  auxquelles  correspondent 
respectivement  les  points  ^^,  z^-^-u  ^kt  ^^  somme  considérée  de- 
viendra 

2  [P(i:a)  -t-  i^i'^k)\  (-SA+t  -  Zk\ 

Pour  établir  l'existence  de  la  limite  demandée,  il  suffit  d'établir 
que,  quelle  que  soit  la  quantité  e,  on  pourra  déterminer  une  quan- 
tité 7)  telle  que  les  modules  de  toutes  les  diverses  sommes  dans  les- 
quelles les  différences  tk-\-\  —  th  sont  <  rj  diffèrent  les  uns  des  autres 
de  moins  de  e.  Car  les  différences  entre  les  parties  réelles  de  ces 
sommes  d'une  part,  et  les  différences  entre  leurs  parties  imaginaires 
d'autre  part,  seront  a  fortiori  <  e.  Les  parties  réelles,  convergeant 
les  unes  vers  les  autres  à  mesure  que  7)  décroît,  tendront  vers  une 
même  limite  (n°4);  de  même  pour  les  parties  imaginaires. 

Soient  S,  S'  deux  de  ces  sommes  correspondant  respectivement 
à  deux  systèmes  de  valeurs  intermédiaires  ...,  tk^  ^/t+i»  •••  ^^ 
...,  t'}ç^  'Wn  •••)  S''  une  troisième  somme  correspondant  à  un 
nouveau  mode  de  division  où  figurent  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires t  et  t\  On  aura 

mod(S'— S)^mod(S'— S)-^mod(S'— S'); 
il  suffit  donc  de  montrer  que,  si  t)  est  assez  petit,  le  module  de  la  dif- 
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E 


férence  S' —  S  sera  <  -  >  la  même  démonstration  s'appliquant  à  la 

différence  analogue  S' —  S'. 
Considérons  un  terme 

de  la  somme  S.  Il  est  remplacé  dans  S'  par  une  somme  de  termes 

2[P(^*')  +  »Q('*')](4vi  -■»'*•) 

où 

La  différence  entre  cette  somme  de  termes  et  le  terme  primitif  sera 
donc 

(6)        2{P(T*)-P(^*)-t-i[Q(xi.)-Q(T*)]!(V*.^.,-ai'). 

Cela  posé,  xj^  et  t^'  étant  compris  entre  tk  et  tj^i,  leur  diff'érence 
sera  <7;.  D'ailleurs,  les  fonctions  P  et  Q,  étant  continues,  le  sont 
uniformément.  On  pourra  donc,  en  prenant  t)  assez  petit,  rendre 
toutes  les  quantités  PCxi')  —  P('^k)i  Q.i'^'ic')  —  QC'^a)  moindres  en  va- 
leur absolue  qu'une  quantité  arbitraire  (. 

Cela  posé,  le  module  de  la  somme  (6)  sera  moindre  que 

{  /î  S  mod(^i'+i  —  z\'). 

D'ailleurs  le  module  de  z'j^'^i  —  z'j^'  n'est  autre  chose  que  la  distance 
rectiligne  des  points  z'j^'^i  eiz'jic*.  Donc  H  mod(V;t'-M  — -**')  représente 
le  périmètre  du  polygone  formé  avec  les  points  z'j^',  ...  et  sera  au 
plus  égal  à  l'arc  de  courbe  compris  entre  zjt  et  «jh-i« 

Opérant  de  môme  sur  chacun  des  termes  de  la  somme  S  et  sur 
les  termes  correspondants  de  S',  on  aura 

modes*— SXÇ/i/, 

/  désignant  la  longueur  de  l'arc  total.  En  prenant  ^  assez  petit,  on 

g 
pourra  rendre  cette  différence  moindre  que  -  • 


58.  Supposons,  en  outre,  que  les  fonctions  cp(<),  ^(t)  admettent 
une  dérivée  continue.  Le  calcul  de  l'intégrale  dont  l'existence  vient 
d'être  établie  se  ramènera  à  celui  d'intégrales  réelles. 

Il  s'agit,  en  effet,  de  trouver  la  limite  de  la  sommej 
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Or  on  a,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  les  fonctions  «p  et  4^, 

Aar  =  [(p'(0  -^  e]  A^         A^  =  [f  (0  H-  e']  A^ 

s  et  e'  convergeant  uniformément  vers  zéro  avec  A/,  quel  que  soit  t. 
On  aura  donc 

S(P  A47  —  Q  A7)  =  2[Pç'(0  —  QI'XO]  ^< -+- 2:(P6  —  Qe')  A^ 

Le  second  terme  de  cette  expression  tend  vers  zéro  avec  les  inter- 
valles Ht,  En  effet,  soient  /q»  1*  les  valeurs  de  t  correspondant  aux 
extrémités  de  L,  M  une  limite  supérieure  des  modules  des  fonctions  F 
et  Q  sur  cette  ligne,  r^  le  plus  grand  des  modules  des  quantités  e,  t'; 
on  aura 

modS(Pe  — Qe')A«^2MTiSA^^2M7i(T  — /o). 

Or,  lorsque  les  A^  décroissent  indéfiniment,  les  e,  e'  tendent  unifor- 
mément vers  zéro;  donc  t^  tend  vers  zéro. 
On  aura  donc 

limS  (P  Aj?  —  Q  A7)  =  lim  2  [P<p'(0  —  Qf  (0]  ^' 

T 


De  même 


=  f  [P?'(0-Qf(0]rf«- 

T 

lim2(QA^H-PA7)=  f    [Q?'(0-HPf(0]^^- 


59.  Nous  avons  établi  (t.  II,  n**  279)  que  la  valeur  de  l'intégrale 

Jf  /{z)dz  ne  change  pas  lorsqu'on  déforme  la  ligne  L  en  conser- 
L 

vant  ses  extrémités,  tant  que  cette  ligne  ne  traverse  aucun  point  cri- 
tique. Nous  allons  reprendre  la  démonstration  de  cette  proposition 
fondamentale  pour  lui  donner  plus  de  précision. 

Ce  théorème  est  manifestement  équivalent  au  suivant  (t.  II,  n**281)  : 

Soit  C  une  ligne  continue  fermée  et  sans  points  multiples,  ne 
contenant  à  son  intérieur  aucun  point  critique  de  la  fonction 
f{z).  L'intégrale  ff{z)dz,  prise  le  long  d'une  ligne  fermée  et 
rectifiable  quelconque  K  intérieure  à  G,  est  nulle. 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  tracer  un  polygone  fermé  G'  sans  point 
multiple,  intérieur  à  G  et  s'en  rapprochant  autant  qu'on  voudra.  On 
pourra  faire  en  sorte  qu'il  contienne  encore  le  contour  K  dans  son 
intérieur. 

Gela  posé,  soit/(^)  =  P  -H  Qi.  Les  quantités  P,  Q  étant  des  fonc- 
tions uniformément  continues  de  x^  y  dans  l'intérieur  de  G'  et  sur  ce 
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polygone  même,  on  pourra ,  quel  que  soit  s,  déterminer  une  autre 
quantité  r^  telle  que  l'on  ait,  pour  tout  point  de  celte  région, 

mod  [F{x  -4-  Ajr,  7  ^-  A/)  —  P(x,  ^)]  <  -^ » 

/a 

mod  [Q(ar  -+-  Ajt,  ^  -+-  ^y)  —  Q(a?,  ^)]  <  — , 

tant  que  les  modules  de  Aor  et  de  A^  seront  <i). 

La  fonction /(  2  )  sera  donc  uniformément  continue  dans  Tintérieur 
de  C. 

Soient,  d'autre  part, 

les  équations  de  la  courbe  K.  Donnons  à  ^  une  série  de  valeurs  suc- 
cessives ^0,  . . . ,  tk,  .  • .  ;  nous  obtiendrons  sur  la  courbe  K  une  série 
de  points  correspondants  Zqj  ...,  z^j  ...•  Supposons  que  les  inter- 
valles tj^i  —  tk  soient  tous  <  $.  En  faisant  décroître  suffisamment 
celte  quantité  8,  on  pourra  faire  en  sorte  : 

i^  Que  les  distances  ZkZ/^i  (qui  tendent  uniformément  vers  zéro 
avec  8)  soient  moindres  que  la  plus  courte  distance  de  Kà  G'  et,  par 
suite,  que  le  polygone  inscrit  P,  qui  a  pour  sommets ^o»  ^t»  •  •  •«  ^tj  ••• 
soit  en  entier  dans  Tintérieur  de  G'; 

2*  Que  la  différence  entre  la  somme  S/(>«;t)  («jt+i — ^k)   et  sa 

limite   /  /{z)dz  ait  son  module  moindre  qu'une  quantité  e  choisie  à 

volonté  ; 
3**   Enfin,    que   la    différence    entre    cette    somme    el    Tintégrale 


X 


/{z)  dZf  prise  sur  le  contour  du  polygone  inscrit  P,  ait  également 
p 
son  module  <  e. 

Pour  établir  ce  dernier  point,  qui  seul  a  besoin  de  démonstration, 

considérons  le  terme 

correspondant  au  côté  z^^zi-^i.  il  est  remplacé,  dans  l'intégrale  cor- 
respondante   /  /{z)dz,  par  l'expression  suivante 

lim  2:/(i;/^)  (aj^i^  ;t  —  ^ijt)> 

où  z'i/„  Zf^^  ^fc,  ...  sont  des  points  de  division  infiniment  voisins  pris 
sur  la  droite  zj^Zk-^-i» 
Gomme  on  a 

^k+l  —  -«Ar  =  2  (5/+, ,  k  —  5j^.), 
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la  différence  entre  ces  deux  expressions  sera  la  limite  de  la  somme 

2[/(^5*)-/(«A)](^i+,,*--S/*), 
dont  le  module  est  au  plus  égal  à 

Mk  S  mod(«;+,,^  —  z'i,,)  =  Mu  mod(>SAM-i  —  «a)  =  M^/a-, 

ik  désignant  la  longueur  du  côté  zj^^i  — z^,  et  M^  le  maximum  des 
modules  des  quantités /(«/;t)  —  /{^k)» 

Raisonnant  de  même  sur  chacun  des  côtés  du  polygone  et  désignant 
par  M  le  maximum  des  quantités  M;^)  et  par  L  la  longueur  de  la 
courbe  K,  on  aura  pour  limite  supérieure  du  module  de  la  différence 
cherchée 

D'ailleurs,  le  point  z'ifg  étant  situé  sur  la  droite  ^za^am-i,  on  aura 

moà{zik — Zk)'^rsïoà{zk^x  —  Zk), 

Donc  les  différences  z'ng  —  z^  et,  par  suite,  les  quantités /(-S/^)  — f{zk) 

tendent  uniformément  vers  zéro  avec  8.  On  peut  donc,  en  prenant  8 

g 
assez  petit,  rendre  M  moindre  que  =- ,   ce  qui  démontre  notre  pro- 
position. 

Si  donc  nous  établissons  que  l'intégrale  Sf{z)dz  est  nulle  pour 
tout  polygone  P,  le  théorème  sera  démontré,  car  le  module  de  l'inté- 
grale   i  f{z)dz,  étant  <  2e,  quelque  petit  que  soit  e,  sera  rigoureu- 

sèment  nul. 

60.  Le  contour  polygonal  P  peut  se  traverser  lui-même  en  certains 
points;  le  nombre  de  ces  traversées  sera  limité  et  au  plus  égal  à 

— -y  n  étant  le  nombre  des  côtés  du  polygone.  Partons,  dans 

ce  cas,  d'un  point  quelconque  du  contour  pour  le  décrire  dans  le  sens 
de  l'intégration,  jusqu'à  ce  qu'on  traverse  pour  la  première  fois  les 
parties  déjà  décrites.  La  portion  de  contour  comprise  entre  ces  deux 
*passages  au  même  point  formera  un  contour  partiel  qui  ne  se  tra- 
verse pas  lui-même.  Si  l'on  suppose  le  théorème  établi  pour  un  sem- 
blable contour,  on  pourra  négliger  cette  portion  de  la  ligne  d'intégra- 
tion, et  il  ne  restera  plus  qu'à  faire  la  démonstration  pour  le  contour 
restant,  où  le  nombre  des  traversées  est  diminué. 

On  voit  donc  qu'il  suffit  d'établir  notre  proposition  pour  un  con- 
tour polygonal  qui  ne  se  traverse  pas  lui-même.  Or  l'intérieur  d'un 
semblable  contour  peut  se  décomposer  en  triangles.   Supposons  le 
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théorème  établi  pour  chacun  de  ces  triangles;  la  somme  des  intégrales 
obtenues  en  faisant  le  tour  de  chacun  de  ces  triangles,  dans  le  sens 
direct,  par  exemple,  sera  nulle.  Mais  les  côtés  de  ces  triangles  qui  ne 
font  pas  partie  du  contour  P  étant  décrits  deux  fois  en  sens  contraire, 
les  intégrales  correspondantes  se  détruisent  deux  à  deux;  et  l'inté- 
grale restante  sera  précisément  celle  qu'on  obtient  en  décrivant  le 
contour  P. 

Nous  avons  ainsi  ramené  la  démonstration  du  théorème  au  cas  où 
le  contour  K,  au  lieu  d'être  une  courbe  rectifiable  quelconque,  dont  la 
notion  est  un  peu  confuse,  se  réduit  à  un  triangle. 

61.  Soient  a,  b,  c  les  affixes  des  trois  sommets  de  ce  triangle;  il 
faut  prouver  qu'on  a 

f  f{z)dZ'^  Ç  f{z)dz^  f  f{z)ds  =  o. 

Or,  si  nous  posons 

z  =  a-H(ô  —  a)t, 

il  viendra 

f  f{z)dz=  f  f[a-h(b--a)t](b-a)dt, 

Jab  «/O  * 

la  nouvelle  variable  t  étant  réelle. 
On  a  de  même 

f  =  -f  =  -f  /[c  +  (b-c)t]{b-c)dt, 
f  =-  f  =  -  f  f[a  +  (c-a)t]{c-a)dt 
et,  par  suite, 


ffiz)dz-^-  ff{z)dz 

*J  ah  ^  en. 


j /[a -h  ( 6  —  a)^]  ( ^>  —  a)  — /[a -+.  (c  —  a)f]  (c  -  a)  [  <//. 

Or,  si  l'on  pose 

/[a-h(c  — a)/-h(6  — c)er][c  — a-+-(6  — c)e]  =  F(/,  6), 

6  variant  de  o  à  i,  le  point  dont  l'affixe  est  a  -h  (c — d)t  h-  (6  —  c)6f 
décrira  la  parallèle  au  côté  cb  qui  joint  les  points  a-^i^c  —  a)/ et 
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a  -♦-(6  —  a)t,  et  restera  situé  dans  Tintérieur  du  triangle.  On  aura 
d'ailleurs 

/[a-+-(6  — a)<](6  — a)  — /[a-h(c  — a)<](c  — a) 

=  F(M)-F(f,o)=J   ^db 

et,  par  suite, 
1    /«i 


Jcn       Jo     Jo       ^ 


ca      *^0     *^ù 

1     ^t 


_C    es     f[a+{c-a)t+{b-c)(H\{b-c)  » 

~X   X    j-*-/'la+(c-a)<+(é-c)0<][c-a-K6-c)e](6-c)<i''""' 


'0      «^0 

i    /.i 


T- (6  —  c)«/[a -H (c  —  a)< -*- (6  —  c)e^]  rfi  ûfe. 
Effectuant  l'intégration  par  rapport  à  t,  cette  expression  deviendra 

r  (6-c)/[c4-(6-c)e]rfe  =  -  ff{z)dz, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

62.  Nous  avons  indiqué,  en  divers  endroits  de  cet  Ouvrage,  la  pos- 
sibilité de  concevoir  des  fonctions  admettant  une  ligne  continue  de 
points  critiques.  Un  exemple  simple  d'une  semblable  fonction  nous 
est  fourni  par  la  fonction  modulaire  ^'(p),  considérée  au  t.  II,n^388. 
Cette  fonction  est  définie  par  un  produit  convergent,  seulement  pour 
les  valeurs  de  p  situées  au-dessus  de  l'axe  des  x;  sa  propriété  fonda- 
mentale est  que,  si  l'on  pose 

_  g  +  pp 

a,  8  étant  deux  entiers  pairs  et  p,  y  deux  entiers  impairs,  liés  par  la 
relation  Py  —  a$  =  i,  on  aura 

?HPt)  =  ?'(p). 

Si  p  =  r  +  siy  s  étant  positif,  on  aura 

a-hBr-l-Sst 
pi  = i r-T  =  ri  H-  *|  « 

en  posant,  pour  abréger, 

(a4-Pr)(Y-f-Sr)-Hp85«      _      s 

J.  —  Cours,  III.  39 
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Donc  Si  sera  positif  comme  s,  et  le*  point  pi  sera,  comme  le  point  z. 
au-dessus  de  Taxe  des  x. 

Mais  nous  allons  montrer  que,  en  choisissant  convenablement  Ie> 
coefficients  de  la  substitution,  on  peut  faire  en  sorle  que  pi  se  rap- 
proche, autant  qu'on  voudra,  d'une  quantité  réelle  quelconque  a. 

Supposons  d'abord  a  =  o,  et  posons 

n  étant  un  entier  quelconque.  Il  est  clair  que,  si  n  croit  indéfiniment. 
Pt  tendra  vers  zéro  et  s'en  rapprochera  autant  qu'on  voudra. 
Faisons  maintenant  une  nouvelle  substitution 

pi  étant  supposé  infiniment  voisin  de  zéro,  pi  sera  infiniment  voisin 

a' 
de  -;;  mais,  d'autre  part,  les  entiers  a!  et  y',  qui  sont  assujettis  à  la 

seule  condition  d*étre  l'un  pair,  l'autre  impair  et  premiers  entre  eux, 

a' 
peuvent  être  choisis  de  telle  sorte  que  -7  se  rapproche  de  a  autant 

qu'on  voudra. 

On  voit  donc  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  a  sur  Taxe 
des  X  et  quel  que  soit  le  point  p,  on  pourra  trouver  un  point  a'  infi- 
niment voisin  de  a,  pour  lequel  on  ait 

Tous  les  points  de  l'axe  des  x  sont  donc  des  points  d'indétermina- 
tion pour  la  fonction  modulaire.  Cette  ligne  forme  ainsi  une  limite 
naturelle,  au-dessous  de  laquelle  la  fonction  ne  peut  être  prolongée. 

63.  La  notion  des  intégrales  d'une  variable  imaginaire  permet  ai- 
sément d'expliquer  les  discontinuités  qu'offrent  en  général  les  fonc- 
tions représentées  par  des  intégrales  définies,  lorsque  le  paramètre 
variable  dont  elles  dépendent, passe  par  une  valeur  pour  laquelle 
l'intégrale  cesse  d'être  finie  et  déterminée. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  l'intégrale  définie 

F  et  G  désignant  des  fonctions  entières  et  L  une  ligne  déterminée, 
ayant  une  tangente  en  chacun  de  ses  points,  et  dont  nous  désigne- 
rons les  extrémités  par  a  et  b. 
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Pour  une  valeur  particulière  donnée  à  tj  Téquation 

G(t,  z)  =  o 

donnera  en  général  pour  z  une  série  de  racines  Çi,  Çj,  ...,  simples 
ou  multiples,  en  nombre  fini  ou  infini,  mais  isolées  les  unes  des  au- 
tres (t.  II,  n**  315).  Réciproquement,  à  chaque  valeur  de  ^  correspon- 
dront une  série  de  valeurs  Oj,  Oj,  ...  de  t. 

Soient  6,  Ç  deux  valeurs  associées  de.t  et  de  Zy  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 

0(0,0  =  0. 

Si  aucune  des  deux  dérivées  partielles  -^>  -^  ^^  s*annule,  l'équa- 
tion 

G(^,  z)  =  o 

définira  t  comme  fonction  de  la  variable  imaginaires,  et  réciproque^ 
ment,  aux  environs  des  points  0,  Ç.  Si  donc  on  fait  décrire  au  point 
t  diverses  courbes  rayonnant  autour  du  point  6,  le  point  z  décrira 
en  partant  du  point  Ç  une  série  de  courbes  correspondantes,  se  cou- 
pant suivant  les  mômes  angles  (t.  II,  n**  2S6). 

Supposons  maintenant  que  le  point  t  décrive  la  courbe  L  d'un 
mouvement  continu.  Chacune  des  valeurs  de  Zj  racines  de  l'équation 
G(  t,  s)  =  o,  décrira  un  arc  de  courbe  correspondant.  L'ensemble  de 
ces  arcs  formera  une  ou  plusieurs  courbes,  fermées  ou  non,  avec  ou 
sans  points  multiples,  que  nous  désignerons  par  Z. 

Si  l'on  donne  à  z  une  valeur  particulière,  qui  ne  soit  pas  située 
sur  la  ligne  Z,  l'expression  G(^,  z)  ne  s'annulera  en  aucun  point  de 
la  ligne  d'intégration  L;  l'intégrale  I  aura  une  valeur  finie  et  déter- 
minée, ainsi  que  ses  dérivées  successives,  que  l'on  pourra  former  par 
la  règle  connue  de  la  dérivation  sous  le  signe  /.  Donc  I  sera  une 
fonction  de  la  variable  imaginaire  z  dans  l'intérieur  de  tout  contour 
qui  ne  traverse  pas  Z. 

64.  Au  contraire,  si  z  traverse  la  ligne  Z,  I  éprouvera  en  général 
une  discontinuité  brusque. 

Soit,  en  effet,  Ç  un  point  de  cette  ligne.  A  ce  point  correspondent 
une  série  de  valeurs  de  tj  racines  de  l'équation  G(^,  Ç)  =  o,  et  dont 
Tune  au  moins  se  trouvera  sur  la  ligne  L. 

Celles  de  ces  racines  ^i,  ^j,  ...  qui  ne  sont  pas  sur  L,  formant  un 
système  de  points  isolés,  sont  en  nombre  limité  dans  une  partie  quel- 
conque du  plan;  elles  sont  donc  toutes  à  distance  finie  de  L. 

Soient  6i,  65,  . . .,  6«  les  autres  racines,  situées  sur  L.  Admettons  : 
1°  qu'aucune  d'elles  ne  soit  égale  à  a  ni  k  b;  2^  que  pour  chacune 
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d'elles,  telle  que  Bit»  on  ait 

d;     <^>    ~de— <^- 

Lorsque  t  décrit  Tare  de  L  voisin  de  0^^,  la  fonction  z  définie  par 
Féquation  G(/,  2)  =  o  et  par  la  condition  z  =  Z  pour  t  =  Qjt  décrira 
un  arc  de  la  ligne  Z  passant  par  1^,  On  aura  donc  n  branches  de  Z 
se  croisant  en  C,  et  qui  correspondent  respectivement  aux  n  racines 
Bi,  ...,  0»;  et  chacune  de  ces  branches  aura  une  tangente  déter- 
minée. 

Faisons  maintenant  décrire  à  ^  une  ligne  quelconque  M,  ayant 
également  une  tangente  déterminée,  et  qui  coupe  en  ^  les  branches 
précédentes  sous  des  angles  finis. 

Soient  C  "  ^  ^t  C  +  ^'  deux  points  de  cette  ligne  infiniment  voi- 
sins de  (  et  situés  de  part  et  d'autre  de  ce  point. 

Lorsque  z  variera  de  (|  —  e  à  (  +  e',  celles  des  racines  de  Téquatioa 
G(^,  ^)  =  o,  qui  pour  ^  =  |;  se  réduisent  à  ^1,  t],  . . .,  décriront  aui 
environs  de  ces  points  des  arcs  de  courbe  infiniment  petits  Ni,  Nt,  .... 
lesquels  resteront  à  distance  finie  de  L. 

Celles  de  ces  racines  qui  se  réduisent  à  6},  0|,  ...  décriront  au 
contraire  des  arcs  de  courbe  infiniment  petits  Pi,  Pf,  ...  qui  tra- 
versent L  aux  points  61,  Ot,  ...  sous  des  angles  égaux  à  ceux  que  M 
fait  avec  les  diverses  branches  de  Z.  Soient  Oi  —  t^i,  0|  —  7]t,  ...  et 
^i-+-Ti'ij  ®f-*-*'ji»  •••  Ï€s  valeurs  de  ces  racines  pour  ^  =  Ç  —  s  et 
z  =  ;  -+-  e'. 

Concevons  que  Ton  déforme  la  ligne  d'intégration  L,  sans  lui  faire 
traverser  les  points  61  —  tji,  O^ — ijj,  ...,  assez  pour  qu'elle  ne  tra- 
verse plus  les  lignes  Pi,  Pj,  ...,  mais  trop  peu  pour  qu'elle  coupe 
les  lignes  Ni,  Ni,  ....  Soit  L'  la  nouvelle  ligne  ainsi  obtenue.  L'inté- 
'F(t,z) 


graley^j 


r»/  s      x^-*  prise  sur  la  ligne  L'  variera  d'une  manière  con- 

U{t,  z) 

tinue  lorsque  z  varie  de  Ç  —  e  à  Ç  -he'.  D'autre  part,  pour  ^  =  Ç  —  e, 
cette  nouvelle  intégrale  est  égale  à  l'intégrale  primitive  suivant  L; 
car  on  peut  passer  de  la  ligne  L  à  la  ligne  L'  sans  traverser  aucun 
des  points  critiques  61  —  t^i,  ...  de  la  fonction  à  intégrer.  Au 
contraire,  pour  2  =  ([  -h  e',  les  deux  lignes  L  et  L'  comprendront 
entre  elles  les  points  critiques  Oi+t)|,  6|+t)',  4-...,  et  les  résidus 
correspondant  à  ces  points  étant  respectivement  égaux  à 


j^G(e*-HTii,c+t') 
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on  aura 


a-X)[?m^î]— 2».:^ 


Xjt  étant  égal  à  +i  ou  à  —  i  suivant  que  le  point  6*4- t)*  sera  à  la 
gauche  ou  à  la  droite  de  la  ligne  L. 

Si  donc  e  et  s'  tendent  vers  zéro,  la  différence  entre  les  deux  inlé- 
grales 

tendra  vers  la  quantité  finie 


t^i^^^k 


^^G^**'*:) 


63.  Il  est  ainsi  établi  que  la  ligne  Z  est  une  ligne  de  discontinuité 
pour  l'intégrale   /   J".  '  ^l  ds.  Toutefois,  la  fonction  de  la  variable 

imaginaire  z^  que  cette  intégrale  représente,  n'est  pas  limitée  à  cette 
ligne,  mais  peut  être  prolongée  au  delà;  car  nous  venons  de  voir 
qu'en  remplaçant  la  ligne  d'intégration  L  par  une  autre  ligne  L',  on 
peut,  sans  altérer  la  valeur  de  l'intégrale  pour  les  valeurs  de  z  com- 
prises entre  Ç  —  e  et  J,  faire  que  l'intégrale  et  ses  dérivées  conser- 
vent leur  continuité  de  Ç  —  s  à  Ç  -h  s'. 

~-^ — -dz^  où  la  ligne  d'intégration,  d'abord  dirigée 

suivant  L,  se  déforme  progressivement  suivant  le  besoin,  représente 
donc  une  fonction  de  la  variable  imaginaire  Zy  qui  ne  peut  avoir 
d'autres  points  critiques  que  les  suivants  : 
I**  Ceux  qui  satisfont  à  l'une  des  équations 

G(a, -8)  =  o,        G(6,  ^)  =  o; 

'}°  Ceux  pour  lesquels  on  aurait  à  la  fois 

dG  dG 

G(t,z)  =  o         et         -—=0         ou         --—=0. 
^  dt  àz 

66.  Considérons  le  cas  où  la  ligne  Z  partage  le  plan  en  plusieurs 
régions  distinctes  R,  Ri 


6l4  StR    QUELQUES   POINTS 

Dans  chacune  de  ces  régions,  telle  que  R,  l'intégrale 


~J.   GU,  z) 


représente  une  fonction  de  5,  qui  peut  être  prolongée  en  dehors  de 
la  région  H  à  la  condition  de  modifier  la  ligne  d'intégration.  Chacune 
des  régions  Rf,  etc.,  donne  un  résultat  analogue.  Mais  on  peut  se  de- 
mander si  les  diverses  fonctions  de  z  ainsi  obtenues  sont  identiques 
entre  elles.  L'exemple  suivant  montre  qu'il  n'en  est  pas  nécessaire- 
ment ainsi. 

Considérons  l'intégrale 


J_^\t—Z-\-%X^h^  t—Z-hOLn-^^nl/ 


dt. 


où  les  «A,  pA  sont  des  constantes  réelles,  et  les  A  des  constantes  sa- 
tisfaisant à  l'équation 

A  j  -f- .  . .  -4-  A  u  =^  o. 

L'intégration  se  fait  d'ailleurs  suivant  l'axe  des  x. 
En  réduisant  les  fractions  en  une  seule,  on  voit  que  le  numéra- 
teur sera  d'un  degré  moindre  de  deux  unités  au  moins  que  le  dé- 
nominateur. L'intégrale  aura  donc  une  valeur  finie  et  déterminée,  à 
moins  que  le  dénominateur  ne  s'annule  sur  la  ligne  d'intégration,  ce 
qui  aura  lieu  si  la  partie  imaginaire  de  z  est  égale  à  l'une  des  quan- 
tités j3it,  . . .,  Prti.  La  ligne  Z  sera  donc  formée  dans  cet  exemple  de 
parallèles  à  l'axe  des  x,  qui  ont  pour  équations ^=  Pi,  ...,^=  ?«• 
Supposons,  pour  fixer  les  idée<;  pi  <  P8<...<  P«. 

La  fonction  à  intégrer  a  pour  pôles  les  points  z  —  a^. —  pA-'?  cl  les 
résidus  correspondants  sont  les  A^-.  Or  on  sait  (t.  II,  n"  287)  que  la 
valeur  de  l'intégrale  est  égale  au  produit  de  XTzi  par  la  somme  de 
ceux  de  ces  résidus  qui  appartiennent  à  des  pôles  situés  au-dessus  de 
l'axe  des  x.  Si  donc  z  est  situé  dans  la  région  comprise  entre  les  pa- 
rallèles^ =  pA  et^  =  pA-Hij  on  aura 

I  —  2-|(Ai-h.  .  .-+- A/:). 

Cette  fonction  est  une  constante,  variable  d'une  région  à  l'autre; 
et  les  diverses  constantes  ainsi  obtenues  ne  sont  pas  les  branches 
d'une  même  fonction. 

Nous  avions  d'ailleurs  obtenu  un  résultat  du  même  genre  (t.  IL 
n~  292-295).  Nous  avons  montré  en  effet  qu'une  môme  intégrale  dé- 
finie était  égale  à  X„  ou  à  —  X/j  suivant  la  valeur  du  paramètre. 
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67.  Il  est  également  facile  de  trouver  des  séries  dépendant  d'une 
variable  imaginaire  z  et  qui  représentent  des  fonctions  différentes 
de  cette  variable  dans  diverses  régions  du  plan. 

Pour  en  donner  un  exemple,  considérons  l'expression 

I 


n-z 


n 


Pour  /i  =  00,  cette  expression  aura  pour  limite  zéro,  si  mod^  >i; 
I  si  mod>3  <i. 

Gela  posé,  soient  q(/Z),  ^(z)  deux  fonctions  quelconques  de  z] 
considérons  la  série 

1 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  est 

et,  pour  /i  =  30,  cette  expression  tendra  vers  <p(^)  ou  vers  ^(z),  sui- 
vant que  le  module  de  z  sera  >  i  ou  <  i. 

On  voit,  par  ces  exemples,  que  l'on  doit  établir  une  distinction 
entre  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire  et  les  formules  analyti- 
ques qui  peuvent  servir  à  les  représenter,  la  coïncidence  entre  la 
fonction  et  ces  formules  n'ayant  souvent  lieu  que  dans  une  portion 
limitée  du  plan. 


FIN. 
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